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Dnesni cviceni je pied prvni prednaskou. Neni mozné cvicit véci, které teprve proberete, proto dnes
nebudou piiklady zcela , diskrétkové”, ale obecné na procviceni matematického mysleni a matema-
tické indukce.

Znaceni. Znacenim
n
> f(0),
i=m
kde m a n jsou cela ¢isla, myslime soucet f(i) pro vSechna celd i od m do n véetné. Tedy

D+ =(E+1)+ (6 + 1) + (P + 1) + (8 +1).

Pokud n < m, jedna se o soucet pres prazdnou mnozinu, jehoz hodnotu nadefinujeme jako 0. Nékdy
téZ misto symbolu » | pouzijeme symbol [ [, pak jednotlivé hodnoty nesé¢itdme, ale ndsobime. Soucin
pres prazdnou mnozinu je roven 1.

Priklady na procviceni matematické indukce

Priklad 1. Pro vSechna pfirozena n dokazte rovnost

gz‘?’: <i1>2

i=1

ReSeni. K feSeni pouzijeme matematickou indukci.

Pro ¢+ = 1 dostavame 1 = 1, coz plati.

Nyni méjme tvrzeni dokdzano pro vSechna n < m a ukazme, ze plati i pro n = m + 1. Z rovnosti
v zadani pro n = m + 1 dostavame:

(Xm:i3>+(m+1)3: Xm:z'+m+1>
(if’)ﬂmﬂ)?’: iz) +2(m+1) <i¢>+(m+1)2

i=1 =1

Nyni mtzeme vyuzit indukéniho predpokladu — vime, ze nejlevéjsi s¢itance na obou stranach
rovnice jsou si rovny, mizeme je tedy oba odecist.
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Rovnost, ke které jsme se dostali, plati naptiklad proto, ze kdyz v souc¢tu na pravé strané sparu-
jeme prvni a posledni s¢itanec, poté druhy a predposledni a tak déle, dostaneme pravé 7 scitanct,
které budou mit hodnotu m + 1. Kdybychom vsak na myslenku s parovanim nepftisli, mohli bychom
tento vzorec znovu zkouset dokazovat indukci.

Na zavér je dobré podotknout, ze v nasem diikazu by se mohlo zdat, Ze jsme tvrzeni nedokazali
— zacali jsem s dokazovanym tvrzenim, a nakonec jsme se dobrali pravdivého tvrzeni. V ditkazech je
vSak nutné pouzivat opacny postup — zacit s pravdivym tvrzenim a dobrat se dokazovaného tvrzeni.
Miizeme si ale vSimnout, Ze vSechny pouzité tpravy lze provést i opacnym smérem a budou stale
korektni.

Priklad 2. Mé&jme nenulové realné cislo x. Dokazte, Ze pokud x + % je celé cislo, pak z™ + :an je
celé ¢islo pro kazdé prirozené cislo n.

Priklad 3. Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n je n® —n délitelné péti (nula je délitelnd vsemi
prirozenymi ¢isly).

Priklad 4. Bylo jedno mafidnské méstecko a tam zila velikd spousta mafiAnti. Mafidni méli ma-
nzelky a bohuzel ne vsechny manzelky byly svym manzelim vérné. Zadny z mafiani vsak o své
manzelce nevi, zda je mu vérna ¢i ne. Na druhou stranu vi vSechno ostatni, tedy i o ostatnich mafi-
anech a vérnosti jejich manzelek.

Jednoho dne byla oslava, kde se jeden svobodny mafian opil a pfede vSemi prohlasil: ,V tomhle
meésté je alespon jedna nevérnd manzelka“. Ubéhlo 42 dni a vSechny nevérné manzelky byly najednou
v poledne obéseny na namésti. Kolik jich bylo a jak k tomu presné doslo? Mafian nemé jinou moznost
jak zjistit, zda je jeho manzelka nevérna, nez pomoci vlastniho logického uvazovani — nikdo mu to
nemiize fict. Uvazovani mafidnti funguje po dnech. Pokud kterykoliv mafian zjisti, Zze jeho manzelka
je nevérna, nasledujiciho dne ji na namésti vefejné popravi (tedy vsSichni mafiani se o tom dozvédi).
Na druhou stranu nikdy nepopravi manzelku, pokud si neni absolutné jisty, Ze je mu nevérna. Vsichni
mafiani uvazuji naprosto identicky a védi to o sobé.

Priklad 5. V roviné je nakresleno n € Ny primek tak, Ze zadné dvé nejsou rovnobézné a zadné tii
, .r . v v Ve e s . v /v 1 N
se neprotinaji v jednom bodé. Dokazte, zZe je jimi rovina rozdélena praveé na % + 1 casti.

Priklad 6. V prostoru je n rovin tak, Ze zadné Ctyfi neprochazi timz bodem, ale libovolné t¥i maji
pravé jeden spolecny bod. Na kolik ¢asti prostor déli?

Priklad 7. Dokazte, ze kazdy konvexni 3n-tihelnik 1ze rozdélit neprotinajicimi se thlopfickami na
trojuhelniky tak, ze v kazdém vrcholu koné¢i sudy pocet téchto tthlopficek.

Dalsi priklady



Priklad 8. Kolejni topinkovac¢ opece chleba z jedné strany za 5 minut a vejdou se na néj soucasné
2 chleby. Je mozné s jeho pomoci opéci 3 chleby béhem 15 minut?

Priklad 9. Tabulku ¢okolady o m x n dilcich chceme rozldmat na jednotlivé dilky. Kolik nejméné
rozlomeni potfebujeme? A kolik nejvice?

Priklad 10. Na $pejli o délce 20 cm je né€kolik mravenct. Kazdy se pohybuje rychlosti 1 centimetr
za vtefinu néjakym smérem. Mravenec, ktery dojde na konec Spejle, spadne ze Spejle na zem. Kdyz
se dva mravenci potkaji, kazdy z nich se otoci a pokracuje opa¢nym smérem. Za jakou nejkratsi dobu
jiz na $pejli jisté nebudou zadni mravenci?

Priklad 11. V tajuplném sklepeni stoji 3 pytle. V jednom jsou ¢ervené micky, v druhém modré
micky, ve tfetim smés modrych a c¢ervenych mick. Jednou si nékdo dal tu praci, aby kazdy pytel
oznacil cedulkou popisujici, co je uvniti. A podruhé si nékdo jiny dal tu praci, aby cedulky prohézel
tak, Ze ani jedna nesouhlasi. Ve sklepé je tma, ale mtizeme vytadhnout jednu véc z pytle podle naseho
vybéru a jit se na ni porfadné podivat ven. Jak zjistit, ktery pytel je ktery, pomoci co nejméné cest
ven?

Priklad 12. Kolika zpisoby umime vybrat mnoziny A, B C {1,...,n}, pro které plati:
a) ACB
b) A={z}azeB
c) |ANB| =1

Priklad 13. Kolik je neklesajicich zobrazeni f : {1,...,n} — {1,...,m}? Kolik takovych zobrazeni
je monoténnich?

Priklad 14. Opét lamani cokolady, tentokrat pro dva hrace. Hraci se pravidelné stiidaji v tazich.
Ten, ktery je zrovna na tahu, si vybere jednu z ¢asti ¢okolady a libovolné ji rozlomi, pouze je zakazano
odlamovat kousky 1 x 1. Kdo nemtze udélat tah, prohral. Rozhodnéte, kdo ma vyhravajici strategii:

1. Pokud je alespon jeden rozmér ¢okolady sudy.

xx 2. Pokud jsou oba rozméry cokolady liché.



