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Definice. Grafem G rozumime dvojici (V, E), kde V je neprdzdnd koneénd mnoZina vrcholii a E je mnoZina neu-
sporfadanych dvojic prvkd mnoziny V' (ne nutné vsech).

Definice. Cesta je graf P,({1,...,n+1},{{1,2},{2,3},..., {n,n+ 1}})

Definice. Kruznice je graf C,{{1,...,n},{{1,2},{2,3},....,{n—1,n}, {n,1}}}

Definice. Uplny graf je graf K, ({1,...,n}, (‘2/)), kde znacenim (A]f) pro mnozinu M a nezaporné celé ¢islo k£ myslime

mnozinu vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny M.

Definice. O grafu fekneme Ze je bipartitni, pokud jeho vrcholy miizeme rozdélit do mnozin A a B tak, ze V{u,v} €
E:ue AnvEB.

Definice. Uplng bipartitni graf je graf K, ;({1,...,a+b}, {{u,v} | u < aAv > a}), kde znadenim (J)f) pro mnozinu
M a nezaporné celé ¢islo k£ myslime mnozinu vSech k-prvkovych podmnozin mnoziny M.

Definice. Dopinék grafu G(V, E) je graf G(V, (‘2/) \ E).

Definice. Cesta v grafu je posloupnost P = (v1,e1,v2,€3,03,...,€n_1,U,) takova, ze Vi € {1,...,n} :v; € VVi €
{1,...,n—1} 1 e; € E Ne; = {v;,v;11} vSechna v; jsou rizna. Rikame, Ze P je cesta z v; do v, délky n.

Definice. Graf G je souvisly, pokud pro libovolné dva rtizné vrcholy v;,v; € V existuje cesta z v; do v;.

Definice. Graf G'(V', E’) je podgraf gratu G(V,E), pokud V' CV, E' C FE aVe € E' : e C V'. Neformélné tedy
vezmeme z G nékteré vrcholy a nékteré hrany na téch vybrangch vrcholech.

Definice. Graf G'(V', E') je indukovanyg podgraf grafu G(V, E), pokud V! CV, E = {{v1,va} | {v1,v2} € EAvy,v9 €
V'} aVe € E' : e CV'. Neformalné tedy vezmeme z G nékteré vrcholy a vSechny hrany na téch vybranych vrcholech.
Rikame, 7e G’ je podgraf indukovany mnozinou V'.

Definice. Mg¢jme relaci R na vrcholech grafu G definovanou tak, ze vRu < V G existuje cesta mezi u a v. Tato
relace je ekvivalence. Jeji tfidy nazveme komponenty souvislosti.

Definice. Graf G(V, E) a G'(V', E’) jsou izomorfni, pravé kdyz existuje bijekce f : V' — V', takova, ze {vi,v2} €
E < {f(v1), f(v2)} € E'. f pak nazveme izomorfismus mezi G a G'.

Definice. Automorfismus je izomorfismus G sama do sebe. Automorfismu, ktery posila kazdy vrchol sam na sebe
tikame trividlng.

Definice. Sousedstvi vrcholu v v grafu G(V, E) zna¢ime N(v) a rozumime jim mnozinu vrcholt u takovych, Ze
(u,v) € B

Definice. Stupném vrcholu v rozumime hodnotu |N(v)| a znac¢ime ho deg(v).

Definice. Izolovany vrchol je vrchol stupné 0.

Véta (princip sudosti). Pro kazdy graf je ) . deg(v) sudé.

Definice. Strom je graf, v némz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta.
Definice. Kostra grafu G(V, E) je libovolny strom G'(V, E’) takovy, ze E' C E.
Definice. Most je hrana grafu takova, ze jejim odstranénim zvysime pocet komponent souvislosti grafu.

Piiklad 1. Rozmyslete si, ze pro kazdou kostru K (V, E’) grafu G(V, E) a kazdou hranu e € F \ F’ existuji alesponi
2 rtizné hrany ¢’,e”, takové ze K'(V, E'/setminus{e’} U {e}) i K" (V, E'/setminus{e”} U {e}) jsou kostry G.

Priklad 2. Necht m, n a k jsou pfirozend éisla takova, aby prislusnd zadani dévala smysl. Urcete pocet rtiznych
koster nasledujicich grafi: Pozor, riizné kostry skutecné musi byt rizné, ale nevadi, kdyz jsou izomorfni.

a) Strom na n vrcholech.

b)
0
)

Graf obsahujici 2 vrcholy u a v, které jsou spojené tfemi riznymi cestami délek m, n a k.

Uplny bipartitni graf K, 0.
d) Uplny bipartitni graf K, 3.



Definice. Mgéjme graf G(V, E) a piirozené &islo k. G* budeme znacit graf G’ na vrcholech V takovy, 7e u a v jsou
spojeny hranou, pokud je vzdélenost v a v nejvyse k.

Definice. Hamiltonovskd kruznice grafu G je kruznice, kterd je podgrafem tohoto grafu, a prochazi pres vSechny
jeho vrcholy.

Tvrzeni. Rozhodnout, zda ma dany graf Hamiltonovskou kruznici je NP-tézké.

Piiklad 3. Dokazte, Ze pro kazdy souvisly graf G ma G2 Hamiltonovskou kruZnici. Najdéte graf H takovy, ze H?
Hamiltonovskou kruznici mit nebude.

xx Pfiklad 4. Na Sachovnici n X n je oznaceno 2n poli¢ek. Dokazte, Ze na ni jde umistit Sachovou véz tak, aby se
donekonec¢na mohla pohybovat pouze po oznacenych polich tak, ze st¥ida vertikdlni a horizontalni pohyby.

Definice. Fulerovsky tah je tah v grafu, ktery obsahuje kazdou hranu grafu pravé jednou.
Definice. Graf je Eulerovsky, pravé kdyZ v ném existuje eulerovsky tah.

Véta. Graf je eulerovsky, pravé kdyz ma po odstranéni izolovanych vrcholi nejvyse jednu komponentu a vSechny
vrcholy maji sudy stuperi.

Priklad 5. U naésledujicich grafti rozhodnéte, zda jsou eulerovské:

a) Graf z obrazku.

b) Pro mnozinu M = {1,2,3,4,5} graf G1(2M,{(a,b) | a Ub = 0}, piipadné jeho doplnék.

c¢) Go, pokud vime, 7ze Gy je souvisly, ma lichy pocet vrcholii a Gy je eulerovsky.

Priklad 6. Dokazte, Ze graf se vSemi stupni sudymi neobsahuje most, tedy hranu, jejiZz odebrani zvysi pocet kom-
ponent souvislosti.

Pi#iklad 7. Hranovy graf grafu G(V, E), ktery m4 alespoii jednu hranu, je graf L(G)(FE, E’) tak, Ze ejes € F' &
e1 Neg # 0, tedy vrcholy jsou piivodni hrany a hrany spojuji vrcholy reprezentujici hrany, co mély spoleény vrchol.
Dokazte, ze hranovy graf eulerovského grafu je eulerovsky.

Priklad 8. Dokazte, ze kazdy eulerovsky graf lze rozlozit na hranové disjunktni sjednoceni kruznic (tj. rozlozit na
kruZnice tak, Ze zddné dvé nesdili hrany). Je tento rozklad, nebo alespoii pocet kruznic v ném jednoznaény?

x Priklad 9. k-regularni graf je graf, jehoZz vSechny vrcholy maji stupenn k. Dokazte, ze kazdy 2k-regularni graf lze
rozlozit na hranové disjunktni sjednoceni dvou k-regularnich grafi.



