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Dnes se podivame na diikazy sporem a jejich specialni ptipad, diikaz metodou nejmensiho protipti-
kladu. Nekteré z nasledujicich prikladi jsou vsSak spise odstrasujici — mozna si vSimnete, ze ac¢ lze
dikaz téméf vzdy zformulovat pomoci sporu (a ¢asto se na néj tak lépe prichéazi), je pfimy dikaz
kratsi, elegantnéjsi a z diikazu sporem snadno vyrobitelny.

Priklad 1. Dokazte, Ze prvocisel je nekonecné mnoho.

Priklad 2. Kolem kulatého stolu sedi 22 déti, 11 klukd a 11 holek. Dokazte, ze alespon jedno dité
(ne nutné kluk) ma po obou svych stranach holky.

Piiklad 3. Dokaite, 7e v/2 je iracionalni ¢islo. Hint: Zacnéte tim, Ze si pofadné pripomenete definici
racionalniho c¢isla. Dokézete dokéazat obecnéjsi verzi, ktera iika, ze kazda (pfirozend) odmocnina
(pfirozeného) ¢isla je bud pfirozend, nebo iracionalni?

Piiklad 4. Naleznéte vSechna celo¢iselna! feseni nasledujici rovnice:

a’+b* = 3(c* + d*)

xx PFiklad 5. Meéjme prirozend ¢isla =, y a z po dvou nesoudélna takova, ze z2 + y? = 22. Pak tato
¢isla nazveme primitivni Pythagorejskou trojici. Pro takové trojice plati, Ze existuji prirozena cisla
p a q takova, ze v = 2pq, y = p®> — ¢®> a z = p> + ¢%, kde p a ¢ jsou nesoudélné &sla, z nichz je
navic pravé jedno sudé. Dokazte s vyuzitim tohoto tvrzeni, Ze neexistuji zadna prirozena cisla a, b,
c takova, ze a* + b* = ¢t
Priklad 6. Lesnik si vysazel nekone¢nou lesni skolku, a to tak, Ze v roviné vysadil strom do kazdého
bodu s celoc¢iselnymi souradnicemi. Tuto skolku nechal ne€kolik let riist. P¥i nasledné prochézce zjistil,
ze jeho skolka je skutecné obdivuhodna — nejen, ze méa kazdy strom v centimetrech celoc¢iselnou vysku,
ale navic je kazdy strom stejné vysoky, jako primér jeho ¢tyt sousedti. Dokazte, Ze ve zminéné lesni
skolce jsou vsechny stromy stejné vysoké.

Priklad 7. Frantisek si nakreslil do seSitu nékolik modrych bodu a nékolik ¢ervenych bodu, pricemz
zadné dva nakreslené body nesplyvaji. Pak si v§iml, Ze na tisecce spojujici libovolné dva rtizné modré
je alespon jeden cerveny, a naopak na tsecce spojujici libovolné dva rtizné cervené je alespon jeden
modry. Ukazte, Ze je bodt bud nekoneéné mnoho, nebo lezi vSechny na jedné pfimce. Hint: Podivejte
se na obsahy trojithelniki s vrcholy v téchto bodech.

Priklad 8. Dokazte, Ze pro kazdé n € Ny plati F,, < 1.7". F,, je n-ty prvek Fibonacciho posloup-
nosti, ktera je definovana tak, ze Fy =0, Fi=1a F, = F,_1 + F,, .

Piiklad 9. Dokaite, e kazdé prirozené ¢&islo krom jednicky lze rozloZit na soucin? prvodiniteld.
Definice slozeného c¢isla zni, ze ¢islo n je slozené, pokud existuji a a b takové, ze a - b = n, a pritom
ani jedno z nich se nerovna ani n ani jedné.

xx Pfiklad 10. M¢éjme mnozinu bodu v roviné takovou, ze zadné 3 nelezi na jedné primce. Dokazte,
ze tvori-li néjakych 6 z nich konvexni Sestitthelnik, pak nutné néjakych 5 z nich tvori konvexni
pétithelnik, v némz jiz nelezi zadné dalsi vybrané body. Hint: Hledejte Sestitihelnik, v némz lezi
nejméné dalSich vybranych bodii.

Priklad 11. Ukazte, Ze pro kazdé = mezi 0 a w/2 plati, ze sinz + cosz > 1.
Piiklad 12. Rozhodnéte, zda lze vydlazdit Ssachovnici 10 x 10 T-tetrominy (kosticka sloZend ze 4
¢tverecku ve tvaru pismene T).

IT§. takova, 7e a, b, c i d jsou celé &isla.
2Ne nutné vice nez jednoho éinitele



