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V informatice bychom ¢asto radi fekli, jak dlouho néjaky algoritmus trva vzhledem k délce vstupu.
Protoze ale nechceme tesit, jak dlouho vii¢i sobé trvaji rizné instrukce a také nechceme, aby se
zménila rychlost algoritmu, pokud ho pustime na dvakrat vykonnéjsim stroji, je potieba porovnavat
¢as béhu zptisobem, ktery nebere v potaz multiplikativni a aditivni konstanty, je ale presto dostatecné
jemny.

Definice. M¢jme funkce f,g: N — R. Pak fekneme, Ze:

n) je t¥idy O(g(n)), pokud existuje kladné realné ¢islo ¢ takové, ze f(n) < c- g(n) PSVnl.

n) je t¥idy Q(g(n)), pokud existuje kladné realné ¢islo c takové, ze f(n) > c- g(n) PSVn.
)

f(n)

f(n)

f(n) je t¥idy ©(g(n)), pokud je f(n) t¥idy O(g(n)) i Q(g(n)).
f(n) !

n) je tiidy o(g(n)), pokud lim # =0.

f(n) je t¥idy w(g(n)), pokud lim ) — o,

n—00 g(n)

Tvrzeni ,,f(n) je tfidy O(g(n))“ ¢asto zapisujeme jako f(n) = O(g(n)), nejedna se vsak o rovnost
v jejim bézném pojeti. Checeme-li zdiraznit, ze O(g(n)) je v jistém smyslu mnozina, mizeme psat,
ze f(n) € O(g(n)). V této notaci poté davaji smysl tvrzeni jako naptiklad o(g(n)) C O(g(n)).

Nadale se budeme zabyvat pouze situaci, kdy f i ¢ nabyva pouze nezapornych hodnot.
Povolime-li totiz i zaporné hodnoty, zacnou se rizné bézné zaménitelné definice pouzitych t¥id chovat
ponékud osklive.

f(n) = ©(g(n)) pak v néjakém smyslu znamena, ze f a g rostou (klesaji) stejné rychle, O ze f
roste nejvyse tak rychle (klesa alespori tak rychle) jako g a o Ze f roste pomaleji (klesa rychleji).
Uvédomme si ale, ze ne kazdé dvé funkce musi byt porovnatelné, a ze © nezarucuje tak silnou
vlastnost, jak bychom si mysleli.

Priklad 1. Najdéte funkce f,g: N — R takové, Ze f(n) & O(g(n)), ale g(n) ¢ O(f(n)).
Priklad 2. Najdéte funkee f,g: N — RS takové, e f(n) € ©(g(n)), ale lim £ neexistuje.

n—oo 9(1)
Pozorovani. Méme-li funkce f,g,h : N — RS a plati f(n) = O(g(n) + h(n)), pak f(n) =
O (max(g(n), f(n))).

Na druhou stranu, mtizeme si vS§imnout, ze pokud budeme © brat jako relaci na funkcich z N do
R{, jednd se o ekvivalenci, a O bude neostré ¢dsteéné usporadani na jejich ekvivalenénich t¥idach.

Priklad 3. Zkuste najit co nejvice vztaht mezi nasledujicimi funkcemi: n, logn, log(n?), loglogn,
Vv, nlogn, 47, 22" 6n + 8, 2", n*2 n! (n+1)!, n".

Nyni ale jiz k samotnym algoritmim a odhadim jejich slozitosti. Prozatim pfedpokladejme,
ze vSechny bé/né operace (s¢itani, nasobeni, déleni, bitové operace, porovnéni) s ¢isly, ktera jsou
na vstupu ¢i kterd maji byt na vystupu, dovedeme provést v jednotkovém case, naopak pocitani
s absurdné velkymi ¢isly (jako napiiklad celym vstupem zakédovanym do jednoho dlouhého éisla)
trva déle, k tomu vsak vice na prednasce a mozna priste.

IPro skoro viechna n. Piesnéji, existuje N takové, Ze tvrzeni plati pro viechna n > N.



Priklad 4. Jak dlouho bude v zavislosti na n bézet nasledujici pseudokdd?

1 Dokud n>0

2 pokud n je liché
3 n := n-1

4 jinak

5 n :=n/2

Pozor na tvrzeni ,Kazdy algoritmus se vstupem délky n musi udélat alespon €2(n) kroki protoze
musi alesponi nacist vstup“. To ale neni pravda, v praxi Casto algoritmy nepouzivame samostatné,
ale jako soucast delsiho programu, a vstup tedy Casto jiz mame v paméti. Typickym piikladem
algoritmu, ktery pak nemusi nacist ani cely vstup, je binarni vyhledavani. Podobné bychom mohli
najit argument proti tvrzeni, Ze algoritmus musi béZet alespori tak dlouho, jak dlouhy méa vystup (ten
1ze totiz nékdy odevzdat pouze jako odkaz do paméti, a pokud vystup je napiiklad néjaky podietézec
vstupu, nemusime ho muset ani cely zapsat. Pfedstavme si naptiklad situaci, kdy by nasim vstupem
byl seznam slov sefazenych podle abecedy, a my méli vratit vSechna slova zac¢inajici na pismeno ,k“.)

Priklad 5. Najdéte co nejrychlejsi algoritmy na néasledujici problémy:

a) Na vstupu mate sefazenou posloupnost a; pfirozenych cisel délky n a ¢islo k. Najdéte indexy
k a ¢, takové, ze ay + a; = k (nebo odpovézte, Ze neexistuji).

b) Na vstupu méte ¢&islo a a ¢islo k. Spoctéte aF.

c) V paméti mate matici n x n celych ¢isel takovou, ze kazdé ¢islo v ni je ostie vétsi nez jeho
soused smérem dolu a také nez jeho soused smérem doprava (pokud pfislusni sousedé existuji).
Zjistéte, zda tato matice obsahuje nulu.

Priklad 6. Méjme n-patrovy mrakodrap a k vajicek. Vejce je objekt, pro ktery existuje hodnota
m takova, ze kdyz vejce vyhodime z okna v p-tém patfe, tak pokud p < m, vejce najdeme pod
mrakodrapem vzdy neposkozené (a mizeme ho tedy bez obav sebrat a jit ho vyhodit i z jiného
okna), ale pokud p > m, vejce se vzdy rozbije (a je pro nase pokusy nadale nepouzitelné). Hodnota
m je navic pro vSechna vejce stejna. Vymyslete algoritmus, jak urcit hodnotu m, kdy pocet kroki
méfime jako pocet vyhozeni vajicka z okna (pfipadné pocitani nas nic nestoji), pro pfipad, kdy

a) k=1,
b) k = oo,
c) k=2.



