9. cviCeni z PSt — 11.-15.4.2021

Soupis vzorecki

e Vztah sdruzené hustoty a sdruzené distribuc¢ni funkce

Fxy (1) = / / Fx (5, t)dtds

aZFX,Y(‘T7y)
0zdy

x):/_ fX,Y(x7y)dy
= /OO fxy(z,y)dz

e Dvojné integraly jde prohazovat (Fubiniho véta)

//fa:ydydx—//fxydxdy

Potieba je, aby se nejednalo o ,integraly typu oo — co“, neboli fX fy | f(x,y)| musi byt koneény

fxy(z,y) =

e Marginalni hustota ze sdruzené

e pro ,rozumnou‘ mnozinu A
P((X,Y)e A) = / fxy(z,y)dzdy.
A

e nezdvislost X, Y <= Fxy(z,y) = Fx(@)Fy(y) < fxy(z,y) = fx(2)fr(y)
¢ E(X|B)= [z fxp(x)dx

o PNS: E(9(X)|B) = |7 g(2)fx|5(w)dx

e X, Y jsou spojité n.n.v., Z = X +Y md hustotu fz(z) = [~ fx(z)fy(z — z)dz.

Generovani nahodnych velié¢in

1. Vzpomeite si na vétu z pfednagky. Necht U ~ U(0, 1). Jak vyrobite ndhodnou veli¢inu
(a) s rozdélenim Ul(a, b)?
(b) s Cauchyho rozdélenim? (pfipomeite si, ze (arctgz) = 1/(1 + 22))
(¢) s rozdélenim N(0,1)7

SdruZena hustota

2. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(z,y) =e *"¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginélni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribu¢ni funkce Fx, Fy, Fx,y.
(¢) Jsou X, Y nezavislé?
(d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).
3. (Buffonova jehla) Na nekone¢nou podlahu hodime nahodné jehlu délky ¢. Podlaha je z prken, jejich okraje

tvofi rovnobézné pfimky ve vzdalenosti d. Uréete pravdépodobnost, ze jehla bude presahovat okraj nékterého
prkna.



N.n.v.

4. Necht X; ~ Exp()\;) pro i = 1,...,n jsou nezavislé ndhodné veli¢iny. Ozna¢me M = min(Xy,...,X,).
Ukaite, 76 M ~ Exp(A1 + -+ + Ay).

5. Bud Y maximum z & uniformné nahodnych ¢isel z intervalu [0, 1].
(a) Najdéte distribu¢ni funkci Fy .
(b) Odsud urcete hustotu fy .
(c) Spoctete E(Y).
(d) Jak je to pro minimum téch &isel?

Konvoluce

6. Budte X,Y, Z ~ U(0, 1) nezavislé ndhodné veli¢iny.

(a) Jakeé je rozdéleni X + Y? Urcete hustotu (dvéma zpisoby) — podle konvolu¢niho vzorce i ,,podle
obrazku‘.

(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7 Pro jednoduchost urcete hustotni funkci jen na intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovéfit samplovanim? (Provedte rychly experiment, nap¥. v Rku, nebo jen popiste, co
byste délali.)

7. Budte X,Y, Z ~ Exzp()\) nezavislé ndhodné veli€iny.
(a) Jaké je rozdéleni X +Y?
(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

K procviceni

8. Volme uniformné nahodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v pocatku a v horni poloroving.
(Uniformné znamena, Ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je umérna jejimu obsahu.) Oznatme X, Y
soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy a spoc¢téte pomoci ni E(Y).

(c) Pro kontrolu spoctéte E(Y) pfimo (pomoci pravidla PNS).

9. Necht X je n.v. s hustotou

z/4 prol<zx<3
INETE S
0 jinak.

Oznacme A jev {X > 2}.
(a) Spoctéte E(X), P(A), fxja a E(X | A).
(b) Ozna¢me Y = X?2. Spottéte E(Y) a var(Y).

Napovéda

la: Napiste vzorec distribuc¢ni funkce U(a,b) a odsud urcete kvantilovou funkci.

1b: Hustota Cauchyho rozdéleni je ¢/(1 + 2?). Jaké musi byt ¢, aby to byla hustota? Jak4 je distribu¢ni
funkce, jaka je kvantilova funkce?

1c: Pro normalni rozdéleni nehledejte explicitni vzorec, jen formulku pomoci ®.

2d: Nakreslete, pfes jakou mnozinu se mé integrovat. Pak pfipadné vyjadiete jako dvojny integral se
spravné zapsanymi mezemi.

Pokud zvlédnete to, zbytek je lehky.

3: Nakreslete obrazek a popiste polohu jehly pomoci dvou ndhodnych proménnych (posun a thel).

4: Jaka je distribu¢ni funkce M pomoci distribuénich fei X5, ..., X,.

5: Jaka je distribu¢ni funkce Y pomoci distribucnich fci téch uniformné ndhodnych ¢isel?

6,7: Pfesné podle véty.

8: (a) hustota je konstatni v tom polokruhu, nulova jinde. (b) Integrace podle z. (c) Mate dvé mozna
pofadi integrovéni. Jedno vede na stejny vypocet jako v ¢asti (b).



