
8. cvi£ení z PSt � 4.�8.4.2022

� Exp(λ) má hustotu λe−λx, st°ední hodnotu 1/λ a rozptyl 1/λ2.

� N(0, 1) má hustotu ϕ(x) = 1√
2π
e−x

2/2, st°ední hodnotu 0 a rozptyl 1.

� N(µ, σ2) má hustotu 1
σϕ(x−µσ ), st°ední hodnotu µ a rozptyl σ2.

x −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
Φ(x) 0.00003 0.00135 0.02275 0.15866 0.500000 0.84135 0.97725 0.99865 0.99997

Dal²í hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table � sekce Cumulative.

Z kaºdé kapitolky zkuste aspo¬ jeden p°íklad! Pokud se zaseknete, na konci jsou n¥které nápov¥dy.

Exponenciální rozd¥lení

1. P°edpokládejme, ºe u po²tovní p°epáºky trvá vy°ízení jednoho zákazníka £as, který má exponenciální
rozd¥lení a st°ední hodnotu 4 minuty.

(a) Jaký je parametr λ, jaká je distribu£ní funkce?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme £ekat více neº 4 minuty?
(c) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme £ekat n¥co mezi 3 a 5 minutami?

2. �íkáme, ºe náhodná veli£ina X (resp. její rozd¥lení) nemá pam¥´, pokud

P (X > s+ t | X ≥ s) = P (X > t)

pro s, t ≥ 0. Jinými slovy, doba, kterou jsme jiº £ekali, nemá vliv na dobu, kterou budeme je²t¥ £ekat. Na
t°etím cvi£ení jsme vid¥li, ºe geometrické rozd¥lení nemá pam¥´. Ukaºte, ºe ani exponenciální rozd¥lení nemá
pam¥´. Platí dokonce, ºe je to jediné spojité rozd¥lení na kladných £ísel bez pam¥ti (a geometrické je jediné
diskrétní bez pam¥ti), ale to dokazovat nemusíte.

3. Doba trvání ústní zkou²ky má exponenciální rozd¥lení se st°ední hodnotou 20 minut. Objednáni jsou dva
studenti, Adam na 10:00, Blanka na 10:20. Pokud se zkou²ení Adama protáhne, zkou²ení Blanky za£ne aº
bude Adam hotový, jinak za£ne p°esn¥ v 10:20.

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe kdyº Blanka p°ijde, bude Adam uº vyzkou²ený?
(b) Jaká je st°ední hodnota £asu, po který bude muset Blanka £ekat na dozkou²ení Adama, pokud p°i

jejím p°íchodu je²t¥ Adam nebyl vyzkou²ený?
(c) Jaká je st°ední hodnota £asu, kdy bude Blanka vyzkou²ená?

Normální rozd¥lení

4. Nech´ Z ∼ N(0, 1). Pomocí tabulky funkce Φ ov¥°te pravidlo 3σ, neboli spo£t¥te
(a) P (|Z| ≤ 1)
(b) P (|Z| ≤ 2)
(c) P (|Z| ≤ 3)
(d) P°epi²te, co to znamená pro n.v. X ∼ N(µ, σ2).

5. Budeme modelovat mnoºství sn¥hu, který bude na Silvestra v lyºarském areálu Je²t¥d, pomocí normálního
rozd¥lení se st°ední hodnotou 40 (centimetr·) a sm¥rodatnou odchylkou 10.

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe nám model ur£í zápornou hodnotu sn¥hové pokrývky?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe sn¥hu napadne 50�70 cm?



Práce s distribu£ní funkcí

6. Metrový klacek rozlomíme na dva kusy � lomem v uniformn¥ náhodném bod¥. Bu¤ X délka del²í £ásti.
(a) Jaké je rozd¥lení X?
(b) Ur£ete E(X).

7. Pro jistý problém máme k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spo£ívá v tom, ºe si náhodn¥
vybereme, který z algoritm· A, B spustíme � A bude mít pravd¥podobnost p, B pravd¥podobnost 1 − p.
Dobu b¥hu A, B, C chápeme jako náhodné veli£iny, ozna£íme je X, Y , Z.

(a) Ur£ete FZ pomocí FX , FY .
(b) Pokud jsou X, Y spojité, ur£ete fZ pomocí fX , fY .

K procvi£ení

8. Medián ºivotnosti harddisku je 7 let � po 7 letech se jich p°ibliºn¥ polovina porouchá. P°epokládejme, ºe
tato doba je popsána náhodnou veli£inou s exponenciálním rozd¥lením. (To není realistický p°edpoklad, viz
nap°. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe disk selºe b¥hem prvních t°í let?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe vydrºí alespo¬ 10 let?
(c) Po jaké dob¥ se rozbije 10 % disk·?

9. Plutonium-238 má polo£as rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomocí exponenciálního
rozd¥lení: pro kaºdý atom budeme £as, za který se rozpadne, povaºovat za náhodnou veli£inu s rozd¥lením
Exp(λ).

(a) Jaké je λ?
(b) Jaká je st°ední doba ºivota atomu plutonia-238?
(c) Po jaké dob¥ se rozpadne 90 % atom·?
(d) Kolik procent atom· se rozpadne po 50 letech? (N¥které kardiostimulátory pouºívají plutonium-238

jako zdroj energie. https://en.wikipedia.org/wiki/Plutonium-238#Nuclear_powered_pacemakers)

10. Doba, za kterou uvidíme meteor, je exponenciáln¥ rozd¥lená se st°ední hodnotou 1 (minuta).
(a) Jaká je pravd¥podobnost, ºe budeme muset £ekat více neº 5 minut?
(b) Jaká je pravd¥podobnost, ºe se do£káme za nejvý²e jednu minutu?
(c) * Jaké je rozd¥lení £asu, kdy uvidíme druhý meteor? T°etí, . . . (P°edpokládáme, ºe jednotlivé

meteory jsou navzájem nezávislé.)

11. X ∼ N(0, 1), Y ∼ N(1, 4).
(a) Najd¥te lineární funkci f(t) = a · t+ b, aby f(Y ) m¥la stejnou distribuci jako X.
(b) Spo£t¥te P (X ≤ 1), P (X > 2).
(c) Spo£t¥te P (Y < 0), P (Y > 2).

12. Frantovi jsme ve skoku do dálky nam¥°ili 9 metr·, coº p°ekonává sv¥tový rekord o 5 cm. P°i m¥°ení
jsme se ov²em dopustili chyby s rozd¥lením N(0, 0.01). Jaká je pravd¥podobnost, ºe byl rekord skute£n¥
p°ekonán?

13. Nech´ X ∼ N(0, 1) a Y = |X|. Ur£ete E(Y ) a var(Y ).

14. Najd¥te analogii �pravidla 3σ� , neboli spo£t¥te P (|X − E(X)| < c · σX) (c = 1, 2, 3), pokud
(a) X má uniformní rozd¥lení, (b) X ∼ Exp(1), (c) X ∼ Exp(2).

Nápov¥dy

1, 2: pouºijte vzorec pro distribu£ní funkci exponenciálního rozd¥lení.
3: Pouºijte p°íklad 2.
4: Pot°ebujete vºdy ode£íst dv¥ vhodné hodnoty v tabulce.
5: P°eve¤te na tvrzení o náhodné veli£in¥ N(0, 1).
6: Spo£t¥te nap°ed distribu£ní funkci X, pak její hustotu.
7: V¥ta z poslední p°edná²ky (nebo obecn¥ji v¥ta o celkové pravd¥podobnosti).


