5. cvieni z PSt — 14.-18.3.2022
Z kazdé kapitolky (mimo Bonusy) vyfeste aspoi jeden ptiklad!

Podminéna stfedni hodnota

1. V testu je 20 otazek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd spravnd) je
1 bod, za 8patnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otézku nula. Kazda otézka je s pravdépodobnosti p jednou
z téch, co se Kvido naudil a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezné, vi o tom, a muze
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stiedni hodnota poctu bodi, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom otézky, u
kterych zna odpovéd?

(b) A co kdyZ bude tipovat, kdyZ nezna spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢astech a, b stejné?

2. Kral Ludvik chce mit muzského potomka, aby ho mohl opét pojmenovat Ludvik. V kazdém roce mu jeho
manzelka porodi pravé jedno dité, které je stejné pravdépodobné chlapec i dévce, nezéavisle na piedchozich
pokusech. VSechny narozené déti pfeziji. Pokud se narodi chlapec, tak dalsi potomky uz Ludvik mit nebude.
Oznafme S pocet narozenych syni a D pocet narozenych dcer.

(a) Urcete E(S).

(b) Urcete E(D).
3. Hazime béznou kostkou, pii Sestce hazime znovu, i opakované. Soucet vSech hozenych ¢isel oznac¢me X.
Spoctéte E(X).

Zachéazeni s E, var.

4. Necht X, Y jsou diskrétni n.v., a € R. Ukaite, ze var(aX + b) = a? var(X).
5. (a) Pokud E(X?) =0, tak P(X =0) = 1.

(b) Predpokladejme, ze var(X) = 0, dale 7e E(X) existuje a je konetna. Pak X = E(X) s.j., neboli
P(X =E(X)) = 1.

Nezavislost

Diskrétni ndhodné veli¢iny X, Y, nazveme nezdvislé, pokud pro kazdé z, y jsou jevy {X =z} a{Y =y}
nezavislé. (Pfipomeiite si, co znamena zapis {X = z}.)
6. Ukazte, Ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezavislé jejich indikatorové veli¢iny.

7. Ukazte, ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati
PX<z&Y <y)=PX <z)P(Y <y).
Pro jednoduchost muZete predpokladat, ze Im(X) = Im(Y) = {1,2,...,n} pro néjaké n.

Nahodné vektory

Sdruzend pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px vy (z,y) = P(X = 2 &Y = y). ,,Jednoroz-
mérné funkce” px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodobnostni funkce. Rozmyslete si,
jak je zjistit z px,y — nejlépe pii feSeni nésledujiciho piikladu.

8. Ze standardniho bali¢ku s 52 kartami vytdhneme dvé karty. Oznacime X pocet vytazenych es, Y pocet
krala. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y a také margindlni pstni funkce px, py.

9. Oznacme X5, X5, X3 vysledky tii nezavislych hodu ¢tyfsténnou kostkou (s ¢isly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce X = X;7?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Y = max (X, X2)?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z = max (X, X, X3)?



(d) O kolik se zvysi stfedni hodnota tim, Ze mizeme hazet tiikrat? Neboli, o kolik je vyssi E(Z) nez
E(X)?
Napovéda: Urcete napied P(Y < k), P(Z < k)?

10. Nezavislé n.v. Xy, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry pi, ..., p,. Jaké je rozdéleni
min(Xq,...,X,)?

11. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro ¢ = 1,...,6. Hodime n-krat a ozna¢ime X; pocet
hodu, kdy padlo 1.
(a) Najdéte sdruzenou pravdépodobnostui funkci pro n.v. Xy, ..., X,.

(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?

Bonusy

12. Pfipomeiite si definici indikdtorové ndhodné veli¢iny 4.
(a) Jaka je E(14)7
(b) Necht A = A; U Ay U---U A,. Ovéite rovnost

n

1— Iy =[]0 - La,).

i=1
(c) Roznasobte a pouZijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip inkluze a exkluze.

13. * Ozna¢me M podet emaild, které dostaneme za den, S pocdet spamii mezi nimi, H podet ,hama“
— t&ch, co nejsou spamy. Predpokladejme, ze M ~ Pois(\) a Ze kazdy email ma nezavisle na ostatnich
pravdépodobnost p, Ze je to spam.

(a) Vyjadiete P(S = k) (jako nekone¢nou sumu) pomoci sdruzeného rozdéleni M a S.

(b) Odvodte, ze S ~ Pois(pA).

(c) Odvodte, ze H ~ Pois((1 — p)A) a také, ze H, S jsou nezavislé n.v.



