10. cviceni z PSt — 25.-29.4.2022

SdruZena hustota

1. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(z,y) =e ¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete marginalni hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribuéni funkce Fy, Fy, Fx,y.
(c) Jsou X, Y nezavislé?
(d) Najdéte P(X +Y <1)a P(X >Y).

2. Volme uniformné nadhodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v pocatku a v horni poloroving.
(Uniformné znamena, Ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je umérna jejimu obsahu.) Oznatme X, Y
soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fy a spoc¢téte pomoci ni E(Y).

(c) Pro kontrolu spoctéte E(Y) piimo (pomoci PNS).

Podminéna st¥edni hodnota

3. Necht X je n.v. s hustotou

z/4 prol<ax<3
frl@) =15 P
0 jinak.

Oznatme A jev {X > 2}.
(a) Spoctéte E(X), P(A), fxja a E(X | A).
(b) Ozna¢me Y = X2. Spoctéte E(Y) a var(Y).

Podminéna hustota

4. Necht X, Y maji sdruZenou hustotu

eV prol<zx<y<oo
0 jinak.

(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.

(b) Urcete podminénou hustotu fyx.

5. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus. Jeho délku oznacime Y.
V ném opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek zlomime, a délku levého kusu oznac¢ime X.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. MiZe vam pomoci podminénd hustota fx|y.

(b) Najdéte marginalni hustotu fx.

(c¢) Pomoci fx spoctéte E(X).

(d) Spoctéte E(X) pomoci vatahu X =Y - (X/Y).

6. Metrovy klacek rozlomime na tfi kusy jednim z nize popsanych zpusobu. Pro kazdy z nich spocitejte, jaka
je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych t¥i kusu jde sestavit trojihelnik. (Napovéda: napred si rozmyslete, kdy
jsou tii kladna ¢isla se souc¢tem jedna stranami néjakého trojthelniku.)

(a) Vybereme uniformné nahodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné nahodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s kusem klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s vét§im kusem klacku.

7. Volme uniformné nadhodné bod z trojuhelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0, 1] a [1, 0], tj. pravdépodobnost
kazdé podmnoziny je itmérné jejimu obsahu. Ozna¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.
(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.



b) Najdéte marginalni hustotu fy.

¢) Najdéte podminénou hustotu fxy.

d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spoctéte E(X) (pomoci E(Y)).
e) Spoctéte E(X) pomoci predchozi ¢asti a symetrie.
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Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Vé&ty

Pro vypocty s funkci ® pouzijte tabulku z 5. cvi¢eni nebo vhodny software, napi. https://t.1ly/JRQ2.

8. Pocitani obsahu kruhu nadhodnym samplovanim. Vygenerujeme nahodny bod ve ¢tverci (ob& soufadnice
budou mit rozdéleni U(0,1)). Ozna¢ime X; indikator jevu ,i-ty bod lezi ve vepsaném kruhu*.

(a) Urcete E(X;), var(X;).

(b) Polozte S, = (X1 + - + X,,)/n. Urcete E(S,,) a var(Sy).

(c) V&imnéte si, Ze lze potitat S, z S,—1, X, a n (niz8i naroky na pamét).

(d) Pro jaké n cekate, ze dostaneme vysledek spravné na jedno desetinné misto? Na dvé, tii, ... 7

9. Statistik chce odhadnout pramérnou vysku A (v metrech) lidi v n&jaké populaci, pomoci n nezéavislych
vzorki X1, ..., X,, které vybirdme uniformné ndhodné se vSech moznych lidi. Pro odhad pouZije vybérovy
pramér S, = (X1 + - -+ + X,,)/n. Odhaduje, Ze smérodatna odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatna odchylka S,, byla nejvyse 1 cm?

(b) Pro jaké n zajisti Cebyéevova nerovnost, ze pravdépodobnost, ze M,, se lisi od h nejvyse o 5 cm s
pravdépodobnosti alespoit 99%?

(c) Statistik si vS§imne, Ze v8ichni méfeni lidé maji vysku v intervalu (1.4,2.1). Jak méa upravit odhad
smérodatné odchylky? Jak se zméni odpovédi na predchozi otazky?

10. Oznacme S = 220:0 (120). Oznatme déle X = Zjﬁﬂ X, kde X; je £1 s pravdépodobnosti 1/2 a veli¢iny
X1, ..., X, jsou nezavislé.

(a) Vyjadrete S pomoci vhodné pravdépodobnosti vyroku o X.

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(c) Pfipadné vycislete S vhodnym softwarem a srovnejte.



