4. série
(29. ¥ijna 2007)

1. aloha Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n je ¢islo
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trojuhelnikové. Trojuhelnikové ¢islo je ¢islo tvaru pro m prirozené.

2. Gloha V zdvislosti na pfirozeném n urcete pocet = € {0,1,...,n — 1}, pro

ktera plati

r=2% (modn).

3. tloha Necht f a g jsou nenulové realné polynomy takové, ze f(z?+z+1) =
g(x) f(x). Dokazte, Ze f ma sudy stupen.

4. iloha Necht ay, ao, ..., a, jsou redlna cisla takova, Ze

Zai > 0,
Zaiaj >0,

i<j

Z a;ajay > 0,

i<j<k

aias - - - a, > 0.
Dokazte, ze vSechna a; jsou kladna.

5. iloha Necht z, y jsou realna takova, 7e x +y = 1, a m, n jsou pfirozen4.
Dokazte, ze
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6. Gloha Necht (X, p) je metricky prostor. Funkci f: X — X nazveme slabou
kontrakei, pokud pro kazda dvé x,y € X, x # y spliiuje p(f(z), f(v)) < p(z,y).
Naleznéte priklad aplného metrického prostoru a slabé kontrakce na ném, ktera
nema pevny bod.

Naleznéte priklad kompaktniho metrického prostoru a slabé kontrakce na ném,
ktera neni kontrakei, tj. neexistuje ¢ € (0,1) takové, ze p(f(z), f(y)) < cp(z,y) pro
libovolna z,y € X.

Dokazte, ze slaba kontrakce na kompaktnim metrickém prostoru ma pravé jeden
pevny bod.



