Ulohy ke cviéeni

Uloha 1: Dokazte nasledujici zobecnéni Hallovy véty: Méjme mnozinovy systém (X, S) a pfirozené
¢islo k takové, Ze libovolny podsystém 7 C S obsahuje alespoii |7T| — k prvka. Potom po vyfazeni
nejvyse k mnozin ze S mé vysledny systém mnozin sviij systém rtznych reprezentanti.

Uloha 2: Pro n > 2 budte Ay,..., A, navzijem rtizné mnoziny o alespoii n — 1 prvcich. Dokazte,
ze pro mnozinovy systém (|J, Ai, {41, ..., An}) existuje systém rtznych reprezentanti.
Uloha 3: Uvazujme systém vsech (n — 1)-prvkovych podmnozin mnoziny {1,...,n}. Kolik ma

systémil riznych reprezentanti?

Uloha 4: Je dana mnozina s (g + 1)? body. Kazdému bodu u je pfifazena mnozina barev L(u)
o velikosti ¢ + 1. Navic pro libovolné dva rtizné body u, v plati |L(u) N L(v)| < 1. Dokazte, Ze
body lze obarvit tak, Zze kazdy bod u dostane barvu z L(u) a rizné body jsou obarveny rtiznymi
barvami.

Uloha 5: Urcete vrcholovou a hranovou souvislost nasledujicich grafi:
a) stromu

b) cykld a jejich dopliika

¢) tplnych bipartitnich graft K, ,

d) platénskych téles

Uloha 6: Necht k, zna¢i maximalni vrcholovou a k., maximalni hranovou souvislost grafu.
a) Dokazte, Ze pro graf G a hranu e € E(G) plati k.(G) — 1 < ke(G — €) < ke(G).

b) Dokazte, ze pro graf G a vrchol v € V(G) plati k,(G) — 1 < k, (G — v).

c¢) Dokazte, 7e pro graf G a hranu e € E(G) plati &k, (G) — 1 < k(G — e).

Uloha 7: Dokazte, Ze kontrakce hrany nesnizi vrcholovou souvislost grafu o vice nez 1. Jinymi
slovy, ze k,(G/e) > ky,(G) — 1.

Uloha 8: Pro libovolnou dvojici pfirozengch é&isel k > 2, ¢ > 2 naleznéte graf, ktery je hranové
k-souvisly, ale neni vrcholové ¢-souvisly.

Uloha 9: Ulice a kiiZovatky v malém méstecku tvoii graf — kfizovatky si predstavujeme jako
vrcholy a ulice jako hrany grafu. Dokazte, Ze je-li graf dvousouvisly, potom lze ze vsech ulic udélat
jednosmérky tak, aby bylo mozno projet autem z kazdé k¥izovatky na kazdou jinou kfizovatku
bez poruseni dopravnich piedpisii. (Takové orientaci se ikd silné souvisla orientace.)

Rozhodnéte, zdali plati i obracend implikace: ,M4-li graf silné souvislou orientaci, pak je dvou-
souvisly.“

Uloha 10: Dokazte, Ze pro kazdy 3-regularni graf G plati, ze k,(G) = k.(G).

Uloha 11: Kazdy kubicky (tj. 3-regularni) bipartitni souvisly graf je nutné vrcholové 2-souvisly.
Dokazte.



