Ulohy ke cviceni

Uloha 1: Dokaite, %e pro kazdé k € N existuje n € N takové, Ze pro kazdy graf G = (V,E) s
alespoit n vrcholy a kazdé jeho obarveni hran ¢ : E — {1,2} existuje U C V velikosti alespori k
takova, Ze vSechny hrany indukovaného podgrafu G[U] maji stejnou barvu.

Uloha 2: Dokaizte néasledujici variantu Ramseyovy véty: Pro kazdé n (velikost pozadovaného pod-
grafu) a kazdé k (pocet barev) existuje N takové, Ze pro libovolnou dvojici obarveni hran ¢y, o
aplného grafu na N vrcholech (tedy funkce cq,cs : A?:.N..ZJ — {1,...,k}) existuje aplny podgraf

velikosti n, ktery je jednobarevny jak v obarveni c¢;, tak v obarveni ca.

Uloha 3: Rozhodnéte, ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdivé:

a) Pro kazdé pfirozené n existuje pfirozené N takové, Ze jsou-li vrcholy uplného grafu K obarveny
dvéma barvami, potom v uvazovaném grafu je uplny podgraf K, jehoz vSechny vrcholy jsou
obarveny toutéz barvou.

b) Obarvime-li dostate¢né velky uplny graf se smy¢kami dvéma barvami (barvime hrany a smycky),
vzdy existuje jednobarevny Gplny podgraf se smyckami na n vrcholech.

¢) Pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje pFirozené N takové, ze pro libovolny graf G na N vrcholech
plati: bud G obsahuje K, ,, jako podgraf nebo doplnék G obsahuje K, ,, jako podgraf. (Zmitiovany
podgraf nemusi byt indukovany.)

d) Pro kazdé prirozené éislo n existuje ptirozené N takové, Ze pro libovolny graf G na N vrcholech
plati: bud G obsahuje K, ,, jako podgraf nebo G obsahuje doplnék K, ,, jako podgraf. (Zmitiovany
podgraf nemusi byt indukovany.)

Uloha 4: Hrany tplného grafu K, jsou obarveny Gervené a modfe. Dokazte, Ze v tomto grafu
najdeme bud modry trojihelnik nebo éerveny ¢tyfcyklus pro

a)n=29.
b) n=8.

Uloha 5: Dokaite, ze pro kazdé k € N existuje n € N takové, Ze libovolngch n bodit v roviné
obsahuje:

a) bud & bodi na pf¥imce nebo k bodd v obecné poloze.

b) bud k bodt na pfimce nebo k bodi v konvexni poloze.

Uloha 6: Ukaite, 7e jsou-li body eukleidovské roviny libovolné obarveny pomoci tii barev, pak lze
vzdy nalézt dva body stejné barvy v jednotkové vzdalenosti.

Uloha 7: Ukaite, Ze obarvime-li libovolng hrany tiplného grafu na alespoii ttech vrcholech dvéma
barvami, potom lze vZdy nalézt hamiltonovskou kruZnici takovou, Ze je bud celd jednobarevna,
nebo jeji hrany lze rozdélit na dvé jednobarevné cesty.

Uloha 8: Mi{zové body v roviné jsou obarveny 2015 barvami. Ukaite, 7e lze zvolit 2014 fadki a
2016 sloupcu tak, ze vSechny jejich priseciky maji stejnou barvu.

(M¥izové body jsou body, které maji ob& soutadnice celociselné. Radek je tvoren body se stejnou
soufadnici y, a podobné sloupec pro soufadnici z.)

Uloha 9:

a) Ukazte, ze v kazdé dostateéné dlouhé ¢iselné posloupnosti lze nalézt bud nerostouci podpo-
sloupnost délky a + 1 nebo neklesajici podposloupnost délky b + 1.

(Naleznéte né&jaky odhad pro potiebnou délku posloupnosti.)

b) Ukazte, Ze monotonni podposloupnost z pfedchozi varianty existuje v kazdé posloupnosti délky
ab+ 1.



