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nize:

Definice

Strom je souvisly graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici. List v
néjakém grafu je vrchol stupné 1. Les je graf bez kruznic.
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Existence listi

Lemma (o existenci listii)

Kazdy strom s alesporni dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy.

Diikaz.
o Necht (v, e1,v1,€2,..., € v¢) je cesta maximalni mozné
délky.
@ t > 1, jelikoz strom je souvisly, tedy obsahuje alespon jednu

hranu (kdyz ma alespon 2 vrcholy).

@ Chceme ukazat, ze v a v; jsou listy.
@ Pro spor existuje hrana e # e; vychazejici z vy, e = {vp, x}.
e Mize nastat: x # vi,..., v cestu lze prodlouzit, spor!
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Existence listi

Lemma (o existenci listii)

Kazdy strom s alesporni dvéma vrcholy obsahuje alespon dva listy.

o Necht (v, e1,v1,€2,..., € v¢) je cesta maximalni mozné
délky.
@ t > 1, jelikoz strom je souvisly, tedy obsahuje alespon jednu

hranu (kdyz ma alespon 2 vrcholy).

Chceme ukazat, ze vy a v; jsou listy.

(]

Pro spor existuje hrana e # e; vychazejici z vp, e = {w, x}.

Miize nastat: x € {vi,..., v¢}: najdeme kruznici, spor!

Vo V1 (%) T V¢
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znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.



Trhani listd
Znaceni: Je-li G = (V,E) graf a v € V, potom pomoci G — v
znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.

Tvrzeni (o trhani listd)

Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ G je strom.
@ G — v je strom.



Trhani listd
Znaceni: Je-li G = (V,E) graf a v € V, potom pomoci G — v
znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.

Tvrzeni (o trhani listd)

Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ G je strom.
@ G — v je strom.

Dikaz (i) = (ii).

@ G bez kruznic = G — v bez kruznic.




Trhani listd
Znaceni: Je-li G = (V,E) graf a v € V, potom pomoci G — v
znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.

Tvrzeni (o trhani listd)

Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ G je strom.
@ G — v je strom.

Dikaz (i) = (ii).

@ G bez kruznic = G — v bez kruznic.

@ Dale chceme ukazat, ze G — v je souvisly.



Trhani listd
Znaceni: Je-li G = (V,E) graf a v € V, potom pomoci G — v
znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.

Tvrzeni (o trhani listd)
Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ G je strom.
@ G — v je strom.

Ditkaz (i) = (ii).
@ G bez kruznic = G — v bez kruznic.
@ Dale chceme ukazat, ze G — v je souvisly.
e Jeli x,y € V(G — v), potom existuje cesta v G, ktera je
spojuje (souvislost G).



Trhani listd
Znaceni: Je-li G = (V,E) graf a v € V, potom pomoci G — v
znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.

Tvrzeni (o trhani listd)

Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ G je strom.

@ G — v je strom.

Ditkaz (i) = (ii).
@ G bez kruznic = G — v bez kruznic.
@ Dale chceme ukazat, ze G — v je souvisly.
e Jeli x,y € V(G — v), potom existuje cesta v G, ktera je
spojuje (souvislost G).
@ Tato cesta nemize obsahovat v, protoze deg; v = 1.



Trhani listd
Znaceni: Je-li G = (V,E) graf a v € V, potom pomoci G — v
znaéime graf ziskany z G odebranim v a vSech hran obsahujicich v.

Tvrzeni (o trhani listd)

Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalentni:

@ G je strom.
@ G — v je strom.

Dikaz (i) = (ii).

@ G bez kruznic = G — v bez kruznic.

@ Dale chceme ukazat, ze G — v je souvisly.

e Jeli x,y € V(G — v), potom existuje cesta v G, ktera je
spojuje (souvislost G).

@ Tato cesta nemize obsahovat v, protoze deg; v = 1.

@ Tedy tato cesta nalezi do G — v, jak potrebujeme. O



Trhani listd, druha implikace.

Tvrzeni (o trhani listt)
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Trhani listd, druha implikace.

Tvrzeni (o trhani listt)

Necht G je graf a v je jeho list. Potom nasledujici dvé tvrzeni jsou
ekvivalnentni:

@ G je strom.
@ G — v jestrom.

Dikaz (ii) = (i).

@ G — v je souvisly = G je souvisly (vsechny vrcholy z G — v
jsou v téze komponenté a v je v téze komponenté jako jeho
soused patfici do G — v.)

@ G — v je bez kruznic = G je bez kruznic (kdyby G obsahovalo

kruznici, tak ta se vyhyba listu v, tudiz je to i kruznice v
G —v). O
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Pro neprazdny graf G = (V, E) jsou nasledujici podminky
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@ G je strom.
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Ekvivalentni definice strom

Véta (o ekvivalentnich definicich stromi)

Pro neprazdny graf G = (V, E) jsou nasledujici podminky
ekvivalentni.

@ G je strom.

@ (jednoznacnost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x,y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

@ (minimalni souvislost) G je souvisly a po odebrani libovolné
hrany prestane byt souvisly.

@ (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

@ (Euleriv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Schéma diikazu: (V) iv)



Ekvivalentni definice stromu (i) = (ii), (v)

(i) G je strom.
(i) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(v) (Eulertiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.
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(i) G je strom.
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(i) G je strom.
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Ekvivalentni definice stromu (i) = (ii), (v)

(i) G je strom.
(i) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(v) (Eulertiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Diikaz (i) = (ii), (v).
@ Indukci podle |V/.
e Jeli |V| =1, potom (ii) i (v) plati.
o Predpokladame, ze (i) = (ii), (v) plati, pokud |V| < n—1,
budeme dokazovat pro |V| = n, kde n > 2.

@ G je strom, podle lemma o existenci listd a o trhani listd
existuje list v, Ze G — v je strom.

e Podle IP, (ii) a (v) plati pro G — v.
@ Odvodime, ze (ii) a (v) plati pro G. O



Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iii), (iii) = (i)

(i) G je strom.
(i) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iii) (minimalni souvislost) G je souvisly a po odebrani libovolné
hrany prestane byt souvisly.
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(i) G je strom.
(ii) (jednoznanost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iii) (minimalni souvislost) G je souvisly a po odebrani libovolné
hrany prestane byt souvisly.

Diikaz (i) = (iii).
@ G je souvisly (hned plyne z (ii)).
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(i) G je strom.
(i) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iii) (minimalni souvislost) G je souvisly a po odebrani libovolné
hrany prestane byt souvisly.

Diikaz (i) = (iii).
@ G je souvisly (hned plyne z (ii)).

@ Po odebrani hrany {x, y} zruSime jedinou cestu z x do y. [



Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iii), (iii) = (i)

(i) G je strom.
(i) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iii) (minimalni souvislost) G je souvisly a po odebrani libovolné
hrany prestane byt souvisly.

Diikaz (i) = (iii).
@ G je souvisly (hned plyne z (ii)).

@ Po odebrani hrany {x, y} zruSime jedinou cestu z x do y. [

Ditkaz (iii) = (i).
@ G je souvisly (hned plyne z (iii)).




Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iii), (iii) = (i)

(i) G je strom.
(i) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iii) (minimalni souvislost) G je souvisly a po odebrani libovolné
hrany prestane byt souvisly.

Diikaz (i) = (iii).
@ G je souvisly (hned plyne z (ii)).

@ Po odebrani hrany {x, y} zruSime jedinou cestu z x do y. [

Ditkaz (iii) = (i).
@ G je souvisly (hned plyne z (iii)).

@ G neobsahuje kruznici (po odebrani hrany {x, y} na kruznici
se zachova souvislost, jelikoz kazdou cestu vyuzivajici {x, y}
Ize obejit po druhé strané kruznice). O



Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iv)

(ii) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pfidanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.



Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iv)

(ii) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje
pravé jedna cesta z x do y.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pfidanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

Diikaz (ii) = (iv).

@ G neobsahuje kruznici (méli bychom > 2 cesty mezi dvéma
vrcholy na kruznici)




Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iv)
(ii) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje

pravé jedna cesta z x do y.
(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pfidanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice

vznkne.
Diikaz (ii) = (iv).
@ G neobsahuje kruznici (méli bychom > 2 cesty mezi dvéma

vrcholy na kruznici)
e Pridame-li hranu {x, y} vznikne tim kruznice z cesty spojujici

x ayv G atéto hrany.




Ekvivalentni definice stromu (ii) = (iv)
(ii) (jednoznaénost cesty) Pro kazdé dva vrcholy x, y existuje

pravé jedna cesta z x do y.
(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pfidanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice

vznkne.
Diikaz (ii) = (iv).
@ G neobsahuje kruznici (méli bychom > 2 cesty mezi dvéma

vrcholy na kruznici)
e Pridame-li hranu {x, y} vznikne tim kruznice z cesty spojujici

x ayv G atéto hrany.

€L Y



Ekvivalentni definice stromt (iv) = (i)
(i) G je strom.
(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.



Ekvivalentni definice stromt (iv) = (i)
(i) G je strom.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

Diikaz (iv) = (i).

@ G neobsahuje kruznici (hned plyne z (iv)).
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(i) G je strom.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

Diikaz (iv) = (i).

@ G neobsahuje kruznici (hned plyne z (iv)).

e Je G souvisly?



Ekvivalentni definice stromt (iv) = (i)
(i) G je strom.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

Diikaz (iv) = (i).

@ G neobsahuje kruznici (hned plyne z (iv)).

e Je G souvisly?

@ Jsou-li x,y dva vrcholy G bud jsou spojeny hranou, nebo
doplnénim hrany {x, y} vznikne kruznice.



Ekvivalentni definice stromt (iv) = (i)
(i) G je strom.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

Diikaz (iv) = (i).

@ G neobsahuje kruznici (hned plyne z (iv)).

e Je G souvisly?

@ Jsou-li x,y dva vrcholy G bud jsou spojeny hranou, nebo
doplnénim hrany {x, y} vznikne kruznice.

@ Ta dava cestu z x do y v grafu G.




Ekvivalentni definice stromt (iv) = (i)
(i) G je strom.

(iv) (maximalni bez kruznic) G neobsahuje kruznici a pridanim
libovolné hrany (mezi dva zatim nespojené vrcholy) kruznice
vznkne.

Diikaz (iv) = (i).

@ G neobsahuje kruznici (hned plyne z (iv)).

e Je G souvisly?

@ Jsou-li x, y dva vrcholy G bud jsou spojeny hranou, nebo
doplnénim hrany {x, y} vznikne kruznice.

@ Ta dava cestu z x do y v grafu G.
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Ekvivalentni definice stromt (v) = (i)

(i) G je strom.
(v) (Euleriiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.



Ekvivalentni definice stromt (v) = (i)
(i) G je strom.
(v) (Euleriiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Diikaz (v) = (i).
o Indukci podle |V/|. (Opét snadné, pokud |V|=1.)




Ekvivalentni definice stromt (v) = (i)

(i) G je strom.
(v) (Euleriiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Diikaz (v) = (i).
o Indukci podle |V/|. (Opét snadné, pokud |V|=1.)

@ Druhy indukéni krok: Dokazujeme pro |V/| > 2, predpokladame
platnost pro mensi hodnoty.
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(i) G je strom.
(v) (Euleriiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Diikaz (v) = (i).

o Indukci podle |V/|. (Opét snadné, pokud |V|=1.)

@ Druhy indukéni krok: Dokazujeme pro |V/| > 2, predpokladame
platnost pro mensi hodnoty.
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Ekvivalentni definice stromt (v) = (i)

(i)
(v)

Diikaz (v) = (i).

G je strom.

(Eulertiv vzorec) G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Indukci podle |V|. (Opét snadné, pokud |V| =1.)

Druhy indukéni krok: Dokazujeme pro |V/| > 2, predpokladame
platnost pro mensi hodnoty.

|V| = |E| + 1. Podle principu sudosti je soucet stupid roven
21E| =2|V| -2 < 2|V|.

Tedy G ma vrchol stupné < 1, ze souvislosti presné 1.

Necht G’ = G — v. G’ je souvisly a |V(G")| = |E(G")| + 1.
Podle IP je G’ strom, tedy podle lemma o trhani listd je i G
strom. L]
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Tvrzeni (o existenci kostry)

Kazdy souvisly graf ma kostru.

Dukaz.
@ Necht T je strom, ktery je podgraf G a ma maximalni mozny
pocet vrcholi.

@ Chceme ukazat, ze T je kostra.

@ Pro spor V(T) C V(G).

@ Ze souvislosti existuje v € V(G) \ V(T), ktery sousedi s
nékterym z vrcholt z V(T) (pres hranu e).

KD



Existence kostry

Tvrzeni (o existenci kostry)

Kazdy souvisly graf ma kostru.

Dikaz.

Necht T je strom, ktery je podgraf G a ma maximalni mozny
pocet vrcholi.

Chceme ukazat, ze T je kostra.

Pro spor V(T) C V(G).

Ze souvislosti existuje v € V(G) \ V(T), ktery sousedi s
nékterym z vrcholii z V(T) (pfes hranu e).

&

Pridame-li v a e do T, dostavame podle lemma o trhani listd
opét strom. Spor, ze T mél maximalni pocet vrcholi. O



