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Eulerovské grafy—motivace

Otazka

Které grafy Ize nakreslit v roviné jednim uzavfenym tahem v roviné,
aniz bychom zvedli tuzku?

ano ne



Eulerovské grafy—definice

Definice

Mgjme tah (vo, e1,v1,€2,..., €, v¢) v grafu G = (V, E). Tento tah
nazveme uzavieny, pokud vg = v; a eulerovsky, pokud se v ném
kazda hrana presné jednou a kazdy vrchol alespon jednou.
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Definice

Mgjme tah (vo, e1,v1,€2,..., €, v¢) v grafu G = (V, E). Tento tah
nazveme uzavieny, pokud vg = v; a eulerovsky, pokud se v ném
kazda hrana presné jednou a kazdy vrchol alespon jednou.

Graf G = (V, E) je eulerovsky, pokud v ném existuje uzavieny
eulerovsky tah.

Reformulace predchozi otazky: Které grafy jsou eulerovské?
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@ G je souvisly. (Existence sledu mezi libovolnymi dvéma vrcholy
implikuje existenci cesty.)



Véta o eulerovskych grafech

Je-li graf G eulerovsky, potom musi platit:
@ G je souvisly. (Existence sledu mezi libovolnymi dvéma vrcholy
implikuje existenci cesty.)

@ Stupen kazdého vrcholu je sudy.



Véta o eulerovskych grafech

Je-li graf G eulerovsky, potom musi platit:
@ G je souvisly. (Existence sledu mezi libovolnymi dvéma vrcholy
implikuje existenci cesty.)

@ Stupen kazdého vrcholu je sudy.

-
R
¢ '\
. 1
’ ' e
(. )
e 1
11 -
vt 1
L '
L =



Véta o eulerovskych grafech

Je-li graf G eulerovsky, potom musi platit:
@ G je souvisly. (Existence sledu mezi libovolnymi dvéma vrcholy
implikuje existenci cesty.)
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Véta (o eulerovskych grafech)

Graf je eulerovsky, pravé kdyz je souvisly a stupné vsech jeho
vrcholii jsou sudé.
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Véta (o eulerovskych grafech)

Graf je eulerovsky, pravé kdyz je souvisly a stupné vsech jeho
vrcholii jsou sudé.

@ = Jiz mame.
@ < Mame G = (V/, E), ktery je souvisly a kazdy vrchol ma
sudy stupen.

Uvazujeme tah (vp, €1, v1,. .., €, v¢) maximalni mozné délky.
Chceme ukazat, ze se jedna o uzavreny eulerovsky tah.

Uzavreny: pokud vy # v¢, tak lze prodlouzit. >k

AN/

Pokryva vsechny hrany: c 3

Pokryva vsechny hrany = pokryva vsechny vrcholy. Ol
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vrcholy (ale ne nutné vsechny hrany).



Poznamka o hamiltonovskych kruznicich

@ Hamiltonovska kruznice = kruznice, ktera obsahuje vsechny
vrcholy (ale ne nutné vsechny hrany).



Poznamka o hamiltonovskych kruznicich

@ Hamiltonovska kruznice = kruznice, ktera obsahuje vsechny
vrcholy (ale ne nutné vsechny hrany).

@ Mnohem komplikovanéjsi pojem.



Poznamka o hamiltonovskych kruznicich

@ Hamiltonovska kruznice = kruznice, ktera obsahuje vsechny
vrcholy (ale ne nutné vsechny hrany).

@ Mnohem komplikovanéjsi pojem.

@ Neni znam zadny rychly algoritmus, ktery by poznal, jestli
dany graf ma hamiltonovskou kruznici.



Poznamka o hamiltonovskych kruznicich

@ Hamiltonovska kruznice = kruznice, ktera obsahuje vsechny
vrcholy (ale ne nutné vsechny hrany).

@ Mnohem komplikovanéjsi pojem.

@ Neni znam zadny rychly algoritmus, ktery by poznal, jestli
dany graf ma hamiltonovskou kruznici.

@ Jedna se o tzv. NP-tézky problém. Matematici se domnivaji,
ze rychly algoritmus existovat nemiize.



Orientované grafy

Orientovany graf G = (V, E) je dvojice, kde E C V x V. Prvky V
jsou vrcholy a prvky E nazyvame oreintované hrany. Pro

orientovanou hranu e = (x, y) fikame, ze e vychazi z x a vchazi do
y (zacind v x a konci v y).
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Priklad
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E = {(17 2)’ (]"3)7 (2’ 4)’ (37 ]‘)’ (3? 2)7 (3’ 3)? (37 4)}
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e Pozn.: Rici, ze G = (V, E) je orientovany graf je totéz jako
fici, ze E je relace na V. (Ale obvykle se relace a orientované
grafy pouzivaji v zcela jiném kontextu.)
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Orientovany tah v or. grafu G = (V/, E) je posloupnost
(vo,€1,Vvi,€,...,€m,Vm), kde e = (vi_1,Vv;) € E a navic se
orientované hrany neopakuji.
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Oreintovany tah

Definice
Orientovany tah v or. grafu G = (V/, E) je posloupnost
(vo,€1,Vvi,€,...,€m,Vm), kde e = (vi_1,Vv;) € E a navic se

orientované hrany neopakuji.
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@ Podobné se daji definovat orientovana/y cesta, sled, kruznice.

Definice

Orientovany tah je uzavieny, pokud zacina a kondi ve stejném
vrcholu. Je eulerovsky, pokud prochazi kazdou hranu pravé jednou
a kazdy vrchol alespon jednou. Orentovany graf je eulerovsky,
pokud ma uzavreny eulerovsky orientovany tah.



Slaba a silna souvislost

Je-li dan orientovany graf G = (V/, E), definujeme symetrizaci G
jako graf G = (V, E), kde
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Definice

Je-li dan orientovany graf G = (V/, E), definujeme symetrizaci G
jako graf G = (V, E), kde

E:={{xy}e (‘2/) (x,y) € E nebo (y,x) € E}.
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symetrizace souvisla; je silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy
x, y vede orientovana cesta z x do y.
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Definice

Je-li dan orientovany graf G = (V/, E), definujeme symetrizaci G
jako graf G = (V, E), kde

E:={{xy}e (‘2/) (x,y) € E nebo (y,x) € E}.
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Definice

Orientovany graf G = (V, E) je slabé souvisly, pokud je jeho
symetrizace souvisla; je silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy
x, y vede orientovana cesta z x do y.
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Véta o orientovanych eulerovskych grafech

Definice

Necht v je vrchol orientovaného grafu. Potom vstupni stupen,
deg™(v) je pocet hran vchazejicich do v a vystupni stupe,
deg™(v) je pocet hran vychazejicich z v.
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Definice
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Necht G je orientovany graf. Potom nasledujici podminky jsou
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@ G je eulerovsky.
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vystupni stupen.

@ G je silné souvisly a kazdy jeho vrchol ma stejny vstupni a
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Véta o orientovanych eulerovskych grafech

Definice

Necht v je vrchol orientovaného grafu. Potom vstupni stupen,
deg™(v) je pocet hran vchazejicich do v a vystupni stupe,
deg™ (v) je pocet hran vychazejicich z v.

Véta (o orientovanych eulerovskych grafech)

Necht G je orientovany graf. Potom nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

@ G je eulerovsky.

@ G je slabé souvisly a kazdy jeho vrchol ma stejny vstupni a
vystupni stupen.

@ G je silné souvisly a kazdy jeho vrchol ma stejny vstupni a
vystupni stupen.

Dtikaz — cviceni.
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Analogie 2k-st&nné kostky

Priklad
Miizeme vytvorit nasledujici analogii 2X-sténné kostky?
ﬁﬂﬂb @ Umistime cyklicky na kotou¢
éisla 0, 1.

@ Chceme, aby se kazda k-tice
vyskytovala pravé jednou.

o Precteme vysledek ve
dvojkovém zapisu.

e k=2:0011 @

e k =3:00011101 dava 000, 001, 011, 111, 110, 101, 010, 100.
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Zavedeme orientovany graf:
@ Vrcholy: (k — 1)-tice nul a jednicek.
@ Orientované hrany: Pro kazdou k-tici (a1, a2,...,ak) nul a
jednicek vedeme hranu z (a1, az,...,ax_1) do (az,. .., ax).
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o Graf je (dokonce silné) souvisly, tedy je eulerovsky.
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@ Vrcholy: (k — 1)-tice nul a jednicek.
@ Orientované hrany: Pro kazdou k-tici (a1, a2,...,ak) nul a
jednicek vedeme hranu z (a1, az,...,ax_1) do (az,. .., ax).
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