Matice sousednosti

Definice
Necht G = (V/, E) je graf s n vrcholy vy, ..., v,. Potom matice
sousednosti grafu G je n x n matice Ag = (a;;);_; definovana jako
e 1 pokud {v;,v;} € E
Y] 0 pokud {v;, vit € E
Priklad
01 000 (2
10110 o vs
01 0 11
01 1 01 v1
00110 U3



Véta o poctu sledi
Véta (o poctu sledii)

Necht G = (V,E) je graf, V ={wv1,...,v,} a A je matice

sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a,(.jk)).
Potom a,(jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.




Véta o poctu sledi
Véta (o poctu sledii)

Necht G = (V,E) je graf, V ={wv1,...,v,} a A je matice

sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a(.k)).

ij
Potom a,(-jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.

Pripomenuti (Nasobeni matic)

A . B = C
n p} p]-

n
Cij = > _¢—1 iebyj



Diikaz véty o poctu sledu

Véta (o poctu sledi)

Necht G = (V,E) je graf, V. ={w1,...,vp} a A je matice

sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a fjk)).

Potom a( ) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.




Diikaz véty o poctu sledu

Véta (o poctu sledi)

Necht G = (V,E) je graf, V. ={w1,...,vp} a A je matice
sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a(..k)).

ij
,(jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.

Potom a

@ Indukci podle k.



Diikaz véty o poctu sledu

Véta (o poctu sledi)

Necht G = (V,E) je graf, V. ={w1,...,vp} a A je matice
sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a(..k)).

ij
,(jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.

Potom a

@ Indukci podle k.

o 1. indukéni krok k = 1, definice matice sousednosti.



Diikaz véty o poctu sledu

Véta (o poctu sledi)

Necht G = (V,E) je graf, V. ={w1,...,vp} a A je matice
sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a(..k)).

ij
,(jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.

Potom a

@ Indukci podle k.
o 1. indukéni krok k = 1, definice matice sousednosti.

@ 2. IK, dokazujeme pro k > 1, predpokladame pro nizsi hodnoty.



Diikaz véty o poctu sledu

Véta (o poctu sledi)

Necht G = (V,E) je graf, V. ={w1,...,vp} a A je matice
sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a(..k)).

ij
,(jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.

Potom a

Diikaz.
@ Indukci podle k.

o 1. indukéni krok k = 1, definice matice sousednosti.

@ 2. IK, dokazujeme pro k > 1, predpokladame pro nizsi hodnoty.
ve v o Sled délky k z v; do v; rozlozime na sled
delky k — 1 z v; do né&jakého v; a na sled
délky 1 (hranu) z v, do v;.



Diikaz véty o poctu sledu

Véta (o poctu sledi)

Necht G = (V,E) je graf, V. ={w1,...,vp} a A je matice
sousednosti G. Oznaéme k. mocninu matice A jako Ak = (a(..k)).

ij
,(jk) Je pocet sledii délky k z vrcholu v; do vrcholu v; v G.

Potom a

Diikaz.
@ Indukci podle k.

o 1. indukéni krok k = 1, definice matice sousednosti.

@ 2. IK, dokazujeme pro k > 1, predpokladame pro nizsi hodnoty.
ve v o Sled délky k z v; do v; rozlozime na sled
delky k — 1 z v; do né&jakého v; a na sled
délky 1 (hranu) z v, do v;.
@ Tedy pocet sledii délky k je roven

V; n k—1 1 k
i Ve =3, A



Grafova metrika

Definice

Je-li dan souvisly graf G = (V/, E) a dva vrcholy vi, v, € V, potom
vzdalenosti v; a vo rozumime délku nejkratsi cesty spojujici v a o,
tuto vzdalenost znacime dist(vy, v2).



Grafova metrika

Definice

Je-li dan souvisly graf G = (V/, E) a dva vrcholy vi, v, € V, potom
vzdalenosti v; a vo rozumime délku nejkratsi cesty spojujici v a o,
tuto vzdalenost znacime dist(vy, v2).

Vlastnosti:
@ (Nezapornost) dist(vi, vo) > 0 a dist(vi, v2) =0 < vi = va.



Grafova metrika

Definice

Je-li dan souvisly graf G = (V/, E) a dva vrcholy vi, v, € V, potom
vzdalenosti v; a vo rozumime délku nejkratsi cesty spojujici v a o,
tuto vzdalenost znacime dist(vy, v2).

Vlastnosti:
@ (Nezapornost) dist(vi, vo) > 0 a dist(vi, v2) =0 < vi = va.
o (Symetrie) dist(vy, v») = dist(va, v1).



Grafova metrika

Definice

Je-li dan souvisly graf G = (V/, E) a dva vrcholy vi, v, € V, potom
vzdalenosti v; a v» rozumime délku nejkratsi cesty spojujici v1 a vo,
tuto vzdalenost znacime dist(vy, v2).

Vlastnosti:
o (Nezapornost) dist(vi, vo) > 0 a dist(vi, v2) =0 < vy = vy.
o (Symetrie) dist(vy, v») = dist(va, v1).
@ (Trojuhelnikova nerovnost.)
dist(v1, v2) + dist(v2, v3) > dist(v1, v3).



Grafova metrika

Definice

Je-li dan souvisly graf G = (V/, E) a dva vrcholy vi, v, € V, potom
vzdalenosti v; a v» rozumime délku nejkratsi cesty spojujici v1 a vo,
tuto vzdalenost znacime dist(vy, v2).

Vlastnosti:
@ (Nezapornost) dist(vi, vo) > 0 a dist(vi, v2) =0 < vi = va.
o (Symetrie) dist(vy, v») = dist(va, v1).
@ (Trojuhelnikova nerovnost.)
dist(v1, v2) + dist(v2, v3) > dist(v1, v3).
Trojahelnikova nerovnost pro standardni vzdalenost v roviné:

’Ulévg



Stupen a skore

Definice

Necht G = (V, E) je graf a v € V. Potom stupen vrcholu v je
pocCet hran vychazejicich z v. Stupen v znacime deg v. (Popf.
deg¢ v chceme-li zdaraznit G.)



Stupen a skore

Definice

Necht G = (V, E) je graf a v € V. Potom stupen vrcholu v je
pocCet hran vychazejicich z v. Stupen v znacime deg v. (Popf.
deg¢ v chceme-li zdaraznit G.)

Necht vi, ..., v, jsou v néjakém poradi vrcholy G. Potom
posloupnost

(degva,...,degvp)

se nazyva skore grafu G.



Stupen a skore

Definice

Necht G = (V, E) je graf a v € V. Potom stupen vrcholu v je
pocCet hran vychazejicich z v. Stupen v znacime deg v. (Popf.
deg¢ v chceme-li zdaraznit G.)

Necht vi, ..., v, jsou v néjakém poradi vrcholy G. Potom
posloupnost

(degva,...,degvp)
se nazyva skore grafu G.

@ Dvé skére povazujeme za stejna, pokud se lisi permutaci
souradnic.



Stupen a skore

Definice

Necht G = (V, E) je graf a v € V. Potom stupen vrcholu v je
pocCet hran vychazejicich z v. Stupen v znacime deg v. (Popf.
deg¢ v chceme-li zdaraznit G.)

Necht vi, ..., v, jsou v néjakém poradi vrcholy G. Potom
posloupnost

(degva,...,degvp)
se nazyva skore grafu G.

@ Dvé skére povazujeme za stejna, pokud se lisi permutaci
souradnic.

@ Maze pomahat rozlisovat neizomorfni grafy, ale v obecnosti

nestaci. Napf: A A a I:::I maji stejné skore.



Princip sudosti

Tvrzeni (Princip sudosti)
Pro kazdy graf G = (V, E) plati

Zdegv = 2|E|.

veV




Princip sudosti

Tvrzeni (Princip sudosti)
Pro kazdy graf G = (V, E) plati

Zdegv = 2|E|.

veV

@ deg v je pocet hran vychazejicich z v.




Princip sudosti

Tvrzeni (Princip sudosti)
Pro kazdy graf G = (V, E) plati

Zdegv = 2|E|.

veV

@ deg v je pocet hran vychazejicich z v.

@ Sectenim vsech stuphil, zapocitame kazdou hranu dvakrat. [



Princip sudosti

Tvrzeni (Princip sudosti)
Pro kazdy graf G = (V, E) plati

Zdegv = 2|E|.

veV

Dukaz.
@ deg v je pocet hran vychazejicich z v.

@ Sectenim vsech stuphil, zapocitame kazdou hranu dvakrat. [

Diisledek (o vrcholech lichého stupné)

Pocet vrcholii lichého stupné je pro kazdy graf sudy.



Princip sudosti

Tvrzeni (Princip sudosti)
Pro kazdy graf G = (V, E) plati

Zdegv = 2|E|.

vev

Dukaz.
@ deg v je pocet hran vychazejicich z v.

@ Sectenim vsech stuphil, zapocitame kazdou hranu dvakrat. [

Diisledek (o vrcholech lichého stupné)

Pocet vrcholii lichého stupné je pro kazdy graf sudy.

@ Neplati pro nekonecné grafy



Véta o skore

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, . .., dn) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takova, ze dy < dp < --- < d,. Oznacme D' = (dyi,...,d] ;)

di proi < n—d,,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skdre grafu.

definovanou jako d! =



Véta o skore

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, . .., dn) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takova, ze dy < dp < --- < d,. Oznacme D' = (di,...,d_;)

di proi < n—d,,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skdre grafu.

definovanou jako d/ =

Dutkaz: D’ je skére = D je skore.

o D’ je skére grafu G' = (V' E"), V' ={vi,...,vp_1},
degv; = d.



Véta o skore

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, . .., dn) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takova, ze dy < dp < --- < d,. Oznacme D' = (di,...,d_;)

di proi < n—d,,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skdre grafu.

definovanou jako d/ =

Dutkaz: D’ je skére = D je skore.
o D’ je skére grafu G' = (V' E"), V' ={vi,...,vp_1},
degv; = d.
@ Definujme G = (V,E) tak, ze V:= V' U{v,} a
E=EU{{vi,va}:i>n—d}.



Véta o skore

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, . .., dn) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takova, ze dy < dp < --- < d,. Oznacme D' = (di,...,d_;)

di proi < n—d,,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skdre grafu.

definovanou jako d/ =

Dutkaz: D’ je skére = D je skore.
o D’ je skére grafu G' = (V' E"), V' ={vi,...,vp_1},
degv; = d.
@ Definujme G = (V,E) tak, ze V:= V' U{v,} a
E=EU{{vi,va}:i>n—d}.
G/
@ Pak D je skérem G. Ol



Véta o skére, druha implikace

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, ..., d,) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takové, ze dy < d» < --- < d,. Oznacme D' = (dyi,...,d! ;)

d; proi < n—d,,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skére grafu.

definovanou jako d! =



Véta o skére, druha implikace

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, ..., d,) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takova, Ze dy < da < --- < d,. Oznacme D' = (dy,...,d; ;)

di proi < n—dp,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skére grafu.

definovanou jako d! =

Dakaz: D je skére = D’ je skore.

@ Pomocné tvrzeni: Mezi grafy se skérem D existuje graf
G = (V,E) takovy, ze V. ={w1,...,vp}, di = degv; a navic
Vn je spojen s poslednimi d, vrcholy, tj.
Vn—dns Vn—dp+1y -+ -5 Vn—1-



Véta o skére, druha implikace

Véta (o skore)

Necht D = (di, da, ..., d,) je posloupnost nezapornych celych Cisel,
takova, Ze dy < da < --- < d,. Oznacme D' = (dy,...,d; ;)

di proi < n—dp,

di—1proi>n—d,.

Potom D je skére grafu, pravé kdyz D' je skére grafu.

definovanou jako d! =

Dakaz: D je skére = D’ je skore.

@ Pomocné tvrzeni: Mezi grafy se skérem D existuje graf
G = (V,E) takovy, ze V. ={w1,...,vp}, di = degv; a navic
Vn je spojen s poslednimi d, vrcholy, tj.
Vi—dys Viedyt1y - -y Vno1-

@ Tato implikace véty o skére hned plyne z pomocného tvrzeni:
staci odebrat v, a dostaneme graf se skérem D’. O



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze
V ={vi,..., vy}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze
V ={wvi,...,v}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-

@ Necht Gy je libovolny graf se skérem D.



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze

V ={wvi,...,v}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-

Dikaz.

@ Necht Gy je libovolny graf se skérem D.

@ Necht i € [n— 1] je nejvétsi takové, ze v; neni spojen s v,,.

Uy Un,



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze
V ={wvi,...,v}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-

Dikaz.

@ Necht Gy je libovolny graf se skérem D.

@ Necht i € [n— 1] je nejvétsi takové, ze v; neni spojen s v,,.
o Necht v; je spojen s v, tak, ze j < i.



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

|

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze
V ={wvi,...,v}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-

Dikaz.

Necht G je libovolny graf se skérem D.

°
@ Necht i € [n— 1] je nejvétsi takové, ze v; neni spojen s v,,.
o Necht v; je spojen s v, tak, ze j < i.

o Pak existuje vk spojené s v; nespojené s
vj, nebot deg v; > deg v;.



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze
V ={wvi,...,v}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-

)
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Necht G je libovolny graf se skérem D.
Necht i € [n — 1] je nejvétsi takové, ze v; neni spojen s v,.
Necht v; je spojen s v, tak, ze j < i.

Pak existuje v spojené s v; nespojené s
vj, nebot deg v; > deg v;.

Vk (0
@ Prohodime hrany {vj,v,} a {vi, v} za v
{vk,vj} a {vi, vn}. Dostaneme G; se e sem-

skérem D. .'/‘\" ‘{;}‘



Dtikaz pomocného tvrzeni

Tvrzeni

Mezi grafy se skérem D existuje graf G = (V, E) takovy, Ze
V ={wvi,...,v}, di =degv; a navic v, je spojen s poslednimi d,
vrcholy, tj. Vn_d,, Vn—dy+1s -« s Vn—1-

Dikaz.
Necht G je libovolny graf se skérem D.

Necht i € [n — 1] je nejvétsi takové, ze v; neni spojen s v,.
Necht v; je spojen s v, tak, ze j < i.
Pak existuje v spojené s v; nespojené s
vj, nebot deg v; > deg v;. sod
@ Prohodime hrany {vj,v,} a {vi, v} za v
{vk,vj} a {vi, vn}. Dostaneme G; se e sem-
skérem D. Y ‘{;}‘
@ Po konecné mnoha opakovanich mame /
pozadovany graf. ]



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére néjakého
grafu. Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére néjakého
grafu. Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

Reseni.

e (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére < (1,0,1,2,4,5,5) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére néjakého
grafu. Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

e (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére < (1,0,1,2,4,5,5) je skore.
e (1,0,1,2,4,5,5) je skére < (0,1,1,2,4,5,5) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére néjakého
grafu. Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

e (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére < (1,0,1,2,4,5,5) je skore.
e (1,0,1,2,4,5,5) je skére < (0,1,1,2,4,5,5) je skore.
e (0,1,1,2,4,5,5) je skére < (0,0,0,1,3,4) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére néjakého
grafu. Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

e (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére < (1,0,1,2,4,5,5) je skore.
e (1,0,1,2,4,5,5) je skére < (0,1,1,2,4,5,5) je skore.

e (0,1,1,2,4,5,5) je skére < (0,0,0,1,3,4) je skore.

e (0,0,0,1,3,4) je skére & (0,—1,—1,0,2) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére néjakého
grafu. Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

e (1,1,2,3,5,6,6,6) je skére < (1,0,1,2,4,5,5) je skore.

e (1,0,1,2,4,5,5) je skére < (0,1,1,2,4,5,5) je skore.

e (0,1,1,2,4,5,5) je skére < (0,0,0,1,3,4) je skore.

e (0,0,0,1,3,4) je skére & (0,—1,—1,0,2) je skore.

e (0,—1,—1,0,2) neni skére, tedy ani (1,1,2,3,5,6,6,6)
nemiize byt skore. O



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (2,2,3,3,5,5) je skére néjakého grafu.
Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

Reseni.

e (2,2,3,3,5,5) je skére & (1,1,2,2,4) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (2,2,3,3,5,5) je skére néjakého grafu.
Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

e (2,2,3,3,5,5) je skére & (1,1,2,2,4) je skore.
e (1,1,2,2,4) je skére < (0,0,1,1) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (2,2,3,3,5,5) je skére néjakého grafu.
Pokud ano, néjaky takovy graf sestrojte.

e (2,2,3,3,5,5) je skére & (1,1,2,2,4) je skore.
e (1,1,2,2,4) je skére < (0,0,1,1) je skore.
@ (0,0,1,1) je skére < (0,0,0) je skore.



Poznavani skére grafu

Priklad

Poznejte, zda posloupnost (2,2,3,3,5,5) je skére néjakého grafu.
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