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Priklad

Kolik je pfirozenych Eisel v intervalu [1,10000] takovych, ze jsou
délitelna 2, 3 nebo 57

e Zavedme si Ai := {n € [10000]: k|n}. Chceme |Ax U A3 U As|.
Snadno spocteme:

o |Ao| = 10000/2 = 5000 [Ix]
o |As| = 9999/3 = 3333
o |As| = 10000/5 = 2000

e Co vyjadiuje |Az| + |A3| + |As|?
o Dale |A; N As| = |Ag| = 228 = 1666; | A, N As| = 1000;
|As N As| = 2920 = 22930 — 666.
e Coda |A2‘ -+ ’A3| + ‘A5| - |A2 ﬂA3‘ — ’Az ﬂA5| - |A3 ﬂA5|?
e Nakonec: |Ay UA3 U As| = |Aa| + |A3| + |As|—
—[A2 N As| — |A2 N As| — [A3 N As| + |A2 N A3 N As|.
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Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht Ai, ..., A, jsou konecné mnozZiny. Potom

AU UA = Y (=)' A

1C[n], 10 iel



Dtikaz principu inkluze a exkluze

Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht Ai, ..., A, jsou konecné mnoziny. Potom

AU UA = Y (-1 A

1C[n], 10 iel



Dtikaz principu inkluze a exkluze

Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht A1, ..., A, jsou konecné mnoziny. Potom
AU UA = Y (-1 A
1C[n], 10 i€l

@ Méme x € A;U---UA, a pocitejme, kolikrat prispéje na
pravou stranu (potfebujeme, ze jednou).



Dtikaz principu inkluze a exkluze

Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht A1, ..., A, jsou konecné mnoziny. Potom
AU UA = Y (-1 A
1C[n], 10 i€l

@ Méme x € A;U---UA, a pocitejme, kolikrat prispéje na
pravou stranu (potfebujeme, ze jednou).

o Predpokladejme, ze x nalezi presné do j mnozin z Ay, ..., A,
konkrétné do A; A;

1y j -



Dtikaz principu inkluze a exkluze

Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht A1, ..., A, jsou konecné mnoziny. Potom
AU UA = Y (-1 A
1C[n], 10 i€l

@ Méme x € A;U---UA, a pocitejme, kolikrat prispéje na
pravou stranu (potfebujeme, ze jednou).

o Predpokladejme, ze x nalezi presné do j mnozin z Ay, ..., A,
konkrétné do A; A;

1y j -

® Necht J = {i1,...,ij}. Potom x € (;c; Ai & | C J.



Dtikaz principu inkluze a exkluze

Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht A1, ..., A, jsou konecné mnoziny. Potom
AU UA = Y (-1 A
1C[n], 10 i€l

@ Méme x € A;U---UA, a pocitejme, kolikrat prispéje na
pravou stranu (potfebujeme, ze jednou).

o Predpokladejme, ze x nalezi presné do j mnozin z Ay, ..., A,
konkrétné do A; A;

1y j -

® Necht J = {i1,...,ij}. Potom x € (;c; Ai & | C J.
@ Tedy x je na pravé strané zapocteno ) ,¢®(—1)|’|+1—krét.
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Véta (Princip inkluze a exkluze)

Necht A1, ..., A, jsou konecné mnoziny. Potom

AU UA = Y (-1 A

1C[n], 10 icl
@ Méme x € A;U---UA, a pocitejme, kolikrat prispéje na

pravou stranu (potfebujeme, ze jednou).

Predpokladejme, ze x nalezi presné do j mnozin z Ay, ..., An,
konkrétné do A; A;

iy A
Necht J = {i1,...,ij}. Potom x € (;c,Ai & | C J.

Tedy x je na pravé strané zapocteno >, ,;é@(—l)“'“—krét.
(DM = S 1—- S 1= Y 1- Y 1=1 O
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Problém 3atnarky

Priklad (Problém satnarky)
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klobouk u roztrzité satnarky. Ta
klobouky pfi vraceni nahodné pomicha.
Jaka je pravdépodobnost, ze zadny z
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klobouk u roztrzité satnarky. Ta ;
klobouky pfi vraceni nahodné pomicha.

Jaka je pravdépodobnost, ze zadny z =
pani nedostane sviij klobouk. GX)
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Reformulace:

@ Panové 1,...,n, klobouky 1,...,n, satnarka: panovi i vraci
klobouk (i), kde 7 je permutace [n].

@ Pevny bod permutace 7 je Cislo i € [n] takové, ze w(i) = i.
e Zadny pan nedostane sviij klobouk, pravé kdyz = nema zadny
pevny bod.

Definice

Satnaicino Cislo ¥(n) je pocet permutaci [n] bez pevného bodu.
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Satnaicino cislo ¥(n) je pocet permutaci [n] bez pevného bodu.

Véta (O satnarce)

5 1 1 1 1
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@ Pro uplnost k piivodni tloze: Pravdépodobnost, ze permutace
neméa pevny bod = pocet permutaci bez pevného bodu/pocet
vsech permutaci. Tj §(n)/n!.

o Tedy véta o satnarce dava: 1 — & + & — % 4+ (=1L

@ Pomoci prostfedkii matematické analyzy:
1-L+4 -3+ +(-1)"L~el~0,3679.
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Véta (O satnarce)

e Urcime pocet permutaci s pevnym bodem (a na zavér je
odpocteme ode viech).

@ Necht A; je mnozina viech permutaci [n], které maji pevny
bod i. Chceme |A; U--- U A,|.

@ Podle PIE: A1 U+ U As| = Yy 3y (1) Mgy Al

® (i, Ai je mnozina vsech permutaci, pro néz jsou vsechna
i € | pevné body, tj. !ﬂielA,-}: (n—k)!, kdyz |I| = k.

o AL U---UA, =1, Z/e(lgl)(—l)k+1(” — k)l =
= S haa (CDF(R) (0 — k) = YRy (1)<
o ¥(n)=nl—Y0_ (-1)k18 —pi1—L 4.4 (-1)"L). O
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n

@ Pro druhou nerovnost ukazeme (n!)? > n".
o (n)?=[n-1]-[(n—1)-2]-[(n—2)-3]---[1-n]
@ Chceme Vi € [n]: (n—i+1)-i> n. Staci pro i < (n+1)/2,
jinak symetrické.
® Zjevnépro i =1.Proi>2mame (n—i+1)-i>21.2>n.
[

o Lepsi odhad: v27n (g)n <n'<eyn (g)n
@ Stirlingova formule: n! =~ +/27n (g)n
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Tvrzeni (Snadné odhady kombinacnich &isel)

Pro kazdé n > k > 1 mame (f)k <) <EHE< nk.

° (n) _ n(n=1)--(n—k+1) < nk < nk

k k(k—1)-1 K1
n n—1 =

° Chcemez;{zfproiE{O,l,...,k—l} (jasné pro i = 0).

o Ekvivalentné (n — i)k > n(k — i) & —ik > —in < k < n.
n n  (n=1 n—k+1 w w n\k
oTedy(k):F.ﬁ... 1+ > ... _:()
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e (Z) = k!(:ik)! - (kfl)!(,::karl)! n_lliﬂ = (kzl) n_lﬁl-

o Mame H_Tk“ {> 1 pokud k < (n+1)/2
<1 pokud k > (n+1)/2
o Odtud dostavame
(0) < (D) < < (laj2) = (aja) > > (20) > ()
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