Pripomenuti: fetézce a antiretézce

Definice

Necht (X, <) je Caste€né uspofadand mnozina. Dva prvky a,b € X
jsou porovnatelné, pokud a < b nebo b < a. Retézec je
podmnozina C C X takova, ze kazdé dva jeji prvky jsou
porovnatelné. Antifetézec je podmnozina A C X takova, ze zadné

dva jeji rtizne prvky nejsou porovnatelné. Usporadani je linearni (téz
aplné), pokud X je fetézec.
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Extremalni prvky CUM

Necht (X, <) je Castecné usporadana mnozina.

@ Prvek x € X je nejvétsi, pokud pro kazdé y € X mame y < x;
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Extremalni prvky CUM

Definice
Necht (X, <) je Caste€né usporadana mnozina.
@ Prvek x € X je nejvétsi, pokud pro kazdé y € X mame y < x;

@ Prvek x € X je maximalni, pokud neexistuje y € X takové, ze
y =X
@ Analogicky definujeme nejmensi a minimalni prvek.

nejvétsi (tedy i maximadlni)
* A4
-

minimaln{ nejmensi (tedy i minimélni)

maximalni

Pozorovani

X nejvétsi = x maximalni; x nejmensi = x minimalni



Drobné cviceni

Cviceni

Konecna CUM (X, <) mé nejvétsi prvek <> ma pravé jeden
maximalni prvek.
Dale, ktera z implikaci plati pro nekoneénou CUM?



Véta o dlouhém a sirokém

Véta (o dlouhém a Sirokém; téz vyska-sitka nerovnost)

Necht P = (X, <) je koneéna éastecné usporadand mnozina. Necht
a(P) znaci nejvétsi moznou velikost antifetézce v P a w(P) znaci
nejvétsi moznou velikost fetézce v P. Potom |X| < a(P)w(P).
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Véta o dlouhém a sirokém

Véta (o dlouhém a Sirokém; téz vyska-sitka nerovnost)

Necht P = (X, <) je koneéna éastecné usporadand mnozina. Necht
a(P) znaci nejvétsi moznou velikost antifetézce v P a w(P) znaci
nejvétsi moznou velikost fetézce v P. Potom |X| < a(P)w(P).

Priklad, kdy |X| = a(P)w(P):

Varovani: Nikdo ale netvrdi, Ze v obecnosti je a(P) velikost n&jaké
vrstvy v Hasseové diagramu.



Diikaz véty o dlouhém a Sirokém

Dikaz. (Dokazujeme | X| < a(P)w(P).)

@ Indukci podle w(P), zatneme od nuly!
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Dikaz. (Dokazujeme | X| < a(P)w(P).)

@ Indukci podle w(P), zatneme od nuly!

o 1. krok: Kdyz w(P) =0, pak X =0, ¢ili |[X| =0 = a(P)w(P).

@ 2. Krok: Predpokladame, ze tvrzeni plati pro P’ s w(P’) < wp.
Budeme dokazovat pro P s w(P) = wg + 1.

@ Necht M je mnozina maximalnich prvki P a necht
P" = (X', X) vznikne z P odebranim prvki M.

@ Pozorovani: M je antifetézec, tedy |M| < a(P).

e Pozorovani: w(P') < wp = w(P) — 1. (Je-li maximalni C’
fetézec v P’, potom ho Ize prodlouzit o alespon jeden prvek na
fetézec C v P, jinak by maximalni prvek C’ patfil do M.)

@ Pozorovani: a(P’) < «(P) (Antifet. v P’ je antifet. v P.)
o Palc [X| = M| + X'| < a(P) + X < a(P) + a(P)u(P) <
< a(P) + a(P)(w(P) — 1) = a(P)w(P). O
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Kombinatorické pocitani—pocet funkci

Tvrzeni (o poctu funkci)

Jsou-li M a N konecné mnoziny, m := |M , potom pocet

vsech funkci f: N — M je m".

, n:=|N

Dukaz.
@ Necht N = {xq,...,x,}.
@ Funkce f: N — M je jednoznaéné urcena n-tici
(f(x1),-.-,f(xp) EM"=MxXx M x --- x M (n-krat).
o Kazda takova n-tice urcuje presné jednu funkci.
o Tedy pocet f: N — M je roven |M"| = m". Ol

Poznamka

@ Musime se dohodnout z ¢eho vychazime—je |M"| = m"
zjevné?

e Pokud a = |A| a b=|B|, potom |A x B| = ab indukci dle a.

e Dale |A1 X -+ X Ap| = |A1| - |A2| - - - |Ap| indukei dle n.




Kombinatorické pocitani—pocet podmnozin

Tvrzeni (o po¢tu podmnozin)

Necht N je n-prvkova mnozina, potom N ma presné 2" podmnozin.

@ Najdeme bijekci mezi podmnozinami N a funkcemi
f: N—{0,1}.
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Tvrzeni (o po¢tu podmnozin)

Necht N je n-prvkova mnozina, potom N ma presné 2" podmnozin.

@ Najdeme bijekci mezi podmnozinami N a funkcemi
f: N—{0,1}.

o Takovych funkci je 2".

@ Je-li A C N, prifadime ji jeji charakteristickou funkci

1 kdyz x € A,

0 kdyz x & A.

o Prirazeni je prosté: Je-li A # B, pak exisutje x € N, které je v
pravé jedné z mnozin A, B. Tedy xa(x) # xs(x) = xa # xB-

xa: N — {0,1} definovanou jako xa(x) = {



Kombinatorické pocitani—pocet podmnozin

Tvrzeni (o po¢tu podmnozin)

Necht N je n-prvkova mnozina, potom N ma presné 2" podmnozin.

Diikaz.

Najdeme bijekci mezi podmnozinami N a funkcemi

f: N—{0,1}.

Takovych funkci je 27.

Je-li A C N, prifadime ji jeji charakteristickou funkci

1 kdyz x € A,

0 kdyz x & A.
Pfifazeni je prosté: Je-li A # B, pak exisutje x € N, které je v
pravé jedné z mnozin A, B. Tedy xa(x) # xs(x) = xa # xB-
Prirazeni je na: Je-li f: N — {0,1}, potom f = x4, kde
A:={xeN: f(x) =1} O

xa: N — {0,1} definovanou jako xa(x) = {



Kombinatorické pocitani—pocet sudych/lichych podmnozin

Tvrzeni (o poctu sudych a lichych podmnozin)

Necht N je n-prvkova mnoZina, n > 1. Potom N ma pfesné 271
podmnozin sudé velikosti a 2"~1 podmnozin liché velikosti.

Dikaz.

o Ukazeme, ze N ma stejny pocet sudych a lichych podmnozin.
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@ V prevadi sudé podmnoziny n liché a naopak, a je to bijekce
mezi sudymi a lichymi podmnozinami, nebot W(W(A)) = A.
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Kombinatorické pocitani—pocet sudych/lichych podmnozin

Tvrzeni (o poctu sudych a lichych podmnozin)

Necht N je n-prvkova mnoZina, n > 1. Potom N ma pfesné 271
podmnozin sudé velikosti a 2"~1 podmnozin liché velikosti.

Dikaz.

o Ukazeme, ze N ma stejny pocet sudych a lichych podmnozin.

@ Zvolme pevné a € N a uvazujme funkci W: 2N — 2N
definovanou jakou W(A) := AA{a}.

@ V prevadi sudé podmnoziny n liché a naopak, a je to bijekce
mezi sudymi a lichymi podmnozinami, nebot W(W(A)) = A.

@ Podrobnéji, W prosta:
V(A)=V(B)= V(V(A) =V¥(¥(B)) = A=B.

@ Vna: Je-li X C N, chceme Y C N, ze ¥(Y) = X. Staéi volit
Y = W(X), pak W(Y) = W(¥(X)) = X. O



Kominatorické pocitani—pocet prostych zobrazeni

Tvrzeni (o poctu prostych zobrazeni)

Necht N je n-prvkova mnozina a M je m-prvkova. Potom existuje
pravé m(m —1)---(m — n+1) = [[/=a (m — i) prostych zobrazeni

z N do M.



Kominatorické pocitani—pocet prostych zobrazeni

Tvrzeni (o poctu prostych zobrazeni)

Necht N je n-prvkova mnozina a M je m-prvkova. Potom existuje
pravé m(m —1)---(m — n+1) = [[/=a (m — i) prostych zobrazeni

z N do M.

Dikaz (trochu neformalni).
@ Je-li n > m, potom prostych funkci je 0, coZ odpovida vyrazu.



Kominatorické pocitani—pocet prostych zobrazeni

Tvrzeni (o poctu prostych zobrazeni)

Necht N je n-prvkova mnozina a M je m-prvkova. Potom existuje
pravé m(m —1)---(m — n+1) = [[/=a (m — i) prostych zobrazeni

z N do M.

Dikaz (trochu neformalni).
@ Je-li n > m, potom prostych funkci je 0, coZ odpovida vyrazu.
o Je-lin < m, necht N = {x1,...,x,}. Potom f(x;) mizeme
zvolit m zpdsoby, nasledné f(xz) mizeme zvolit (m — 1)
zpiisoby, atd. az pro f(x,) mame m — (n — 1) zpiisobd. O



Permutace

Permutace na kone¢né mnoziné X je bijekce 7: X — X.
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o m: X — X je permutace, pravé kdyz je prosta.
o m: X — X je permutace, pravé kdyz je na.
@ bijekce = prosta, na (pfimo z definice).

@ prostd = bijekce mezi X a 7(X). Nicméné m(X) = X protoze
7(X) € X a [x(X)| = IX].



Permutace

Permutace na kone¢né mnoziné X je bijekce 7: X — X.

o m: X — X je permutace, pravé kdyz je prosta.

o m: X — X je permutace, pravé kdyz je na.

@ bijekce = prosta, na (pfimo z definice).

@ prostd = bijekce mezi X a 7(X). Nicméné m(X) = X protoze
m(X) C X a |n(X)| = |X|.

@ na = bijekce (rozmyslete si!)



Pocet permutaci

Pro n pfirozené definujeme n faktorial jako n! :=n-(n—1)---2-1.
Dale 0! = 1.



Pocet permutaci

Pro n pfirozené definujeme n faktorial jako n! :=n-(n—1)---2-1.
Dale 0! = 1.

Tvrzeni (o poctu prostych zobrazeni)

Necht N je n-prvkovda mnozZina a M je m-prvkova. Potom existuje
pravé m(m —1)---(m — n+1) = [['=g (m — i) prostych zobrazeni

z N do M.



Pocet permutaci

Pro n pfirozené definujeme n faktorial jako n! :=n-(n—1)---2-1.
Dale 0! = 1.

Tvrzeni (o poctu prostych zobrazeni)

Necht N je n-prvkovda mnozZina a M je m-prvkova. Potom existuje
n—1

pravé m(m—1)---(m—n+1) =[["_5(m — i) prostych zobrazeni
z N do M.

Disledek (o poctu permutaci)

Pocet permutaci na n-prvkové mnoziné je n!.



Zapis a znazorhovani permutaci

N = (v, )
e Predpisem 7w(x) =y, n(y) =




Zapis a znazorhovani permutaci

N = {x,y7 . }
e Predpisem m(x) =

e Tabulkou (matici) (X
y




Zapis a znazorhovani permutaci

N = {xy. &)

e Tabulkou (matici) <X N
y

-

o Nejéastéji N = [n], pak staci napsat spodni fadek.

123 4
(2314)2(2314)




Zapis a znazorhovani permutaci

N = {X7Y7}
o Predpisem 7(x) =y, (y) = il 7 (M) = x.
e Tabulkou (matici) <X y '?;
, -

o Nejéastéji N = [n], pak staci napsat spodni fadek.

123 4
<2314>:(2314)

® Rozklad nacykly:m=(2 5 3 6 1 9 4 7 8)

7
! 8
5
; ; 30 4 (1,2,5)(3)(4,6,9,8,7)
2 9

6



Kombinacni ¢isla

Jsou-li n > k > 0 cela, definujeme kombinacni &islo (7) jako

n\ n(n—-1)---(n—k+1) n!
(k) o k! ~ kl(n— k)




Kombinacni ¢isla

Jsou-li n > k > 0 cela, definujeme kombinacni &islo (7) jako

n\ n(n—-1)---(n—k+1) n!
<k) o k! ~ kl(n— k)

Je-li N a k > 0 mnozina, potom symbolem (’L’) zna&ime mnoZzinu
vsech k-prvkovych podmnozin N.



Kombinacni ¢isla

Definice

Jsou-li n > k > 0 cela, definujeme kombinacni ¢islo (7) jako

n\ n(n—-1)---(n—k+1) n!
<k) T k! ~ kl(n— k)

Je-li N a k > 0 mnozina, potom symbolem (’I\(l) zna¢ime mnoZinu
vsech k-prvkovych podmnozin N.

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
("%)- Neboli [ (3)] = (")-



Dikaz tvrzeni o poctu k-prvkovych podmnozin

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
(%) Neboli [(3)] = (")-



Dikaz tvrzeni o poctu k-prvkovych podmnozin

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
(%) Neboli [(3)] = (")-

@ Spoclteme dvéma zplisoby pocet usporadanych k-tic riznych
prvkd z N. (Necht n:= |N|.)



Dikaz tvrzeni o poctu k-prvkovych podmnozin

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
(%) Neboli [(3)] = (")-

@ Spoclteme dvéma zplisoby pocet usporadanych k-tic riznych
prvkd z N. (Necht n:= |N|.)

@ 1. zptsob: Usporadana k-tice (xi,. .., xx) odpovida prosté
funkei f: [k] = N, kde f(i) = x;.



Dikaz tvrzeni o poctu k-prvkovych podmnozin

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
(%) Neboli [(3)] = (")-

@ Spoclteme dvéma zplisoby pocet usporadanych k-tic riznych
prvkd z N. (Necht n:= |N|.)

@ 1. zptsob: Usporadana k-tice (xi,. .., xx) odpovida prosté
funkei f: [k] = N, kde f(i) = x;.

o Téchjen(n—1)---(n—(k—1)) = (nﬁilk)' (podle tvrzeni o
pocCtu prostych funkci).



Dikaz tvrzeni o poctu k-prvkovych podmnozin

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
(%) Neboli [(3)] = (")-

@ Spoclteme dvéma zplisoby pocet usporadanych k-tic riznych
prvkd z N. (Necht n:= |N|.)

@ 1. zptsob: Usporadana k-tice (xi,. .., xx) odpovida prosté
funkei f: [k] = N, kde f(i) = x;.

o Téchjen(n—1)---(n—(k—1)) = (nﬁilk)' (podle tvrzeni o
pocCtu prostych funkci).

@ 2. zplisob: Vybereme prvné neusporadanou k-tici ’(’,\(’)‘
zplisoby, a usporadame ji k! zptisoby.



Dikaz tvrzeni o poctu k-prvkovych podmnozin

Tvrzeni (o poctu k-prvkovych podmnozin)

Je-li N konecna, potom pocet jejich k-prvkovych podmnozin je
(%) Neboli [(3)] = (")-

@ Spoclteme dvéma zplisoby pocet usporadanych k-tic riznych
prvkd z N. (Necht n:= |N|.)

@ 1. zptsob: Usporadana k-tice (xi,. .., xx) odpovida prosté
funkei f: [k] = N, kde f(i) = x;.

o Téchjen(n—1)---(n—(k—1)) = (nﬁilk)' (podle tvrzeni o
pocCtu prostych funkci).

@ 2. zplisob: Vybereme prvné neusporadanou k-tici ’(’,\(’)‘
zplisoby, a usporadame ji k! zptisoby.

@ Dohromady (nfi'k), = !(’,\!)‘k' odkud plyne tvrzeni. O



Uzitecné vztahy pro kombinacni Cisla

o (k) = (,24) pfimo z () = gy



Uzitecné vztahy pro kombinacni Cisla

(0) = (»24) pFimo z (§) = s

o (1 ) (" ) = (7). Kazda k-prvkova podmnozina [n] je bud
k- prvkovou podmnozinou [n — 1] nebo obsahuje n a

(k — 1)-prvkovou podmnozinu [n — 1].



Binomicka véta

Tvrzeni (Binomicka véta)

Pro libovolna a, b redlna (dokonce i komplexni) a n celé neziporné

plati
n
n__ n n—i i
(a+b) —g (i>a b'.

i=0



Binomicka véta

Tvrzeni (Binomicka véta)

Pro libovolna a, b redlna (dokonce i komplexni) a n celé neziporné

plati
n
n__ n n—i i
(a+b) —g <i>a b'.

i=0

Naznak dikazu.

Symbolicky roznasobime

(a+b)"=(a+b)(a+b)---(a+b)=Ga" 't/

/

~\~
n

kde C; je poCet vybérd i-krat b a (n — i)-krat a z predchozich
zévorek. Tedy C; = (7). O



Aplikace binomické véty

0 2"=(141)"= fj (=it
i=0



Aplikace binomické véty

0 7= (141 = (17 = () + () 4+ ()
Souhlasi s tvrzem’lr; o po¢tu podmnozin.



Aplikace binomické véty

0 7= (141 = (17 = () + () 4+ ()
Souhlasi s tvrzem’lr; o po¢tu podmnozin.

00=(1-1)= (M1"=i(-1)" &

i=0

(©) + @)+ + Gpaya) = O+ )+ + (en_t)2)e1)-



Aplikace binomické véty

0 2= (1) = £ (U = (4 Q)+ ()
Souhlasi s tvrzenim o poCtu podmnozZin.
0 0=(1-1)"= Z (M1r=i(-1) &

i=0

(©) + @)+ + Gpaya) = O+ )+ + (en_t)2)e1)-
Jiny dikaz tvrzeni o poctu sudych a lichych podmnozin.



