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@ Da nam trochu praci viibec jen fici porfadnou definici.
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Kresleni hrany - spojité funkce

@ Intuitivné: predstavme si ze mame roztrzenou gumicku
(interval [0, 1]).

—_—-—

@ Gumicku zdeformujeme, umistime do roviny, povolujeme

sebekrizeni.

@ Jsou-li dva body blizko na gumicce blizko pred deformaci,
potom nejsou prilis daleko ani po deformaci.

Definice (Nebude se zkouset.)

Funkce f: [0,1] — R? je spojita v bodé a € [0, 1], pokud

Ve > 036 >0, ze Vx € [0,1]: |x — a] < § = dist(f(x), f(a)) < e.
Funkce f: [0,1] — RR? je spojita, pokud je spojita v kazdém bode.



Oblouk a kresleni grafu

Definice

Oblouk je prosty spojity obraz intervalu [0, 1] v roving, tj.
podmonzina tvaru ¥([0, 1]) = {v(x): x € [0,1]}, kde
7:[0,1] — R? je prosta spojita funkce. Body ~(0) a (1)
nazyvame koncové body oblouku.
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neni nekoncovym bodem zadného z obloukii o(e).
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b(2)  b(4)

V = {1,2,3,4} 0({1’2})L\ﬁ3,4})
E = {{1,2},{1,3},{3,4}}
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Definice

Nakresleni grafu G je rovinné, pokud libovolné dva riizné oblouky
sdileji nanejvys koncové body. Graf je rovinny, pokud ma rovinné
nakresleni.

K, je rovinny, 1ze totiz nakreslit:

Rovinné nejsou (da praci dokéazat)



Stény rovinného nakresleni

Definice

Mnozina f C R? je obloukové souvisla, pokud pro kazdé x,y € F
existuje oblouk uvintf f s koncovymi body x a y. Sténa grafu

G = (V, E) s danym rovinnym nakreslenim je (v inkluzi) maximalni
obloukové souvisla podmnozina

R?\ ({b(v): ve V}U{o(e): e € E}

(pfi pouziti znaceni jako v definici nakresleni grafu).
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Eulerova formule

Véta (Eulerova formule/Eulertiv vzorec)

Necht G je neprazdny souvisly rovinny graf s n vrcholy a m

hranami. Necht s je pocet stén v néjakém rovinném nakresleni G.
Potom

n—m-+s=2.

Specialné tedy pocet stén nezavisi na volbé rovinného nakreslent.
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Eulerova formule

Véta (Eulerova formule/Eulertiv vzorec)

Necht G je neprazdny souvisly rovinny graf s n vrcholy a m
hranami. Necht s je pocet stén v néjakém rovinném nakresleni G.
Potom

n—m+s=2.
Specialné tedy pocet stén nezavisi na volbé rovinného nakreslent.

Dakaz.

@ Indukci podle m.

o 1. IK: m=0, potom ze souvislostin=1a s =1.
@ 2. IK: m > 1, predpokladame platnost pro mensi hodnoty.
@ Rozlisime, jestli G obsahuje list (vrchol stupné 1).
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Diikaz - pokracovani.
1. G obsahuje list v.

Y @ G':= G — v. (Zachovame nakresleni.)

o n':=|V(G")|, m :=|E(G’)|, s’ pocet
stén nakresleni G’
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Diikaz - pokracovani.

1. G obsahuje list v.
v

@ G':= G — v. (Zachovame nakresleni.)
o n':=|V(G")|, m :=|E(G’)|, s’ pocet

stén nakresleni G’
oen=n—1m=m-1,s =s.
%,_J @ Ind. predpoklad: n' — m’' + ' = 2.

G @ Po dosazenin—m+ s =2.

2. G neobsahuje list = G neni strom = G ma kruznici.

@ Necht e je hrana néjaké kruznice.

o G =G —e.
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Diikaz - pokracovani.
1. G obsahuje list v.
Y @ G':= G — v. (Zachovame nakresleni.)
o n':=|V(G")|, m :=|E(G’)|, s’ pocet
stén nakresleni G’
oen=n—1m=m-1,s =s.
%,_J @ Ind. predpoklad: n' — m’' + ' = 2.
G @ Po dosazenin—m+ s =2.
2. G neobsahuje list = G neni strom = G ma kruznici.
@ Necht e je hrana néjaké kruznice.
e G'=G-—e
en=nm=m-15=s-1 (pfi
znaceni jako v predchozim bodu).




Eulerova formule, 2. IK.

Diikaz - pokracovani.

1. G obsahuje list v.
v

@ G':= G — v. (Zachovame nakresleni.)
o n':=|V(G")|, m :=|E(G’)|, s’ pocet
stén nakresleni G’
oen=n—1m=m-1,s =s.
%,_J @ Ind. predpoklad: n' — m’' + ' = 2.
G @ Po dosazenin—m+ s =2.
2. G neobsahuje list = G neni strom = G ma kruznici.
@ Necht e je hrana néjaké kruznice.
e G'=G-—e
en=nm=m-15=s-1 (pfi
znaceni jako v predchozim bodu).

@ Opét ' — m' + ' = 2, coz po dosazeni
dava n—m+s=2. O
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ohranicena trojuhelnikem.
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Maximalni pocet hran - pokracovani dikazu

Diikaz, pokracovani.

@ Mame tedy souvisly graf G’ s nakreslenim, kde kazda sténa je
ohranicena trojuhelnikem.

G ma n vrcholti a m hran.
G’ ma n vrcholti, oznaéme pocet hran m’ a pocet stén s’.
2m’ = 3s’, protoze kazda sténa je ohranicena trojuhelnikem.

Podle Eulerova vzorce:
n—m+s =2

2
/ /
— = =2
n m + 3”7

ml

Y, W L
n 3

m =3n—6.

e m<m, tedy m<3n—6. O
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Vrchol malého stupné v rovinném grafu

Tvrzeni

Necht G = (V, E) je rovinny graf s n > 3 vrcholy a m hranami.
Potom m < 3n — 6.

Dasledek

Kazdy rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.

Diikaz.
e ) ,degv=2m < 6n—12.

o Kdyby degv > 6, pro kazdé v € V, pak > degv > 6n,
spor. L]




Stupné stén a dualni graf

e Mame-li G = (V, E) s rovinnym nakreslenim a f sténu v
tomto nakresleni, pak mazeme definovat stupen f, deg f jako
pocet hran pfi prichodu podél hranice f (s opakovanim).

deg f=14




Stupné stén a dualni graf

e Mame-li G = (V, E) s rovinnym nakreslenim a f sténu v
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Stupné stén a dualni graf

e Mame-li G = (V, E) s rovinnym nakreslenim a f sténu v
tomto nakresleni, pak mazeme definovat stupen f, deg f jako
pocet hran pfi prichodu podél hranice f (s opakovanim).

deg f=14

@ Mame princip sudosti pro stény: 2|E| =), degf.
@ Stupen stény = stupen vrcholu v tzv. dualnim grafu.

@ Obecné multigraf (povolujeme smycky a nasobné hrany).
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Vypocty se stupni stén.

Priklad

Necht G je souvisly rovinny graf bez trojahelniki s n > 3 vrcholy a
m hranami. Ukazte, zZe m < 2n — 4.

o Kazda sténa ma stupen alespon 4. (Da trochu prace si
rozmyslet.)

@ 2m=>) ,degf > 4s.

o Eulerova formule: 2=n—-m+s<n—-m+ %3 =n— 7.

e Tedy: m < 2n—4. O
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Méjme graf G = (V,E), ve V, e € E. Zname:
@ Odebrani vrcholu: G — v.

V(G —v):=V\{v}

E(G—v):={ecE:v e} korgrakee
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Nékteré grafové operace

Méjme graf G = (V,E), ve V, e € E. Zname:
@ Odebrani vrcholu: G — v.

V(G —v):=V\{v}

E(G—v):={ecE:v e} korgrakee
@ Odebrani hrany: G — e.
V(G —e):=V. e
E(G —e):=E\{e}. A
Nové:
e Kontrakce hrany: G/e, e = {u, w}. wew

V(G/e) == (V\{u,w}) U{ve}

E(G/e):={e€ E:u,w¢e}U

U{{x, ve}: {x,u} € E nebo {x,w} € E}
@ Podrozdéleni hrany e:

Odebereme hranu e a nahrdime ji cestou

se stejnymi koncovymi vrcholy. (Bez

znaceni a vzorecku).

IS
<
g

podrozdéléni
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Charakterizace rovinnych grafi

@ Odebirani hrany, odebirani vrcholu, konktrakce hrany a
podrozdéleni hrany zachovavaji rovinnost.

o Na cvicenich si ukazeme, ze grafy Ks a K33 nejsou rovinné.

Definice (nebude se zkouset)

Déleni grafu G je libovolny graf, ktery Ize ziskat z G opakovanim
operace podrozdéleni hrany. Minor grafu G je libovolny graf, ktery
|ze ziskat z G odebiranim vrchold a hran a kontrakcemi hran.

Véta (Kuratowského véta (bez dikazu, nezkousi se))

Graf je rovinny, pravé kdyz neobsahuje déleni Ks ani K3 3 jako
podgraf.

Véta (Wagnerova véta (bez dikazu, nezkousi se))

Graf je rovinny, pravé kdyz Ks ani K3 3 nejsou jeho minorem.



