
Indukce - opakování

P°íklad

Ukaºte, ºe n p°ímek takových, ºe ºádné t°i neprocházejí jedním
bodem a ºádné dv¥ nejsou rovnob¥ºné d¥lí rovinu p°esn¥ na n2+n+2

2

£ástí.

Matematickou indukcí.

1. induk£ní krok, n = 1, OK.

2. induk£ní krok: P°edpokládáme platnost pro
n = k a men²í. Dokazujeme pro n = k + 1,
kde k ∈ N.
Uvaºujme libovolnou p°ímku p a odebereme ji.
Po odebrání máme k p°ímek a tedy k2+k+2

2

£ástí podle induk£ního p°edpokladu.

Vrácením p zp¥t vytvo°íme k + 1 nových £ástí.

Dohromady
k2+k+2

2
+ k + 1 = (k+1)2+(k+1)+2

2
.
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Co není indukce!

P°íklad

Ukaºte, ºe n p°ímek takových, ºe ºádné t°i neprocházejí jedním
bodem a ºádné dv¥ nejsou rovnob¥ºné d¥lí rovinu p°esn¥ na n2+n+2

2

£ástí.

Ov¥°íme pro n = 1.

P°edpokládáme, ºe vzore£ek platí pro k , p°idáme p°ímku, a
ov¥°íme pro k = 1.

V tomto d·kazu rozdíl je²t¥ nehraje velkou roli, ale aº budeme
d¥lat indukci na grafech, tak bude obrovský rozdíl mezi
p°idáním a odebráním hrany.
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Funkce
P°ipomenutí: Relace mezi X a Y je podmnoºina X × Y .

De�nice

Funkce z mnoºiny X do mnoºiny Y je relace f ⊆ X × Y taková, ºe
pro kaºdé x ∈ X existuje práv¥ jedno y ∈ Y spl¬ující xfy (tj.
(x , y) ∈ f ). Mnoºina X se nazývá de�ni£ní obor funkce f a
mnoºina Y se nazývá obor hodnot funkce f .

Poznámky

Obvyklé zna£ení funkce f z X do Y je f : X → Y . Je-li dáno
x ∈ X , potom jednozna£né y spl¬ující xfy se zna£í f (x).

Z de�nice je funkce de�nována na celém de�ni£ním oboru.
Pokud t°eba chete zadat f : R→ R p°edpisem f (x) = x+1

x−3 ,
tak pro nás je to funkce f : R \ {3} → R.
Formáln¥ vzato dv¥ funkce s r·zným oborem hodnot jsou dv¥
r·zné funkce, nap°íklad f : N→ N daná f (x) = x + 1 a
g : N→ Z daná g(x) = x + 1.
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Funkce, pokra£ování
De�nice

M¥jme funkci f : X → Y .

Je-li A ⊆ X , potom obraz mnoºiny A je de�nován jako
f (A) := {f (a) : a ∈ A}.

Je-li B ⊆ Y , potom vzor mnoºiny B je de�nován jako
f −1(B) := {x ∈ X : f (x) ∈ B}.
Funkce f je prostá (téº injektivní) pokud f (x) 6= f (y) kdykoliv
x 6= y .

Funkce f je na (téº surjektivní), pokud f (X ) = Y , tj. pro
kaºdé y ∈ Y existuje x ∈ X , ºe y = f (x).

Funkce f je bijekce, pokud je prostá a na.

prostá na bijekce
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kaºdé y ∈ Y existuje x ∈ X , ºe y = f (x).

Funkce f je bijekce, pokud je prostá a na.
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Vlastnosti funkcí a velikost mnoºin

prostá na bijekce

Pro kone£né mnoºiny:
|X | ≤ |Y |, práv¥ kdyº existuje f : X → Y prostá.

|X | ≥ |Y |, práv¥ kdyº existuje f : X → Y na.

|X | = |Y |, práv¥ kdyº existuje bijekce f : X → Y .

Dá se zobecnit na nekone£né mnoºiny, nap°. dv¥ mnoºiny X a
Y povaºujeme za stejn¥ velké, pokud existuje bijekce
f : X → Y .
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Inverzní funkce a relace
De�nice

Je-li f : X → Y bijekce, potom její inverzní funkce je funkce
f −1 : Y → X de�novaná tak, ºe f −1(y) je jednozna£né x ∈ X
takové, ºe f (x) = y .

Obecn¥ji, je-li R ⊆ X × Y relace, potom její inverze je relace
R−1 ⊆ Y × X de�novaná jako

R−1 := {(y , x) ∈ Y × X : (x , y) ∈ R}.

X Yf

f−1

R

R−1



Inverzní funkce a relace
De�nice

Je-li f : X → Y bijekce, potom její inverzní funkce je funkce
f −1 : Y → X de�novaná tak, ºe f −1(y) je jednozna£né x ∈ X
takové, ºe f (x) = y .
Obecn¥ji, je-li R ⊆ X × Y relace, potom její inverze je relace
R−1 ⊆ Y × X de�novaná jako

R−1 := {(y , x) ∈ Y × X : (x , y) ∈ R}.

X Yf

f−1

R

R−1



Skládání funkcí a relací
De�nice

M¥jme funkce f : X → Y a g : Y → Z . Jejich sloºení je funkce
g ◦ f : X → Z de�novaná g ◦ f (x) := g(f (x)) pro kaºdé x ∈ X .

X Y Z

f g

X Y Z

g ◦ f

De�nice

M¥jme relace R ⊆ X × Y a S ⊆ Y × Z . Jejich sloºení je relace
R ◦ S ⊆ X × Z de�novaná jako (obrácené zna£ení!)

R◦S := {(x , z) ∈ X×Z : ∃y ∈ Y takové, ºe (x , y) ∈ R, (y , z) ∈ S}.
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�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.

Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)

Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



�áste£ná uspo°ádání, motivace

Chceme provnávat prvky n¥jakých mnoºin podle velikosti nebo
podle jiného kritéria.

Na N,Z,Q,R máme p°irozené uspo°ádání ≤.
Na N máme také upo°ádání podle d¥litelnisti, zavedeme a � b,
pokud a|b. (Nap°íklad 2|6 ale 2 6 |5.)
Na R2 m·ºeme porovnávat dvojice, zavedeme (a, b) � (c , d)
pokud a ≤ c a b ≤ d .

Zast°e²ující pojem: £áste£né uspo°ádání.

Spole£né vlastnosti:

Re�exivita: a ≤ a, a|a, (a, b) � (a, b).

(Slabá) antisymetrie: a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b; a|b, b|a⇒ a = b;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (a, b)⇒ (a, b) = (c , d).

Tranzitivita: a ≤ b, b ≤ c → a ≤ c ; a|b, b|c ⇒ a|c ;
(a, b) � (c , d), (c, d) � (e, f )⇒ (a, b) � (e, f ).



Vlastnosti relací (v¥t²inou p°ipomenutí)

P°ipomenutí

�ekneme, ºe relace R na X je

(a) re�exivní, pokud pro kaºdé x ∈ X platí xRx ;

(b) symetrická, pokud pro kaºdé x , y ∈ X platí xRy ⇒ yRx ;

(c) tranzitivní, pokud pro kaºdé x , y , z ∈ X platí nastane-li xRy a
yRz , potom i xRz .

De�nice

Relace R na mnoºin¥ X je (slab¥) antisymetrická, pokud pro kaºdé
x , y ∈ X platí nastane-li xRy a yRx , potom x = y .

a b a 6= b

Pozn.: Relace R na X je siln¥ antisymetrická, pokud
xRy ⇒ y 6Rx , pro kaºdé x , y ∈ X . (Tedy navíc nepovoluje xRx .)
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�áste²n¥ uspo°ádaná mnoºina

De�nice

Relace R na mnoºin¥ X se nazývá £áste£né uspo°ádání, pokud je
re�exivní, antisymetrická a tranzitivní. Je-li R £áste£né uspo°ádání
na X , potom dvojice (X ,R) se nazývá £áste£n¥ uspo°ádaná
mnoºina (zkracováno na �UM).

Typické zna£ení ≤,�.
Je-li (X ,�) �UM, potom m·ºeme odvodit ostré £áste£né
uspo°ádání ≺ tak, ºe a ≺ b, pokud a � b a a 6= b. (Ostré
£áste£né uspo°ádání je siln¥ antisymetrické a tranzitivní.)

Také m·ºeme odvodit obrácené uspo°ádání: a �′ b, pokud
b � a.
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�áste£ná upo°ádání�následník a Hasse·v diagram
De�nice

Je-li (X ,�) £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina a ≺ odpovídající ostré
uspo°ádání. Pro dva prvky a, b ∈ X °ekneme, ºe b je bezprost°ední
následník a, pokud a ≺ b, ale zárove¬ neexistuje c , ºe a ≺ c ≺ b.

Neformální De�nice

Hasse·v diagram kone£né £áste£n¥ uspo°ádané mnoºiny (X ,�) je
zobrazení prvk· X takové, ºe pokud a ≺ b, tak a zobrazujeme níºe
neº b, a navíc mezi prvky a a b takovými, ºe b je bezprost°ední
následník a vedeme hranu (úse£ku).

1

2 3 5 7 11

4
6 9 10

8 12 [12] s dělitelnost́ı

∅

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}{1, 2, 3} s
inkluźı
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�áste£ná upo°ádání�následník a Hasse·v diagram
De�nice
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�áste£ná uspo°ádání�°et¥zce a anti°et¥zce

De�nice

Nech´ (X ,�) je £áste£n¥ uspo°ádaná mnoºina. Dva prvky a, b ∈ X
jsou porovnatelné, pokud a � b nebo b � a.

�et¥zec je
podmnoºina C ⊆ X taková, ºe kaºdé dva její prvky jsou
porovnatelné. Anti°et¥zec je podmnoºina A ⊆ X taková, ºe ºádné
dva její r·zne prvky nejsou porovnatelné. Uspo°ádání je lineární (téº
úplné), pokud X je °et¥zec.
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řetězce
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