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Nahodné veliciny

Nahodna velicina na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru
(€, P) je libovolna funkce X: Q — R.

o Q= {0,1}", ndhodné veliciny:
e pocet jednicek
e pocet po sobé jdoucich trojic jednicek
o sin(poctu nul)
e Q = {vsichni Prazané}
o vyska
e prijem
o vzdalenost mista bydlisté od Starom. namésti



Stredni hodnota

Definice

Necht X: Q — R je nahodna veli¢ina na diskrétnim
pravdépodobnostnim prostoru (€2, P). Stredni hodnota X je
definovana jako

ElX] =) PHwHX(w).

weN
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Stredni hodnota

Definice

Necht X: Q — R je nahodna veli¢ina na diskrétnim
pravdépodobnostnim prostoru (€2, P). Stredni hodnota X je
definovana jako

EX] =) PHw}X(w).

we
Pozn.: Pokud je © nekonecna, vyzadujeme aby fadu 3lo secist.

Priklad

Trikrat hodime spravedlivou minci, chceme urcit stfedni hodnotu
poctu jednicek:
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Stredni hodnota

Definice

Necht X: Q — R je nahodna veli¢ina na diskrétnim
pravdépodobnostnim prostoru (€2, P). Stredni hodnota X je
definovana jako

EX] =) PHw}X(w).

we
Pozn.: Pokud je © nekonecna, vyzadujeme aby fadu 3lo secist.

Priklad
Trikrat hodime spravedlivou minci, chceme urcit stfedni hodnotu
poctu jednicek:

o Q={0,1}3. Plw] = £ pro kazdé w € Q.

@ Necht X je ndhodna velic¢ina “pocet jednicek”.

e X(000) = 0, X(001) = 1, X(010) = 1, X(011) = 2,

X(100) = 1, X(101) = 2, X(110) = 2, X(111) = 3
o E[X]=3(0+14+1+2+14+2+2+3)=1,5.




Jiny vypocet stfedni hodnoty

Pozorovani

Je-li X nahodna velicina na diskr. pravd. prostoru (2, P), potom
stredni hodnotu X miiZzeme téz spocitat jako

EX]= )  aP[X=a4],

aeXx(Q)

kde X(Q) je obraz Q v X a P[X = a| je zkratka za
P{w € Q: X(w) = a}].



Jiny vypocet stfedni hodnoty

Pozorovani

Je-li X nahodna velicina na diskr. pravd. prostoru (2, P), potom
stredni hodnotu X miiZzeme téz spocitat jako

EX]= )  aP[X=a4],

aeXx(Q)

kde X(Q) je obraz Q v X a P[X = a| je zkratka za
P{w € Q: X(w) = a}].

Dikaz

|

EIX] =) Pl{w}lX(w)= ) ( > P[{w}])

weN aeX(Q) \w: X(w)=a

P[;(r:a]



Srovnani s minulym prikladem

V minulém prikladu jsme méli vyraz pro stfedni hodnotu poctu
jednicek:
o E[X]=3(0+1+1+2+142+2+3)=1,5.



Srovnani s minulym prikladem

V minulém prikladu jsme méli vyraz pro stfedni hodnotu poctu
jednicek:

o E[X]=3(0+1+1+2+142+2+3)=1,5.

@ Po preusporadani:

1 1 1 1
EX]=2-0+2(1+14+1D)+=(242+2)+=-3
[X] 5 +8(+ +)+8(+ +)+8
1 3 3 1
=_. Z.14+ .24 2.3,
80+8 +8 +83
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Median

e Median nahodné veliciny je m takové, ze P[x < m| < % a
Plx > m] < 1.
@ Trochu jiny pojem nez stfedni hodnota:

Priklad

o Primérna mzda v 2. ¢tvrtleti 2020 byla 34271 K& (odpovida stfedni
hodnoté).

o Median mezd byl 29123 K¢ (50% zaméstnanych dosahne alespon na
tuto ¢astku).

o VEétsina lidi ma podpriimérnou mzdu, priimér tdhnou nahoru ti, kteri
maji velmi vysokou mzdu.



Linearita stfedni hodnoty

Tvrzeni (Linearity stfedni hodnoty)

Necht o, B € R a X, Y jsou ndhodné veliciny na stejném diskr.
pravd. prostoru (2, P). Potom

ElaX + BY] = aE[X] + BE[Y].



Linearita stfedni hodnoty

Tvrzeni (Linearity stfedni hodnoty)

Necht o, B € R a X, Y jsou ndhodné veliciny na stejném diskr.
pravd. prostoru (2, P). Potom

ElaX + BY] = aE[X] + BE[Y].

ElaX +B8Y] =) (aX(w)+ BY (w))P{w}] =

weN
=a ) XwPHwll+8Y Y(w)P{w}] =
weN weh

= aE[X] + BE[Y] O



Indikatory

Necht (€, P) je diskr. pravd. prostor. Indikator jevu A C Q je
nahodna velic¢ina /4: Q — {0, 1} definovana jako

1 pokud w € A,
Ia(w) =
0 pokud w ¢ A.



Indikatory

Necht (€, P) je diskr. pravd. prostor. Indikator jevu A C Q je
nahodna velic¢ina /4: Q — {0, 1} definovana jako

1 pokud w € A,
Ia(w) =
0 pokud w ¢ A.

e Primo z definice stfedni hodnoty plyne E[l4] = P[A].
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Priklad (Zobecnéni predchoziho)

Spoctéte stfedni hodnotu poctu jednicek v nahodné posloupnosti n
nul a jednicek.
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Vyuziti indikator( |

Priklad (Zobecnéni predchoziho)

Spoctéte stfedni hodnotu poctu jednicek v nahodné posloupnosti n
nul a jednicek.

Reseni.

@ X: nahodna veli¢ina, pocet jednicek.

@ A;: jev, i. Elen je jednicka.
@ Pak X =g, + 1o, +---+ Ia,.
o Tedy E[X] = Y7, Ella] = & =
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Vyuziti indikatord |l

Priklad

Spoctéte stfedni hodnotu poctu pevnych bodii v nahodné
permutaci na n prvcich.

@ X: nahodna veli¢ina, pocet pevnych bodi.

® A jev, i je pevny bod, P[A]] = 1.

() PakX:/A1+/A2—|—---+/An.

o Tedy E[X]=>"1 E[la]=2=1 n



Nezavislé nahodné veliciny

Definice

Nahodné veli¢iny X, Y na diskr. pravd. prostoru (2, P) jsou
nezavislé, pokud Va, b € R plati, ze jevy “X < a" a"“Y < b" jsou
nezavislé.



Nezavislé nahodné veliciny

Definice
Nahodné veli¢iny X, Y na diskr. pravd. prostoru (2, P) jsou
nezavislé, pokud Va, b € R plati, ze jevy “X < a" a"“Y < b" jsou
nezavislé.
@ Obecné neplati E[XY] = E[X]E[Y], nicméng, jsou-li X a Y
nezavislé, tak tato rovnost plati.
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@ Intuitivné: Rozdéleni ndhodné velic¢iny X popisuje s jakou
pravdépodobnostni nabyva X jakych hodnot.
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Pravdépodobnostni rozdéleni

@ Intuitivné: Rozdéleni ndhodné velic¢iny X popisuje s jakou
pravdépodobnostni nabyva X jakych hodnot.

@ V koneéném pravdépodobnostnim prostoru ho miizeme popsat
jako vyeet dvojic (a1, p1),---,(an, pn), kde a; jsou prvky
obrazu X a p; je pravdépodobnost, ze X nabyva hodnoty a;.

o Drivéjsi vzorecek E[X] =} .. x(q)aP[X = a] znamens, ze
stfedni hodnotu miizeme spocitat pouze ze znalosti rozdéleni.

@ Obecné se nejcastéji rozdéleni zadava pomoci distribucni
funkce:

Definice

Necht X je nahodna veli¢ina na diskr. pravd. prostoru (€2, P).
Potom jeji distribucni funkce je funkce F: R — R definovana jako
F(x) := P[X < x].



Rovnomérné (téz uniformni) rozdéleni

@ X ma rovnomérné rozdéleni, pokud nabyva n riiznych hodnot,
kazdé s pravdépodobnosti % Navic pozadujeme, aby tyto
hodnoty tvorily aritmetickou posloupnost.



Rovnomérné (téz uniformni) rozdéleni

@ X ma rovnomérné rozdéleni, pokud nabyva n riznych hodnot,
kazdé s pravdépodobnosti % Navic pozadujeme, aby tyto
hodnoty tvorily aritmetickou posloupnost.

Priklad: Pocet ok na hodu spravedlivou 6-sténnou kostkou.
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Binomické rozdéleni

e X ma binomické rozdéleni B(n, p), pokud nabyva hodnot
0,1,....,na P[X =k] = (})p*(1 — p)" X

o Napriklad pocet jednicek pfi n hodech nespravedlivou minci
ma binomické rozdéleni B(n, p), pokud jedni¢ku hodime s
pravdépodobnosti p a nulu s pravdépodobnosti 1 — p.



Binomické rozdéleni
e X ma binomické rozdéleni B(n, p), pokud nabyva hodnot
0,1,....,na P[X =k] = (})p*(1 — p)" X
o Napriklad pocet jednicek pfi n hodech nespravedlivou minci

ma binomické rozdéleni B(n, p), pokud jedni¢ku hodime s
pravdépodobnosti p a nulu s pravdépodobnosti 1 — p.
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Pravdépodobnostni diikazy

e Pri dokazovani matematickych tvrzeni Ize Casto elegantné
vyuzit zaklady pravdépodobnosti.

o Ukazeme si jeden priklad nize.

Necht G je graf s m hranami. Potom G obsahuje bipartitni podgraf
s alespon 5 hranami.

@ Necht G = (V, E). Rozdélime V na disjunktni sjednoceni
V=AUB.

@ Pouzijeme pouze hrany vedouci mezi A a B, tim dostaneme
bipartitni podgrafi G’.

@ Chceme tedy vhodné zvolit toto déleni, aby hran mezi A a B
bylo co nejvice.
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Pravdépodobnostni diikaz, pokracovani

Diikaz, pokrac.

@ Pro kazdy vrchol v € V si hodime
minci. S pravdépodobnosti % ho dame
do A, s pravdépodobnosti % do B
el (nezavisle na ostatnich vrcholech).
@ Pro e € E ur&ime pravdépodobnost Ple € E(G’)].
e Taje % jeji vrcholy museji padnout do riiznych Easti.
e Oznacme /. indikator jevu “e € E(G')".
@ Necht X =" _ ¢ le je pocet hran G'.
o Pak E[X] = Yocg Elle] = Xoce Ple € E(6)] = 2.
°

Jelikoz stredni hodnota X je 7, musi existovat volba A a B,

pfi které ma G’ alespon 7 hran. O



