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Intuitivné: kdybychom pokus/udalost mohli mnohokrat opakovat,
tak vysledna pravdépodobnost bude pocet pfiznivych udalosti
déleno poctem opakovani.
@ Vytvorime si vhodny matematicky model, ale pfi aplikaci na
realné situace je stale potfeba opatrnosti.
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e Randomizované algoritmy (algoritmus €ini nahodné volby);
jsou Casto rychlejsi a jednodussi.

e Pravdépodobnostni ditkazy (chceme dokazat existenci grafu s
vlastnosti V/; zvolime graf ndhodné a ukazeme, ze nahodny
graf ma vlastnost V' s kladnou pravdépodobnosti).

e Predpovédi udalosti (predpovéd pocasi).
o Statistické testy (spam filtr).
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Q={LLL,LLR,LRL,LRR,RLL, RLR, RRL, RRR}.
@ Zacne pr3et, a zajima nas misto dopadu prvni kapky na
&tvercovy stil: Q = [0,1]2.
Prvky © nazyvame elementarni jevy. Dale jev je néjaka podmnozina
Q.
@ Hod minci, 4 mozné jevy:
A; = {L} (padne lic)
A = {R} (padne rub)
As = {L, R} (padne lic nebo rub, jisty jev)
A4 = 0 (nepadne nic, nemozny jev)



Uvodni priklady, pokracovani

@ Hod Sestisténnou kostkou (2 = {1,...,6}), priklady jevi:
o A; = {2} (padne dvojka)
o Ay ={2,4,6} (padne sudé &islo)
o A; = () (nepadne nic)



Uvodni priklady, pokracovani

@ Hod Sestisténnou kostkou (2 = {1,...,6}), priklady jevi:
o A; = {2} (padne dvojka)
o Ay ={2,4,6} (padne sudé &islo)
o A; = () (nepadne nic)

e Kapka na stole (Q = [0,1]?), priklady jeva:

o A; =[0,1/2] x [0, 1] (padne na levou
palku).

Ay




Uvodni priklady, pokracovani

@ Hod Sestisténnou kostkou (2 = {1,...,6}), priklady jevi:
o A; = {2} (padne dvojka)
o Ay ={2,4,6} (padne sudé &islo)
o A; = () (nepadne nic)

e Kapka na stole (Q = [0,1]?), priklady jeva:

Ay

o A; =[0,1/2] x [0, 1] (padne na levou
palku).

e Ay =1[1/10,9/10] x [1/10,9/10]
(nepadne blizko okraje).



Uvodni priklady, pokracovani

@ Hod Sestisténnou kostkou (2 = {1,...,6}), priklady jevi:
o A; = {2} (padne dvojka)
o Ay ={2,4,6} (padne sudé &islo)
o A; = () (nepadne nic)

e Kapka na stole (Q = [0,1]?), priklady jeva:

o A; =[0,1/2] x [0, 1] (padne na levou
palku).

Az o Ay =[1/10,9/10] x [1/10,9/10]
(nepadne blizko okraje).

o As viz obrazek (padne na kyticku na
ubruse).




Uvodni priklady, pokracovani

@ Hod Sestisténnou kostkou (2 = {1,...,6}), priklady jevi:
o A; = {2} (padne dvojka)
o Ay ={2,4,6} (padne sudé &islo)
o A; = () (nepadne nic)

e Kapka na stole (Q = [0,1]?), priklady jeva:

o A; =[0,1/2] x [0, 1] (padne na levou
palku).

Az o Ay =[1/10,9/10] x [1/10,9/10]
(nepadne blizko okraje).

o As viz obrazek (padne na kyticku na
ubruse).

Kazdému jevu A chceme priradit pravdépodobnost P[A] € [0, 1]:




Uvodni priklady, pokracovani

@ Hod Sestisténnou kostkou (2 = {1,...,6}), priklady jevi:
o A; = {2} (padne dvojka)
o Ay ={2,4,6} (padne sudé &islo)
o A; = () (nepadne nic)

e Kapka na stole (Q = [0,1]?), priklady jeva:
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palku).

Az o Ay =[1/10,9/10] x [1/10,9/10]
(nepadne blizko okraje).

o As viz obrazek (padne na kyticku na
ubruse).

Kazdému jevu A chceme priradit pravdépodobnost P[A] € [0, 1]:
e Mince: P[{L}] =1/2, P[{R}] =1/2, P[{L,R}] =1, P[0] = 0.
o 6-st. kostka: P[A1] = 1/6, P[A2] = 1/2, P[As] = 0.
o Kapka: P[A1] = 1/2, P[A;] = 64/100 = 64%, P[As] ~ 8%.
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Fc22aP: F—]0,1] je funkce. Dale Q, F a P spliiuji n&jaké
axiomy, které tu nebudeme uvadét. Mimo jiné plati:
e ),QeF, Pl0] =0, P[Q] =1.
@ Jsou-li A, B € F disjunktni, pak AUB € F a
P[AU B] = P[A] + PI[B].

@ Definice vyse slouzi pfedevsim jako varovani, ze s nekonecnymi
mnozinami je potfeba pracovat opatrné.

@ Obvykle neni mozné zavést P na viech podmnozinach €, ale
je potreba vybrat néjaky vhodny soubor F podmnozin Q na
kterych lze pravdépodobnost pocitat.

@ Pro nekone€né mnoziny uz pravdépodobnost néjakého jevu
neni urena pravdépodobnosti elementarnich jevi.
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Definice (Pfipomenuti)

Diskrétni pravdépodobnostni prostor je dvojice (2, P), kde Q je
koneéna nebo spocetna mnozina (existuje prosta funkce z Q do N)
a P: 2% — [0, 1] je funkce splhujici

@ P[A] = > . ca P[{w}] pro libovolnou A C Q,

Q@ P[Q] =1.
Prvky Q se nazyvaji elementarni jevy, podmnoziny omega jsou jevy.
Pro jev A C Q, P[A] je pravdépodobnost jevu A. Je-li Q konecna,
potom (€2, P) je (dokonce) konecny pravdépodobnostni prostor.

e Zavedeme-li p(w) := P[{w}] pro w € Q, potom
PIA]l = > iea P(w).

o Tedy P: 22 — [0, 1] z definice vy3e jednoznacné uréuje
p: Q — [0,1] takovou, Ze > . p(w) =1 a naopak.

o Je-li Q konecna a p(w) = ﬁ pro kazdé w € 2, potom (L, P)
je tzv. uniformni pravdépodobnostni prostor.
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@ n hodd minci: Q = {0,1}", kazdy elementarni jev ma
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@ nahodna permutace: Q = S, (symetricka grupa permutaci na
n prvcich); kazdy elementarni jev ma pravdépodobnost %



Podminéna pravdépodobnost, priklad
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@ Systematické porozuméni pravdépodobnosti umoziuje odhalit
feSeni nékterych situaci, které nejsou na prvni pohled zfejmé.

|
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Priklad

Mame tFi karty, jedna z obou stran modra, jedna z obou stran
Cervena, jedna z jedné strany Cervena a z druhé modra. Karty
nahodné zamichame (mtizeme otacet), jednu vylosujeme a polozime
na stdl, aniz by bylo vidét, co je na spodni strané. Karta je seshora
Cervena. Jaka je pravdépodobnost, ze je ervena i zespoda?

Mame Sest moznosti, jak vybrat kartu a jeji otoceni (3 pro kartu
krat 2 pro otoceni). Ve trech pripadech je karta shora Cervena, ve
dvou z nich je €ervena i zespoda, v jednom je zespoda modra.
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Necht A, B C Q jsou jevy takové, ze P[B] > 0, kde (2, P) je
(diskrétni) pravdépodobnostni prostor. Podminéna pravdépodobnost
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Necht A, B C Q jsou jevy takové, ze P[B] > 0, kde (2, P) je
(diskrétni) pravdépodobnostni prostor. Podminéna pravdépodobnost
jevu A za podminky B je definovana jako P[AN B]/P[B].

Pozorovani

Necht A, By, . .., B, jsou takové, Ze By, ..., B, jsou po dvou
disjunktni a dohromady pokryvaji Q. Potom

P[A] = P[A|B1]P[Bi1] + - - - + P[A| B, P[Bx]-



Priklad, testovani

Priklad

Predpokladejme, ze 0,1% populace je HIV pozitivnich. Mame test
na HIV s nasledujici tabulkou spolehlivosti:

Prijde nahodné vybrana
odpovéd testu osoba a necha se otesto-
ANO NE vat. Test odpovi ANO.
testovany | ANO | 99% 1% Jaké je pravdépodob-
nakazeny | NE 5% 95% nost, ze je dand osoba

pozitivni?
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na HIV s nasledujici tabulkou spolehlivosti:
Prijde nahodné vybrana

odpovéd testu osoba a necha se otesto-

ANO NE vat. Test odpovi ANO.

testovany | ANO | 99% 1% Jaké je pravdépodob-

nakazeny | NE 5% 95% nost, ze je dand osoba
pozitivni?

Reseni.

@ Jev H: osoba je HIV pozitivni. Jev T: Test odpovi ano.



Priklad, testovani

Priklad

Predpokladejme, ze 0,1% populace je HIV pozitivnich. Mame test
na HIV s nasledujici tabulkou spolehlivosti:

Prijde nahodné vybrana

odpovéd testu osoba a necha se otesto-

ANO NE vat. Test odpovi ANO.

testovany | ANO | 99% 1% Jaké je pravdépodob-

nakazeny | NE 5% 95% nost, ze je dand osoba
pozitivni?

@ Jev H: osoba je HIV pozitivni. Jev T: Test odpovi ano.
o Chceme P[H|T].



Priklad, testovani

Priklad

Predpokladejme, ze 0,1% populace je HIV pozitivnich. Mame test
na HIV s nasledujici tabulkou spolehlivosti:

Prijde nahodné vybrana

odpovéd testu osoba a necha se otesto-

ANO NE vat. Test odpovi ANO.

testovany | ANO | 99% 1% Jaké je pravdépodob-

nakazeny | NE 5% 95% nost, ze je dand osoba
pozitivni?

@ Jev H: osoba je HIV pozitivni. Jev T: Test odpovi ano.

o Chceme P[H|T].

P[HNT P[T|H]P[H
o P[H|T] = L[T]] = P[T|H]P[£—I]|+I]9['I['\I!IC]P[HC] =




Priklad, testovani

Priklad

Predpokladejme, ze 0,1% populace je HIV pozitivnich. Mame test
na HIV s nasledujici tabulkou spolehlivosti:

Prijde nahodné vybrana

odpovéd testu osoba a necha se otesto-

ANO NE vat. Test odpovi ANO.

testovany | ANO | 99% 1% Jaké je pravdépodob-

nakazeny | NE 5% 95% nost, ze je dand osoba
pozitivni?

@ Jev H: osoba je HIV pozitivni. Jev T: Test odpovi ano.
o Chceme P[H|T].

P[HNT P[T|H]P[H
o P[H|T] = L[T]] = P[T|H]P[£—I]|+I]9['I['\I!IC]P[HC] =
0.99-0.001 ~ 2% 0

= 0.99-0.001+0.05-0.999



Bayesova véta

Véta (Bayesova véta)

Necht (2, P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor a
A By, ...,B, CQ jsou jevy s kladnou pravdépodobnosti takové, ze
Bi, ..., B, jsou po dvou disjunktni a pokryvaji Q). Potom

P[A|Bi]P[B]

PBIAL= S pralg1piE]




Bayesova véta

Véta (Bayesova véta)

Necht (2, P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor a
A By, ...,B, CQ jsou jevy s kladnou pravdépodobnosti takové, ze
Bi, ..., B, jsou po dvou disjunktni a pokryvaji Q). Potom

P[A|Bi]P[B]
> i1 P[AIBj]P[B]]

P[Bi|A] =

PIABIPIB]  _
7 PIAIBIP[B]




Bayesova véta

Véta (Bayesova véta)

Necht (2, P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor a
A By, ...,B, CQ jsou jevy s kladnou pravdépodobnosti takové, ze
Bi, ..., B, jsou po dvou disjunktni a pokryvaji Q). Potom

P[A|Bi]P[B]
> i1 P[AIBj]P[B]]

P[Bi|A] =

PIAIB]P[B]  P[ANB]
Y. PIAIBIP[B] ~  PIA]




Bayesova véta

Véta (Bayesova véta)

Necht (2, P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor a
A By, ...,B, CQ jsou jevy s kladnou pravdépodobnosti takové, ze
Bi, ..., B, jsou po dvou disjunktni a pokryvaji Q). Potom

71 PIAIBIPIB]

P[Bi|A] =

PIAIB]PIB]  P[ANB] ..
> PIAIBIPIB] — PIA] P[B;|A].




Nezavislost jevi

Definice

Necht (€2, P) je (diskrétni) pravdépodobnostni prostor. Dva jevy
A, B C Q jsou nezavislé, pokud P[AN B] = P[A]P[B].
Ekvivalentné P[A|B] = P[A] nebo P[B] = 0.



Nezavislost jevi

Definice

Necht (€2, P) je (diskrétni) pravdépodobnostni prostor. Dva jevy
A, B C Q jsou nezavislé, pokud P[AN B] = P[A]P[B].
Ekvivalentné P[A|B] = P[A] nebo P[B] = 0. Jevy Ay, ..., A, jsou
nezavislé, pokud VI C [n] plati

P Al =] PIAL

i€l i€l



Nezavislost jevi

Definice

Necht (€2, P) je (diskrétni) pravdépodobnostni prostor. Dva jevy
A, B C Q jsou nezavislé, pokud P[AN B] = P[A]P|[B].
Ekvivalentné P[A|B] = P[A] nebo P[B] = 0. Jevy Ay, ..., A, jsou
nezavislé, pokud VI C [n] plati

P Al =] PIAL

i€l i€l

Priklad

Mé&jme nahodnou posloupnost n > 7 nul a jednicek a jevy:

e A; = {posloupnosti s prvnimi péti hodnotami 1},
e Ay = {posloupnosti s Sestou hodnotou 0},

@ Az = {posloupnosti, kde soucet prvnich Sesti hodnot je sudy}.



Nezavislost jevi

Definice

Necht (€2, P) je (diskrétni) pravdépodobnostni prostor. Dva jevy
A, B C Q jsou nezavislé, pokud P[AN B] = P[A]P|[B].
Ekvivalentné P[A|B] = P[A] nebo P[B] = 0. Jevy Ay, ..., A, jsou
nezavislé, pokud VI C [n] plati

P Al =] PIAL

i€l i€l

Priklad

Mé&jme nahodnou posloupnost n > 7 nul a jednicek a jevy:

e A; = {posloupnosti s prvnimi péti hodnotami 1},
e Ay = {posloupnosti s Sestou hodnotou 0},
@ Az = {posloupnosti, kde soucet prvnich Sesti hodnot je sudy}.

Pak A1, A a Az jsou po dvou nezavislé, ale viechny tFi nezavislé
nejsou.



Nezavislost jevi - dalsi priklad

Priklad

Uvazujme nahodnou permutaci m € S3, a jevy
0 Ay ={m € S3: w(1) =1},
o A = {7T € 532: 7T(2) = 2}.



Nezavislost jevi - dalsi priklad

Priklad
Uvazujme nahodnou permutaci m € S3, a jevy
0 Ay ={m € S3: w(1) =1},
o A = {7T € S3: 7T(2) = 2}.
Potom P[A;1] = P[Az] = 35, ale P[Az|A;] = 4. Jevy tedy nejsou
nezavislé.



Soucin pravdépodobnostnich prostori

Definice
Necht (Q1, P1), ..., (Qn, Ps) jsou diskrétni pravdépodobnostni
prostory. Potom jejich (kartézsky) soucin je diskrétni
pravdépodobnostni prostor (L2, P) takovy, ze

0 =01 x---xQ,a

e P[A] = Z(wl,...,wn)eA Pi[w1] - - Pplwn] pro A C Q.



Soucin pravdépodobnostnich prostori

Definice
Necht (1, P1),...,(82n, Pn) jsou diskrétni pravdépodobnostni
prostory. Potom jejich (kartézsky) soucin je diskrétni
pravdépodobnostni prostor (L2, P) takovy, ze

0 =01 x---xQ,a

e P[A] = Z(wl,...,wn)eA Pi[w1] - - Pplwn] pro A C Q.

Priklady

e Je-li (Q, P) pravdépodobnostni prostor odpovidajici jednomu
hodu minci, potom souéin (2, P) x (2, P) x --- x (2, P)
odpovida n hodtim minci.



Soucin pravdépodobnostnich prostori

Definice
Necht (1, P1),...,(82n, Pn) jsou diskrétni pravdépodobnostni
prostory. Potom jejich (kartézsky) soucin je diskrétni
pravdépodobnostni prostor (L2, P) takovy, ze

0 =01 x---xQ,a

e P[A] = Z(wl,...,wn)eA Pi[w1] - - Pplwn] pro A C Q.

Priklady

e Je-li (Q, P) pravdépodobnostni prostor odpovidajici jednomu
hodu minci, potom souéin (2, P) x (2, P) x --- x (2, P)
odpovida n hodtim minci.

o Je-li (2, P) pravdépodobnostni prostor odpovidajici jednomu
hodu kostkou, potom soucin (€2, P) x (2, P) x --- x (R, P)
odpovida n hodiim kostkou.



Soucin pravdépodobnostnich prostori

Definice
Necht (1, P1),...,(82n, Pn) jsou diskrétni pravdépodobnostni
prostory. Potom jejich (kartézsky) soucin je diskrétni
pravdépodobnostni prostor (L2, P) takovy, ze

0 =01 x---xQ,a

e P[A] = Z(wl,...,wn)eA Pi[w1] - - Pplwn] pro A C Q.

Priklady

e Je-li (Q, P) pravdépodobnostni prostor odpovidajici jednomu
hodu minci, potom souéin (2, P) x (2, P) x --- x (2, P)
odpovida n hodtim minci.

o Je-li (2, P) pravdépodobnostni prostor odpovidajici jednomu
hodu kostkou, potom soucin (€2, P) x (2, P) x --- x (R, P)
odpovida n hodiim kostkou.



Nahodny graf G(n, p).

Definice

Méjme n prirozené a p € [0, 1]. Potom nahodny graf G(n, p)
definujeme jako pravdépodobnostni prostor (L2, P), kde Q je
mnozina vSech grafii s mnozinou vrcholi [n] a pro graf G € Q
mame P[G] = p™(1 — p)(;)_"’, kde m je pocet hran grafu G.



Nahodny graf G(n, p).

Definice

Méjme n prirozené a p € [0, 1]. Potom nahodny graf G(n, p)
definujeme jako pravdépodobnostni prostor (L2, P), kde Q je
mnozina vSech grafii s mnozinou vrcholi [n] a pro graf G € Q
mame P[G] = p™(1 — p)(g)_m, kde m je pocet hran grafu G.

Vysvétleni definice:
e Nahodny graf v G(n, p) vytvofime tak, ze pro kazdou moznou
hranu si hodime (nespravedlivou) kostkou a s pravdépodobnosti
p ji do grafu umistime a s pravdépodobnosti (1 — p) ji do
grafu nedame, nezavisle na ostatnich moznych hranach.



Nahodny graf G(n, p).

Definice

Méjme n prirozené a p € [0, 1]. Potom nahodny graf G(n, p)
definujeme jako pravdépodobnostni prostor (L2, P), kde Q je
mnozina vSech grafii s mnozinou vrcholi [n] a pro graf G € Q
mame P[G] = p™(1 — p)(g)_m, kde m je pocet hran grafu G.

Vysvétleni definice:

e Nahodny graf v G(n, p) vytvofime tak, ze pro kazdou moznou
hranu si hodime (nespravedlivou) kostkou a s pravdépodobnosti
p ji do grafu umistime a s pravdépodobnosti (1 — p) ji do
grafu nedame, nezavisle na ostatnich moznych hranach.

e Muzeme ztotoznit se soucinovym prostorem [[.(fQe, Pe), kde
soucin je pres vsechny hrany e a Q. = {0,1},

Pe[{0}] = (1= p). Pe[{1}] =p.



