Ulohy k cviceni 2

Vyroky nad (prevazné) redlnymi ¢isly, suprema a infima.

Definice. Je-li M C R, potom supremum mnoziny M je nejmensi takové realné cislo s, ze
s > m pro kazdé m € M. Pokud M neni shora omezend, potom supremum M definujeme
jako oo. Dale infimum M je nejvétsi takové redlné ¢islo ¢, ze ¢ < m pro kazdé m € M.
Pokud M neni zdola omezend, potom infimum M definujeme jako —oo.

V feseni tloh (zejména u prvni ulohy) muzete vyuzivat, ze kazdéd shora omezend podmnozina
realnych ¢isel ma redlné supremum a kazda zdola omezena podmnozina redlnych ¢isel ma
realné infimum. Déle muzete pouzivat, ze pro libovolné a,b € R takové, ze a < b existuje

g€ Qnia,b).
Definice. Mnozina X je spocetnd pokud exstuje prosta funkce f: X — N. V opacném
pripadé je X nespocetnd.

1. V oboru redlnych ¢isel urcete suprema a infima nasledujicich mnozin (pokud existujf).
Jsou to zaroven maxima ¢i minima téchto mnozin?

(a) {1/n: n € N},

(b) {—1/n:n € N},

c) {0,3;0,33;0,333;0,3333;...},
{g€Q: ¢ <3},

e) {sinz: x € [0,2m)},

f) {sinz: z € (0,2m)},

h) {1 —1/n*: n € N},
{=L: 2 € Z\ {0}}

(n)* {n* —m?: n,m € N,n > m},
n? —m?:n,m e N,n <m},
27" +37":n € N},
2 1 3 e 7Y,
(r)* {503 4k € 7},
(s) {cos((1+1/n)7): n € N},
(t)* {cos((1 4 1/n)7): n € N,n sudé},
u) {cos((1+1/n)m): n € N,n liché},

v)** Lfsinn: n € N} (muzete vyuzivat, ze 7 je iraciondlni ¢islo).
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2. O nésledujicich mnozinach ukazte, ze jsou spocetné:
(a) Z
(b) N2
(c) Q

3. S vyuzitim faktu, ze R je nespocetnd, ukazte, ze mnozina iracionalnich ¢isel R\ Q je
téZ nespocetna.

4%*% Necht X je mnozina. Ukazte, Ze neexistuje prosta funkce f: P(X) — X.

5. Ukazte, co nejporadnéji, ze kazdy otevieny interval (a,b) C R obsahuje racionalni
¢islo.

6. U kazdého z nasledujicich vyroku nejprve zformulujte jeho negaci. Poté rozhodnéte,

zdali plati puvodni vyrok, nebo jeho negace.
(a) Voz,y e R: 22 +¢y* > 0,

VeeNdJyeNVzeN: z>r=y<z,
(g) IeNVeeNVzeN: z>x =y <z,
(h) JyeNVz e NVzeR: z >z =y <z,
(i) IyeNVeeRVzeN: z >z =y < 2



