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Reseni domaciho tkolu 5

1. Rozhodnéte o konvergenci a absolutni konvergenci rad pro z € R
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V prvnim kroku si uvédomime, Ze pro |z| > 1 nespliiuje fada nutnou podminku konvergence. Dale
vySetiujme absolutni konvergenci. Pro |z| < 1 mdme odhad
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coz je geometrickd Fada (resp. jen jeji liché ¢leny), kterd pro tato x konverguje. Protoze absolutni
konvergence implikuje neabsolutni, konverguje fada i neabsolutné.

Kone¢né nam tedy zbyva vyfesit piipad x = +1. Je videét, ze (£z)?" T = £ tedy co se
konvergence tyce se fady budou chovat stejné. Zvolme tedy x = 1 pro které
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na coz jde pouzit Dirichletovo kritérium. Rada Y - (—1)" m4 omezené ¢astené souéty, ¢leny
fady 0, ﬁ jsou klesajici a lim, o0 ﬁ Odtud tedy dostavame, ze fada konverguje. Nicméné

nekonverguje absolutné, coz jde snadno zjistit pomoci srovnavaciho kritéria s fadou y - | %, ktera
diverguje.

Pozdéji se dozvime, Ze toto je Taylorova fada pro arctan(z) kolem x = 0. A je z toho pozorovani
rovnou vidét, Ze Taylorova fada nemusi konvergovat vSude, kde je dana funkce definovana!

Je vyhodné si uvédomit, ze ¢leny fady jsou nezdporné, takze absolutni konvergence je zde to samé
jako neabsolutni. Déle jde vyuzit odhad
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coz je vlastné geometricka rada. Jeji konvergence by sla snadno vySetfit napf. odmocninovym
kritériem.
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2. Rozhodnéte o konvergenci fady
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Rada jde s vyhodou rozdélit na dvé
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Na kazdou jde pouzit Dirichlet s tim, Ze cos(nx) mé omezené ¢asteéné soucty Vo € R\ {2kn, k € Z}.
V téchto bodech si musime dat pozor. Zde méa ale pavodni fada tvar

n=1 n=1
Rada tedy konverguje Vz € R.
Aternativni postup spociva v tom, Ze si napiSeme

k
Z cos(nx)—cos((n+1)x) = cos(x)—cos(2z)4cos(2x)—cos(3z) . . .—cos((k+1)z) = cos(z)—cos((k+1)x),
n=1
podobné jako se to podafi u dalsich teleskopickych fad. Proto je rovnou vidét, ze Vk bude tato suma
omezend a tedy cos(nz) —cos((n+1)z) ma omezené ¢dstetné soucty. Pak jde pouzit Dirichleta na celou
fadu.

Co se absolutni konvergence tyée, jde s vyhodou pouZit vzorec (ktery se dal pouzit i diive)

cos(nzx) — cos((n + 1)x) Wollram 5 gin (2) sin (n:c + g) ,

tedy
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Situace se zjednodusi pro nékteré hodnoty x. Pro z = 2km, k € Z dostavame soucet nul, tedy rada
konverguje. Pro x = 2km + 7, k € Z dostavame
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coz diverguje. Pro zbylé hodnoty pouzijeme podilové kritérium, které dava
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Druhy clen se v limité chova jako 1, takze se zaméfime pouze na prvni. Je jasné, ze Vx které jsme ne-
vysetfovali vys nebude existovat n takové, ze sin (na: + %) = 0. To plati diky tomu, Ze k7 je iracionalni
¢islo a tedy “nikdy neobejdeme cely kruh”. Ale Vx najdeme n tak, ze sin (mc + %) < €, protoze jde
udélat libovolné pfesnou aproximaci iracionalniho ¢isla. Takova n budou libovolné velka, prislusejici
libovolné pfesné aproximaci. Citatel zlomku bude v tomto pifpadé néco daleko od nulyﬂ protoze

sin ((n + 1)z + g) = sin (na: + g) cos(x) + cos (mc + g) sin(x) = sin(x).
—_———— —_————
<e blizko £1, protoze nz+§~km

Muzeme tedy najit n takové, zZe ¢len se bude chovat jako %, coz muze byt libovolné velké. Proto si
myslim, Ze pro jind x fada absolutné konvergovat taky nebude.

1Pokud fixujeme z, je sin(z) prosté konstanta. Tedy pokud dokdzeme podlézt libovolné e, miize byt podil libovolné velky.
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