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Reseni domaciho tkolu 2

1. Najdéte supremum mnoziny

v Q, pokud existuje.

(1 bod)

Zacnéme vyjadfenim i-tého ¢lenu prislusné mnoziny
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Druhy ¢len je rostouci funkci ¢ a prvni ¢len je konstantni a je to hledané supremum. Abychom to

ukézali, predpokladejme, Ze sup{M} = g —e< g = 0.5. V takovém piipadé dostaneme spor, protoze

takové nové supremum musi mit na néjaké pozici ¢islici mensi nez 5. Nazvéme nejmensi takovou ¢islici

k. Potom ale k-ty clen M je nutné vétsi, protoze ma na k-té pozici ¢islici 5.

Zéaroven ale M neobsahuje Cleny vétsi nez %, protoze Vi € N : —9_10% < 0. Skutec¢né tedy dostavame

< MY =2

sup{M} = §.

2. Najdéte supremum, infimum, maximum a minimum mnoziny
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v R, pokud existuje. Vysledky zduvodnéte.
(2 body)

Zacnéme analyzou hodnot, kterych mize zlomek nabyvat. Protoze ¢ > 1, plati

r P _P_
p+q p+l p
tedy vSechny ¢leny mnoziny jsou mensi nez jedna. Zaroven protoze p,q > 0, vSechny ¢leny jsou kladné,
tedy
YVaoe N: 0<a<l.

Zac¢néme diskuzi spodnich odhadt, tedy minima a infima. Cleny jde upravit na

p__pta-a_, 4 1)
p+q p+q p+gq
Druhy ¢len je klesajici fci funkci p, jak jde ukazat pomoci
P p+1
ptq pt+l+q’
pp+1+q) <(+1p+aq),
p*+p+ap <p®+1+4q+pg,
0<1.
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Tedy minimum dostaneme (pokud existuje) pro p = 1. Pokud se podivdme na ptivodni vyraz zjistime, ze
je klesajici fcﬂ q, tedy maximum nastane pro nejvétsi hodnotu ¢, kterou j(ﬂq = 5, protoze ¢ € {1,...5}.
Tedy
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Protoze minimum existuje, je to zaroven infimum, tedy inf(N) = min(N).

min(N)

Horni hranice se bude délat podobné. Uz vime, ze vSechny ¢leny jdou odhadnout shora jednotkou. Plati
tedy sup(IN) < 1. Uvazujme pro spor sup(N) = 1 — € pro n&jaké € > 0, tedy tvrdime

P, 4
p+q p+q

VpeN, ge{l,...5}:1—¢e>

To je ale spor, protoze odtud plyne
q
e ——.
p+q
Pokud ale uvazujeme fixni g, mtze prava strana byt libovolné mald a tedy porusit nerovnost pro
libovolné € > 0. Skutecné, napt. pro ¢ = 1 dostaneme rovnost pr
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a pro vétsi p uz nerovnost neplati. Skute¢né napt. pro p = % dostaneme

1 e
p+1 141 1+

< €.

Odtud plyne, ze horni odhad mnoziny nejde snizit o libovolné € > 0, tedy nejmensi horni zavorou
je jednotka a tedy sup(N) = 1. To je hodnota, kterou ale nemé zadny z ¢leni N a to napovida, ze
maximum nebude existovat. To je vskutku pravda, jak je vidét z prepisu

P _,_ 4
pP+q pPta

Se zvétsujicim p éleny rostou a tedy neexistuje p, pro které by mél élen maximalni velikost. Clen
prislusejici p + 1 bude vzdy vétsi (pro dané q).

1To je vidét z (1), protoZe na pravé strané po zaméné p <> q dostaneme piesné vyraz, jehoz monotonii jsme pravé zkoumali.

2Pokud by ¢ bylo pfirozené, minimum nebude existovat.

3Tohle nemusi opét byt piirozené &slo, ale to neni pro diskuzi podstatné. Prosté najdeme pfirozené &islo vétsi nez je tahle
hranice.
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