Jak urc¢it 7 na 10! desetinnych mist

Nasledujici text mél byt bonusovy domaci tikol, ale vzhledem k mnozstvi nezajimavé mechanické prace
a tomu, ze jedinou zajimavosti je Taylor arctan jsem pripravil jiny.
Jste trosecnik na ostrové, mate pouze papir a tuzku. Vase preziti zdlezi jediné na tom, jak si Vas ob-

libi mistni domorody kmen lidozravych matematikofilii. Pokuste se tedy zachranit si zivot svou schopnosti
spocitat m na mnoho desetinnych mist.

1.

Uvédomte si, ze

s
tan <7> =1.
4

7 = 4arctan(1).

Odtud vyjadrete 7.

. Druha strana se da vnimat jako funkce, ktera je akorat vycislena v o = 1. Pomoci Taylorova rozvoje

v nule tak napiste fadu, jejiz soucet konverguje k . Odhadné velikost chyby, pokud sectete pouze k
¢lenti. Konkrétné sectéte prvni 3 Cleny a tak odhadnéte 7

Budeme tedy minuly vztah vnimat jako fci

7(z) = 4arctan(z).

Spocteme Taylortiv rozvoj v nule pomoci

arctan(z) = arctan(x) arctan(0) = 0,

arctan’(z) = (1 + 2?)~! arctan’(0) = 1,
arctan® (z) = —2z(1 + 2%) 2 arctan® (0) = 0,
arctan® (z) = 2(32%2 — 1)(1 + 2%) 73 arctan® (0) = —2,
arctan® (z) = —24x(2? — 1)(1 4 2?)~* arctan® (0) = 0,
arctan® (z) = 24(52* — 1022 +1)(1 + 22)° arctan® (0) = 4!,
arctan'® (z) = —2402(3z* — 1022 + 3)(1 + 2%)~¢ arctan'® (0) = 0,

coz se zda jako hodné price na to, Zze mame jen prvni ¢len. Jde ale pouzit trik, protoze prvni derivace
jde vnimat jako soucet geometrické rady

4

T
m'(x) = T2

=4(1 — 22 + 2t — 2% + o(z"))

Odtud uZ jde snadno urcit vSechny vyssi derivace. Je dulezité zminit, Ze tohle plati jen na |z| < 1, jinak
totiz geometricka fada diverguje. Obecné je tieba byt opatrny, protoze derivace a soucet nekonecné
fady jsou oba limitni procesy, které ne nutné komutuji. Uvazujte napfiklad

k k

0= lim lim — # lim lim — = oo.
k—oo0 l—oo [ l—00 k—00

Zde je ale vSechno ok, protoze fady jde vzdy v mezikroku secist a tak se jednoho limitniho procesu

zbavit. FExistuji kritéria, kterda ndm dovoluji prohazovat limitni procesy v obecnych pfipadech, ale témi

se nebudeme tady zabyvat.



Cviceni z matematické analyzy 1 https://kam.mff.cuni.cz/ sychrovsky/MA1_2022/analyza_1.html

Tedy
3 5

T = 4o — 4% + 4% + o(x%).

Pokud se¢teme pouze prvnich k£ ¢lend, bude mit chyba tvar

7T(k+1)(c) k+1

7,0 _
B @) = e
coz v nasem pripadé je
RQ’O(CE) _ 1 _9600(3 —10c? + 3ct) sy
(k+1)! (1+¢2)8

Pokud bychom pouzili napf. Wolfram, zjistili bychom, Ze dand fce ma maximalni absolutni hodnotu (v
tombhle pfipadé jde o minimum) v ¢ & 0.23 rovnou ~ —402, tedy maximalni chyba bude = % ~ 0.56.

Prvni tii ¢leny nam konkrétné daji odhad]
4 4

(1) =4— 5+ =346

Nas odhad je tedy v ramci chyby spravné, ale neni nic extra.

3. Tahle fada ale konverguje relativné pomalu, protoze ¢leny klesaji jako ~ 711 Vsimneme si ale, ze pokud
|z| < 1, budou ¢leny tlumeny exponencialné. Radi bychom tedy vyjadfili pomoci néjakého ¢lenu bliz

k 1. To samoziejmé jde udélat napiiklad pomoci §. Ukazte, s jakym exponencialnim faktorem klesa

tato fada. Sectéte prvni 3 ¢leny a odhadnéte tak 7.

Platl
¢ ( )
5 \/g

Odtud tedy pouzitim vyse spocteného Taylorova polynomu pro arctan mame

1 1 1
T6|(—=— +
<\/§ 32V/3 5-32\/3)

coz je daleko lepsi odhad.

‘Wolfram

~"" 3.1562,

4. Tohle ndm pofad nestaci, ale bliz se k z = 0 pomoci stfedoskolskych znalosti hodnot goniometrickych
nedostaneme. Pouceni je ale jasné, Taylortiv polynom méa mensi chybu, pokud je zkoumana hodnota

bliz bodu rozvoje. Protoze 7 — & < &, mohlo by jit dosdhnout mensi chyby tak, Ze udélame rozvoj
kolem % a vycislite ho v x = 1. To se ndm vSak nechce délat, protoze by se nam v polynomu vyskytly

dalsi ¢leny, se kterymi se nebude pocitat moc dobte. Zkuste vysvétlit, pro¢ se objevi tyto nové cleny
pri rozvoji kolem % a ne kolem 0.

Protoze arctah je licha fce, budou vSechny jeji sudé derivace v nule kladné. To dava smysl, protoze
Taylor se vlastné snazi aproximovat fci polynomem a pro sudé mocniny je polynom sudy, tedy nejmenéi

chyba bude, pokud v rozvoji ten ¥ad nebude.
Pro predstavu si zkuste “pfilozit parabolu na lichou fci”. Jakékoliv pfiblizeni na jedné strané od bodu
rozvoje Vas vzdali na druhé strané.

5. Mensi argument jde ziskat tak, ze pouzijeme souctovy vzorec pro arctan, ktery jde odvodit pomoci
souctovych vzorctl pro goniometrické.

arctan(x) + arctan(y) = arctan < Tty ) .
1—azy

1Bod ¢ z odhadu chyby muze lezet kdekoliv na intervalu mezi bodem, kde rozvoj délame a vyhodnocujeme. V nasem piipadé
nejhorsi moznost nastane v x = 1, protoze tam ma Sesta derivace nejvétsi hodnotu
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Pouzijte tento vzorec pro x = % ay = % a dostanete Euleriiv vzorec pro vypocet w. Pomoci prvnich

tfech ¢lentt odhadnéte velikost .

Pro zadana x,y dostavame

tan [ & + arct L t 3t
arctan { — arctan ( — = arctan
2 3 1-—

coz pomoci dvou Taylorovych rozvoju dava

1 1 1 1 1 1 Wolfram
gt ot N L ) Welltam g s
4 (2 3-23+5~25>Jr (3 3~33+5~35>

W=

) = arctan(1l) = %,

o=

6. Pouze pro predstavu stoji za zminku, ze tento vzorec jde aplikovat opakované a tim dostavat mensi
argument a tedy rychlejsi konvergenci. Naptiklad jde ziskat

s 1 1
— = 4arctan [ — | — arctan .
4 5 239

Pomoci tohoto vzorce urcil v r. 1706 John Machin 7 na 100 desetinnych mist.

V roce 2002 pouzil prof. Yasumasa Kanada verze

y

{

1 1 1 1
1= 12 arctan <49> + 32 arctan <57> — Sarctan (239) + 12 arctan <110443>

1 1 1 1
T 44 arctan | —— | + 7arctan | —— | — 12arctan | — | + 24 arctan | ———
4 57 239 682 12943

aby ur¢il 7 na ~ 10'3 desetinngch mist.

a

Pro ilustraci rychlosti konvergence se miizete podivat na Obréazek 1. Chyba skute¢né klesd exponen-
cidlné s mnozstvim sectenych ¢lent a je vidét, ze posledni formulka klesd nejrychleji a proto je jisté
nejlepsi. Pramér poslednich dvou méa dokonce tak malou chybu, Ze po secteni prvnich péti ¢leni pretece
double precision.
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Obrézek 1: Chyba vypocéteného m pomoci vzorct vyse po secteni k ¢lent pfislusnych rozvoju.
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