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ReSeni cvic¢eni 9: Taylortiv rozvoj
Piimé rozvoje
Vyjadrete Taylortuv polynom nasledujicich funkci v bodé zy pro a € R do druhého fadu

2

(a) e*", x9=0, (c) e*sin(x), a9 =0, (e) V1+ax, =0,
(b) In(1+ 2?), x0=0, (d) e**, x9=0, (f) Vx, x9=1

Postupujeme prosté tak, ze funkci neustale derivujeme a vyhodnocujeme tuto derivaci v prislusném bodé.

(a)

fz) =¢€" (z0) = 1,
fl() =22¢”  f'(x0) =0,
fa)y=2" [T =2

Tedy
Ty =1+ 22 + o(2?).

Vsimnéme si, Ze protoZe je funkce sudd, musi vSechny liché ¢leny rozvoje byt nulové a to ndm i vyslo.

Tento rozvoj je tedy platny i do 3tiho fadu. Dale si jde vSimnout, Ze jsme dostali prosté rozvoj e¥ pro
2

Y=z

f(2) = (1 +2?)

, 2z f(xo) =0,
F0=1ie /(o) =0,
7 _ 2(1 + 12) — 4a? f”(fvo) =2,
f(z) = W
Tedy
Ty = 2* + o(z?).
()
f(z) = e”sin(z) f(zg) =0,
f(x) = e*sin(z) + €” cos(z) f(xo) =1,
" (x) = 2e” cos(x) f(xo) = 2,
Tedy
Ty = + 2% + o(z?).
(d)
fz) = e (z0) =1,
f'(x) = ae™ f'(@o) = a,
@) =ae  fa) = e,
Tedy .
To=14+ax+ a;'c + o(z?).

Opét nam vysel vlastné rozvoj e”, do kterého jsme akorat “dosadili” az.
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(e)

Tedy L
T2:1+%— &83: + o(2?)
fla) = Ve flzo) =1,
f@=5=  f)=3
fla) = —ha o) =g
Tedy

Pfiblizna hodnota

Spoctéte priblizné a urcete chybu odhadu

(a)

/250, (b) €2, (¢) In(1.2), (d) sin(w —0.2).

Na zacatku vypoctu si situaci zlehéime tak, ze vytkneme nejvétsi &islo typu a® mensi nez 250. To
dava 3% = 243, tedy V250 = /243 + 7 = v/243 i/ 1+ 50 = 3?/ 1+ 50=. Nyni miizeme pouzit Taylorv

rozvoj pro (l—i—x)% kolem z = 0, protoze ﬁ < 1. Tento rozvoj je (bud spo¢teme rukou, nebo pouzijeme
wolfram)

2
(142)5 =142 — = +o(z?).

Pokud pouzijeme jen prvni fad, dostavame hodnotu ¢/1 + ﬁ ~ 14 T715 ~ 1.00576. Chybu uré¢ime
pomoci nasledujiciho fadu. My ale nezndme hodnotu ¢ a proto chybu odhadneme a zvolime ¢ tak, aby
byla co nejvétsi. Druha derivace nasi funkce je

1\ 4
((1"‘95)5) = _m,

coz je v abosultni hodnotdﬂ nejvétsi pro z = 0, tedy volime i ¢ = 0. Tam je chyba

41 7\?
Ry= oo (o - 243) ~ 0.00007.

Dostavame tedy v/250 = 3(1.00576 +0.00007) = 3.0173 £ 0.0002. Spravné hodnotje ~ 3.01709, tedy
v ramci chyby.

1Zbytek jsme definovali jako Ry, = f — T),. Znaménko nam tedy Fika, jestli je odhad vétsi ¢i mensi, ale zde nas zajima jeho
velikost.
2Neboli to, co spoéital pocita¢ obdobnym postupem, ale do vyssiho fadu.
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(b)

Znéme rozvoj exponencialy a tedy pfimocafe do prvniho fadu dostavame

22
e’ = 1+x+§+0(z2),
coz pro x = 2 déva do prvniho fadu e? = 3. Chyba takového odhadu je ale zavisla na e®, protoze
exponenciala je sama svoji derivaci. Jak je vidét, je tfeba chybu odhadnout jinak a to pomoci souctu
zbytku fady jako to bylo v prvnim bonusovém DU. Poznamenejme ale, ze €2 ~ 7.389, tedy chyba
naseho odhadu je dost velkd. Cleny fady totiz pro x = 2 klesaji pomérné pomalu.

Pouzijeme fadu In(1 + z) = x — w—; + o(z?). Do prvniho ¥4du opét mame In(1.2) = 0.2. Chybu uréime

z nasledjiciho radu, kde vime
1

(1+2)*
tedy nejvetsi piispévek dostaneme pro ¢ = 0, coz dava chybu

(In(1 +2))" = —

1
Ry = (0.2)* ~ 0.02.

Pfesna hodnota je In(1.2) ~ 0.182, tedy v ramci chyby méame vysledek dobfe.

Zde lze s vyhodou vyuzit bud séitaci vzorec, nebo pfimo geometrickou intuiici, ktera ¥ikd sin(w —0.2) =
sin(0.2). Nyni pouZijeme Taylora pro sinus kolem nuly a do prvni fd4du mame sin(0.2) = 0.2. Chybu
ur¢ime pomoci

(sin(x))"” = —sin(x),

coz maximalizuje na [0, 0.2] pravé ¢ = 0.2
1
Ry =5in(0.2) ; (0.2)% ~ 0.004.

Tady jsem podvadél, protoze opét nam zbytek zavisi na samotném sin(x), ktery se snazime urcit. Je
ale vidét, ze Ry < sin(0.2) a tedy 0.2 se zda jako rozumny odhad, protoZze chyba jde odhadnout ze
samotného odhadu sin(0.2). Skuteénd hodnota je sin(0.2) ~~ 0.1987.

Vnofeni rad

Spoététe pouze pomoci sklddani/nasobeni nekoneénych fad zakladnich funkei z uziteénych vztaht rozvoje
funkci v bodé xg = 0 do tretiho radu

(a)

e’ sin(x), (b) sin(sin(x)).

Znéme rozvoje piislusnych funkci a chceme celkovy rozvoj. Rady do sebe tedy “dosadime” a snazime se
postupné najiv vSechny ¢leny fadu =™ a postupovat do kyzeného n. Zde chceme n = 3 a tedy rovnou budeme
vie vyssiho fadu strkat do o(x3)

(a)

(b)

e’ sin(x) = 1+l‘+£2+£3+0($3) x—x—3+0(w4) =+ 2% 423 - + o(z?)
B 2 3 3! B 2 3 '

3 5
o 23 s (m - ’gj’ + 0(x4)) (ac - ’fj + 0(m4))
sin(sin(z)) = (:v T + o(x )) - 3 + =] =
57 +o(at) o)
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Limity

Spo¢téte nasledujici limity pro a € R

cos(x)— 22 : - l‘)
(a) limg_o % (d) limg oo 2t ((‘,()S () —e =2 ),
(b) lim,_,o &+ =2,
(c) lim,_,o =20 : hi“(‘fllv’l:'l:('rﬂ)a (e) lim,_q 5o 7':; —
(a)
2 1 z> z* 5 1 z? 4
. cos(x) =14+ % ) (_ﬁ""ﬂ‘*‘o(x))_ +3 . L4 o(2°)
lim —————= = lim = lim =—~ =
z—0 4 x—0 £E4 x—0 1:4
. o(zP) 1
gt Ta
Tohle se vétsinou vynechéava.
(b)
. a®+a T -9 ) 6ln(a)x +e~ In(a)z __ 2
lim ————— = lim =
x—0 3;‘2 x—0 ;172
2 2
(1 + In(a)x + % + 0(3:2)) + (1 —In(a)z + % + o(xQ)) -2
lim 5 =
z—0 x
_(In(a)r)® +o(2?) _ 2
Ty SR ~ (In(a))2.
(c)
i € S0(@) — @+ 1) 8@ | v4a?+2% (35— 3) +o(@®) —ax(z+1) (o) _t
z—0 1‘3 z—0 !ES 2 3! 3
(d) Taylora v nekoneénu délat neumime, ale stejné ndm mize pomoct trik - udélame substituci x = % a
pouZijeme znamé rozvoje
’y2
1 1 3 —e
lim z* (cos () — e_zae2> = lim C%(y)7462 =
T—00 x y—0+ Y
2 4 1 2\ 2 4
i 1_g!+%_(_%+2'(_y2)>+0(y) y Yo goh) 11 1
11m = lim = — - — = ——
y—0+ y* y—0+ y* 41 8 12
(e)
x? 22
e ez 1 — A, : L =
7202t — et =1 an0g (1 g ) - <1+2x+(2ﬁ) )—1+0(x2)
2
lim - =1

=0 2 _ —(2;!)2 + o(x?)

(f) Jde o limitu posloupnosti, ktera je ndm jiz dobfe zndma. Zde ji vyfesime na dvou Fadcich.

Nejprve feknéme, ze podle Heineho véty je mozné toto vnimat jako limitu funkce a pokud ta existuje,
je nutné rovna limité posloupnosti.
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Chtéli bychom pouzit Taylortuv rozvoj, ale ten nejde délat v nekonecnu. Pouzijeme tedy uz zminény

pfevod proménnych n = % To ndm umozni psat

1 aylor
lim n(vn?+2n—2vn2 +n+n) = lim —(VIT+2z-2/T+a+1) L
n— oo —0t T

x

1 2 42 2 1 212 1
lim 1+x_x_2(1+;_9;)+1+0<x2>] ~ lim (_Mo(mz)) -

Motivace z fyziky

Kineticka energie je v teorii relativity dana jako

- 2
K = — — moc”,
kde mq = const. je hmotnost Castice, v jeji rychlost a ¢ = const. rychlost svétla. Pro pomalé ¢astice, tedy
" N . . = 2 - v o
v < ¢ by se méla tato veli¢ina redukovat na jeji klasickou podobu K = %mv“. Presvédcte se, ze to tak

opravdu je a urcete prvni relativistickou opravu k této limité.
Nejprve musime vzorec upravit, protoze rozvoj déldme v malém ale bezrozmérném parametru & < 1,
ktery oznac¢ime x. Proto

1 1+x2+3m4+(5)
—_— = — + — +o(=°).
V1—2? 2 8

To zpétné dosadime do vzorce pro kinetickou energii

e [ 2 2 o ((2))]

1 9 n 3 ot n ( v ) 5
—mov —mo— o - .
2 8 ¢ c
——
Klasicka kineticka energie  Prvni relativisticka oprava

Je tedy vidét, Ze pro pomalu letici ¢astice bude hlavnim pfipévkem ¢ast, kterou pozorovali lidé uz predtim.
To samoziejmé dava dobry smysl, protoze pokud ma teorie néjakou ¢ast poznani rozsitovat, musi v limitach
kdy dobte fungovala pfedchozi teorie pfechézet pravé na ni.
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