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Cviceni 8: Prubéh funkce

Extrémy

Najdéte extrémy funkci pouze pomoci kalkulacky

(a)

2sin(2x) 4 22 na [0, 4], (b) x%e~® na R.

Nasledujici postup se muze zdat “prilis slozity”. Samoziejmé by $lo si pfislusné funkce vykreslit v néjakém
softwaru a dostat odpovéd velice rychle, ale je dobré postupu rozumét a umét se v ném orientovat. Casem
Véas mozna budou zajimat extrémy mnohadimenzionalnich funkci, které neptijdou snadno znazornit a bude
tfeba se uchylit k tomuto postupu.

(a)

y = 2sin(2z) + 2z na [0, 4]
Nejprve spocteme derivaci, kterou polozime nule. Vime, ze kde derivace existuje, tam muze byt lokalni
maximum pouze pokud je derivace nulova

1
y' =4cos(2x) + 2 =0 & cos(2z) = —5

Reseni této rovnice je z = +% + kr. Na nasem intervalu je to x = 5 a x = %”. Témto extrémim
odpovidaji funkéni hodnoty y (g) =3+ 2% ~38ay (4{) =3+ 4?” ~ 2.46.

Zbyva nam tedy vyftesit krajni hodnoty a hodnoty, kde derivace neexistuje. Rovnou vidime, Ze na
zkoumaném intervalu existuje derivace vSude. Budeme se tedy zajimat pouze o krajni body, kde

y(0) =0,

y(4) = 2sin(8) + 8 ~ 9.98.
Lokalni extrémy uvnitf intervalu tedy nejsou maxima/minima na daném intervalu a jsou jimi krajni
body.
z%2e~" na R

Opét jako prvni krok spoc¢teme derivaci a budeme studovat jeji nulovost

Yy =2ze " —2%e " =0s (2—2)re " =0.
Odtud jsou rovnou vidét kofeny z = 0 a x = 2. Staci v nich spocitat prislusné hodnoty

y(0) =0,
y(2) ~ 0.54.

2

Derivace opét existuje vSude, takze staci zkoumat limity v “krajnich bodech”, tedy v nekonec¢nech. V
tomto pfipadé jsou primitivni

lim z%e™® =0,
Tr—r0o0

2 —x

lim z%e™* = 0.
Tr—r— 00

Minimum je tedy v £ = 0 a maximum neexistuje.
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Priabéh

Nactrnéte grafy nasledujicich funkci

(a) ¥(1) (c) e . . (e) arctan <: i)
(b) e, (d) Va2 - 2, ) 1—az+

Postup je vzdy stejny

e Spocteme derivaci a polozime ji rovnou nule, ¢imz najdeme extrémy, kde derivace existuje.
e Pomoci druhé derivace urc¢ime, jde-li o maximum, minimum, ¢i “konstantni plato”.

e Dopocteme limity tam, kde derivace neexistuje a v nekonecnech.

e Vse poskldddme a nacrtneme graf.

(a) y = sin(x)

x

oy = M — S”;c# 0 & = = tan(x). To neumime vyjadfit pfesné, nicméné je vidét, Ze FeSeni

bude nekonecne mnoho. Taky je vidét, ze velikost derivace klesa se zvétsujici se absolutni hodnotou
x, tedy se “vInéni funkce zmensuje”.

2 o
—2 2 Lo o . oL
oy = - )Sm(fg)Jr zcos(@) 0% ndm moc nepomiize. Je ale vidét, e v nule se blizi k néemu

zédpornému = v nule je ostré maximum.

e Funkce neni dobfe definovand v x = 0. Tam uz ale limitu dobfe zndme

m S2@
T—+oo x

i S@) _
x—0 x

Funkce je vlastné sin tlumeny %, takze tvar neptrekvapi

10 \N-5 J 5 / 0

Obrazek 1: Piiklad (a).
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(b) y=e""

o y = —2xe”

x

* =0« 2 = 0. Mame tedy jediny extrém v nule.

o v = —2¢7%" 4 4x2e=*". Vyéileno v nule y"(0) = =2 > 0, tedy jde o maximum.

[ ]
"2
lim e * =0.
r—+o0
Funkce tedy vypada jako takovy hrb symetricky rozlozeny kolem x = 0. Je to tkz. Gaussova funkce
a je extrémné dilezitd v mnoha oblastech. V jistém smyslu je to ta “nejzakladnéjsi” funkce.
1.0
FII 1.8
)b
)4
)2
Obrazek 2: Priklad (b).
2241
() y=e=*t
4 2241
oy = —ﬁewhl . Derivace je tedy nulova v nule a neexistuje vz = +1.
4 2 2241
oy = %eﬁfl, coz je v.x = 0 zaporné, tedy v nule je lokdlni maximum.

e Limity v nekone¢nech jsou snadné. Pro limity k +1 pouzijeme rozklad

. z241

lim e«*-1 =e,
r—+o0

. 1+ —2—
lim e "«2-1,
r—+1

Je vidét, ze druha limita neexistuje. Pokud se k napf. 1 blizime z kladnych hodnot, pak jde
exponent k nekonecnu. Pokud ale jdeme smérem od nuly, je exponent zaporny a jde k minus

nekonec¢nu
. 14+ —=2
lim e ta21 = 00,
r—+1+
. 14+ —2
lim 7221 = 0.
r—+1—

Odtud uz jde snadno posklddat, jak ma funkce vypadat.
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Obrazek 3: Priklad (c).

(d) y= Va2 - Z

1

oy = %m_§ + 272 > 0. Funkce je dobfe definovand jen pro z > 0, kde jsou oba ¢leny kladné a
tedy je funkce rostouci.

_3
2

z
ey’ = —42°42T Ty nam ale mnoho nefekne krom toho, ze je vidy zaporna. Funkce je tedy
18232
konkavni.

e Prislusné limity jsou opét snadné

: 2
lim Va2 - —
xT—r00 \/5

I
3

Tedy dostavame

Obrazek 4: Priklad (d).

— +1
(e) y = arctan (;Tl)

oy = —m%ﬂ < 0, tedy funkce je klesajici vsude.

oy = (122%)2, tedy funkce je konvexni pro x > 0 a konk4vni pro z < 0.

e Funkce neni dobfe definovana pro x = 1, takze spo¢teme limitu i tam. K tomu si ji opét rozepiseme

T—r 00

1
lirf arctan <x+1> = arctan(1) = %,

2
lim arctan (1 + ) .

rx—1 rz—1
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Opét vidime, ze druha limita neexistuje, protoze

2
lim arctan (1 + ) = g7

rz—1t r—1

2 T
li t 1 =——.
mir?arcan< +x—1> 2

Odtud uz snadno naértneme

Obrazek 5: Piiklad (e).

23
(f)y:1—$+ 34z

3\3
315 ) - (2249 . . . , . . .
oy =—1+ % Funkce je opét dobre definovana pouze pro x > 0, kde je derivace vzdy

zaporna. To je vidét z toho, ze y'(0) = —1 a y'(z — oo0) = 0. Zarovenn pokud by existovalo z
takové, ze y'(z) = 0, pak

20t \? 23 \° 48 2
<2x—|—9> <3—|—a:> 422 + 36z + 81 27+ 27x + 2722 4 23
4(27 4 272 + 272% + 23) = x(42? + 362 + 81) < 722% 4 272 + 108 = 0,

coz nema realna reseni.
27x

11
[ ] y = —
1y 55 (@ +3)°

> 0, tedy funkce je konvexni.

e Limita v nule je trividlni. V nekone¢nu da trochu vic prace

lim =1,
z—0

3 o g2 32 1
lim = lim 1—x+ 3”3 = lim 14+ = lim 1+ - = —3.

S témito informacemi mtzeme nacértnout graf.
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/

Obrazek 6: Piiklad (f).

Optimalizace

Zameéstnanci

~

Predstavte si, ze jste Feditel(ka) firmy, kterd zaméstnava N lidi. Kazdému zaméstnanci platite 30 000 K¢
meésicné.

(a) Kazdy zaméstnanec vyprodukuje firmé zisk 120 000 K¢ mésiéné. Jaky je optimalni pocet zaméstnancti,
ktery ve firmé mit?

(b) Realisti¢téjsi model je takovy, ve kterém s vét$im pocétem zaméstnanct efektivita celé skupiny neroste
linedrné. To mtize byt zptisobeno tim, Ze je tfeba mézi sebou komunikovat a ¢ekat na vysledky jinych
zaméstnancu. Pouzijeme tedy ptiblizeni, ze vydélek firmy roste s odmocninou po¢tu zaméstnanct, tedy
120 000v/N. Jaky je optimélni pocet zaméstnancti?

(c) Méate moznost najmou zkuseného managera, ktery zvysi efektivitu zbytku zaméstnanci. Manager tvrdi,
ze je schopen docilit vydélku 120 000 N%., ale bude Vas stat dalsich 200 000 K¢ mési¢né. Vyplati se
takového managera najmout, pokud mtzete rovnou najmout podle potieby i dalsi zaméstnance?

(a) Zde je situace snadnd. Chceme maximalizovat profit p
p = 120 000N — 30 000N,

coz udélame tak, Ze spoc¢teme jeho derivaci p’ = 120 000 — 30 000 = 90 000 > 0, tedy profit roste s N.
To bylo jasné, protoze kazdy zaméstnanec firmé predstavuje ¢isty zisk 90 000 K&. Je tedy dobré mit
téchto zaméstnanct co nejvic.

(b) Zde je situace zajimavéjsi. Profit spo¢teme podle
p = 120 000N — 30 000N,
tedy p’ = 1220—\/%)0 — 30 000. Extrém bude tam, kde 0 = p' = \/Lﬁ = 1, neboli N = 4. To, Ze jde o
maximum muzeme zjistit pomoci druhé derivace. Profit v tomto maximu tedy je p = 120 000.

(c) Manager zjevné zvysi produktivitu zbytku, ale je pomérné drahy pro nasi reltivné malou firmu.
Spoctéme optiméalni pocet zaméstnanci s managerem

p =120 000N % — 30 000N — 200 000,

neboli p’ = %120 000N~35 — 30 000. Najdeme opét maximum pomoci p’ = 0, coz vede na N =

288
25

by se dalo ovéfit pomoci druhé derivace). Pokud nyni vyjadiime jeho hornotu, dostaneme p ~ —21536
K¢ mési¢né. Neboli budeme penize prodélavat. Efekt, ktery manager nabizi se stava podstatnym teprve
pokud N > 1, tedy pro velké firmy, kde zaroven plati lépe pfibliZeni z (b).

\/g ~ 9. Pokud tedy rozsifime firmu na 9 zaméstnancii + managera, bude profit maximalni (opé&t
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Politika

Jste politikem, ktery ma ridit zemi v pribéhu virové pandemie. Virus se rychle s$ifi populaci, coz Vasi predni
poradci modeluji pomoci funkce
oI 1
1= — = ———F7"—""%v,
N 1+ e—B(t=5)’
kde I je pocet infikovanych lidi, N celkovy pocet lidi v zemi, ¢ je ¢as od propuknuti epidemie v Zcmﬂ méfeny
v mésicich a § je parametr. Pomoci zavedeni riznych opatfeni muzete nastavit 5 > 0.

(a) Za kazdého nakazeného budete mit vydaje za pé¢i v nemocnicich ve vysi Z. Pfisnéjsi opatieni vSak
omezi lidem moznost pracovat a tak stat ziskd na danich pouze % kde D je obnos, ktery by
normalné stat vydélal za ptl roku. Jak optimalné nastavit 3, aby stat vydélal za pil roku po propuknuti
epidemie co nejvic? Staci vyjadrit prislusnou rovnici, ze které dostanete optiméalni hodnoty. Na dosazeni
a dopocitani mate lidi.

(b) Za ptl roku budou téz volby, které chcete vyhrat. Vasi poradci tvrdi, Ze vysoky pocet nakaZenych se
negativné projevi na Vasich preferencich, coz kvantifikuji pomoci I. Zaroven ale prilis tvrda opatfeni
téz nedoporucuji, protoze ta se v jejich modelu projevi pomoci 3. Jak optimalné nastavit ptisnost
opatteni, abyste maximalizovali svoje Sance na vyhru ve volbach? V téchto dilezitych vécech svym
lidem nevétite a vysledky si chcete ovérit sami.

Funkce, kterou uvazujeme pro modelovani budouciho po¢tu nakaZenych je tkz. logistickda funkce a je
skutecné dobrym pfiblizenim v situaci, kdy neuvazujeme, Ze by se lidi mohli vylécit.

(a) Zajima nés situace za pul rokLﬂ tedy t = 6. V takové situaci chceme maximalizovat profit

D D ZN

:—1—"_52 —ZI(t:G): 1+52 — 1—|—6_5.

b

Odtud spocteme derivaci podle 3, coz je parametr ve kterém chceme optimalizaci délat.

dp 26D ZNe B

A8~ (14822 (1+e P2

(b) Chceme minimalizovat odpor o k nam, tedy

3 1
:IQ == .
o=l T E T Ty P

Pokud nyni provedeme derivaci

o_ 7 10y
ds (1+eP)? ’

Odpor tedy rosté s tvrdosti opatieni. Proto je vidét, Ze se vyplati nastavit opatfeni co nejmensi, tedy
B = 0. Vsimnéme si, ze pro ZN > 0 je pro 8 = 0 derivace profitu zdporna, tedy s vyssimi opatfenimi
klesa i profit. Je tedy mozné, ze § = 0 taky maximalizuje profit a pokud bychom si obrazek nechali

vykreslit, tak tomu opravdu je

Oba optimaliza¢ni problémy neumime vyfesit pfimo. Pokud bychom ale znali vSechny pouzité konstanty,
mohli bychom pouzit jednu z mnoha metod hledani kofenti neliedrnich rovnic, kterou nabizi fada rtiznych
softwart.

ITechnicky tohle neni pravda. V tomhle modelu zac¢ala epidemie pred nekoneéné dlouhou dobou, jak je vidét z limity. To ale
budeme ignorovat a budeme véfit, ze tohle je vazné dobra formulka pro modelovani poctu nakazenych za ¢t mésici.
2Uréité by bylo zajimavé studovat néco jako celkovy pocet nakazenych béhem onoho piil roku, ale zatim neumime integrovat. ..
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Plechovka

Vasim tkolem je navrhnout plechovku, kterou mé pouzit nova znacka preslazeného bublinkového napoje.
Plechovka musi mit valcovity tvar a objem 0.3] = 3x10~%*m?3. Stény plechovky jsou z tenkého hliniku a stoji
1 Clif'z. (}fn‘z Navrhnéte plechovku, ktera bude nejlevnéjsi na
vyrobu s danym objemem.

Znéme vzorec pro objem vélce V = mr?z, kde r je polomér zakladny a z vyska véalce. Plocha jedné

podstavy je 7r? a plocha valce je 27rz. tedy celkova cena je

Podstavy se vyrabi z tlustsiho plechu a stoji 3

c=1x%2mrz+ 3% mwr?.
Mtzeme ménit oba rozméry a tak neni jasné, podle ¢eho derivovat a v ¢em provadét minimalizaci.
Nevyuzili jsme vSak jeSté pozadavek, Ze celkovy objem ma byt fixni. Pouzitim zvorce vys muZzeme vyjadrit
napt. z = %, coz jde dosadit do rovnice pro cenu

\%4 2V
c= 27rr—2 + 372 = == 4 372,
r r

Nyni provedem derivaci podle r a hledame extrém, takze ji polozime rovnu nule

de 2V 3V
— =——+6mr=0=1r=4{/—.
dr r2 3
Lze se snadno presvédcit, ze druha derivace je kladné a jde tedy o minimum ceny.

Odtud jde snadno urcit i optiméalni vysku plechovky dosazenim do vztahu pro objem. Je jasné, Ze jsme
si mohli vybrat i z a provadét optimalizaci v ném. Zkuste si, zZe vysledek bude stejny.
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