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Cviceni 4: Posloupnosti 11
Zahrivaci priklady
Spoctéte nasledujici limity

(a) lim (n — 22) (f) lim 6n' 4302424
n—oo Y 2 Y n— 00 l(]”y"var”"Zil?

(b) lim,, o n!, (—1)"

(g) hlnn%x n2

(¢) lim, o0 (mn + 1019 sin(n!)),
: n? Fon+1
(d) 11]1171—)')& w (h) l““”’ﬁ% V2ni+4n2+42’

() limy, o0 ¥/nl, (i) lim, o0 3”+§::;)”.

(a) lim,—oo(n — 27”) = lim, s, 0 = 0.

n

(b) Protoze méme odhad n! > (%)? ai ten diverguje, bude divergovat i faktorial.

(c¢) Ptimo

i WOgin(n!)) =
nl;n;o( mn + 107" sin(n!)) = co.

o <1010

1+

(d) limy oo 2520 = limy, oo 22120 = 0.

(e) limy, o0 Vn! = lim,_y oo e = 0.

(f) limy, 00 m% = lim,, 0o % = oo.

(g) Pouzijeme odhad —+ < (_nlg)n < L, tedy pomoci Véty o dvou policajtech

(1)

lim =0.
n—oo n
h 1 n2+2n+1 1 1+%+Zlf 1
( ) 1My 00 /72n4+4n2+2 = 1My 00 /72+%+% - ﬁ
(i) Pro licha ¢isla dostavame
lim — =0
n—oo 21 ’
zatimco pro suda
. 23"
lim = o0.

Limita tedy neexistuje.
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Slozit&jsi priklady

Spoctéte nasledujici limity pro k,l € Na §,5 € R

(a) limy, 00 ¢/, (h) limg, 00 ;,i’,z,v
) . n(n+1)—2>7" i JE—
(b) limy, 0 ===, g \nty/nty/n
(c) limy_yoe 2220 ) Ttnmsoe T
n o0 ”/3 b
(d) hlllnax %~ qE< R, (]) hlll,,, > 00 ”(\/”2 +2- y”:} + 1)’

! 6 L 2 N 421 ...
(e) lim,, 7M (k) limy,— oo (%\2“ _ 5)

: 2n°+3
(1) 11111,, *30 cos(mn)?

N T , s g o L, o
(g) limp 007 < VA i 1>» (m) Tim,, o0 2 KO+ 1) + ((>+ —’) +ot ((>+ {n=1)8

2, 5
(f) limy, oo™ W™

(a) lim, o0 ¥/n =lim, et didve ¢

(b) Pomoci sou¢tu fady viz cviceni 2 mame

noo. _—

n—o0o n2 n—o00 n2

=0.

(c) Fece arctan(z) je omezend a tedy trividlng lim,, %ﬁ(m) =0.

(d) Pro |¢| < 1 méame podil typu “% = 0”. Jinak lze pouzit diive dokdzany odhad n! > (g)% a fakt, ze
tento podil je nezaporny

In(24?
- n(2q )nln(n)
n 242 3 n a2 —_—— 5%
0 < lim g < lim <q> — lim 35 = Jim e >0 =0.
n—oo N! n— oo n n—oo n— oo

(e) Vhodné rozsifime jemnovatele

/16 — 1 — /16 — 1 —2 1 1

lim ~——" = lim = lim ——— = T
n— oo 1 n— o0 1 1 n—oo 1
1614 (.4/16—5—2)(416—E+2) (416—5+2>
(£) liysoo n it = limy_y o elEHRD)M) iy AT _ o5,
(g) Onacme {/1+ 2{/1+ 2 =: qa(k,l). Potom
: . ak(k,1) -1
i nak, D) = 1) = m n o e 2k )+ s ah D)’

k
kde a*(k,1) — 1 = (1 + %)l (1 + g) —1= % + ..., kde ¢leny ... obsahuji ve jmenovateli n? a vic,

které se v limité neprojevi. Déle je vidét, ze lim, o a(k,l) = 1 a ve jmenovateli je takovych ¢lent

pravé kl — 1, tedy
. K d B 0+ p
nlgn;o”<\/”n\/”nl> S
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odhadnout 2 nd+n, < 3n+" . Odtud lim,, 7;7% =0.

(h) UZ vime, ze faktorlal roste rychleji nez polynom libovolného fadu i libovolna exponenciala. Proto staci

(1)

n—I— n—|—

TNRY Rt VAL VA
n—)oo n—oo n+1 -
fr-d
-t

(n+2°-(*+1)?

5—1i

hmn\/n2—|—2—\/n3—|—1—hmn -
nee 30 (2 +2)5(nd 4+ 1)7F
6n4—2n3+12n+7

. nd+6nt+12n+8—nf—2n3 -1
lim n 5 i 51 = lim n N
n—o0 Zi:o(”2+2)§(n3+1) 3 n—oo n522 0(1+ ) (1+n73) 3
(k)
. 1424+-+n n ) nn+1) n nn+1) —n(n+2) 1
lm | ———— =)= lim ( ——— — =] = lim =——.
n— o0 n+2 2 n—oo \ 2n+4 2 n— o0 2n+4 2

(1) Citatel diverguje, ale jmenovatel je vlastné (—1)", takze limita neexistuje

(m)
i (50 2) (5 2) 4o (54 22
lim1(n5+5(1+2+-~-+(n—1))>:

<n5+5"<"_1)) = lim (5+5(”_n1)> S

n—oo N
2 n—00

B
.

o1
lim —
n—oo N
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Rekurentni posloupnosti

Najdéte limity posloupnosti zadanych jako a,+1 = f(an)
i 1 2
(@) a1 =1, any1 =3 ((1,, + ﬁ)’
(b) a1 =1, aps1 =a, + 1,

(¢) a1 =+/¢, apny1 =a,+c  ¢>0.

Kli¢ové v tomto oddilu je si uvédomit, ze lim,, oo @y, = limy, o0 @n41. Pokud tedy existuje lim, o a, =
a € R, pak

(a) Pokud limita existuje, musi pro ni platit a = %(aJr %) & a®> = 2 & a = +v/2. Protoze ¢leny
posloupnosti jsou kladné, je pripustné pouze kladné feseni. Nyni musime ukazat konvergenci, k cemuz
posta¢i monotonie a omezenost ze “spravné strany”. Omezenost plyne z AG nerovnostﬂ

;<a+2)2\/2\[2.

Navic je posloupnost klesajici, protoze
2 1/2—a?
(G/n"’)_an:( an>§07
an 2 an,

(b) Tato posloupnost zjevné diverguje. Je to vidét i z limitniho pfechodu a = a + 1, coz nejde v R splnit.

N =

Ap+1 — Qp =

takze je konvergentni k /2.

(c) Posloupnost je zjevné rostoucim protoieﬂ

an—\/c+\/c+~--—|—\/5.

n—krat

Daéle je ale i omezend, protoze

1 \/1 1 VI+4e
o < LEVIE e \/ g v LV
1+2\/1+4c+1+4c 1+2\/1+4c+1+40740
Sctyfet /e < \/ +y/etHVe<

/ 1 \/1 4 1++v14+4
<:>\/0_|_ +f< + +C @ﬁg%’

coz zjevné plati. Faktor, kterym je posloupnost omezena jsme ziskali tak, Ze jsme chtéli v dalsim kroku
stejnou pravou stranu nerovnice. Horni odhad §(c) tedy musi spliiovat d(c) = 62(c) — ¢ & d(c) =

1++/1+4c
N T
Nyni uZ je trividlni limitu spocitat pomoci a = v/a+c¢ = a = §(c) = Liyitde V;“‘C, protoze nas zajimaji

pouze kladn4 feseni (¢leny posloupnosti jsou kladné).

n

1 n
”HMS; T
1

i=1 i=

2Muizete si zkusit porovnat sousedni éleny a umocnit n-krat.
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