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Reseni cvi¢eni 3: Posloupnosti

Vypocet z definice

Pfimo pomoci definice spoctéte nasledujici limit }H nebo dokazte, zZe neexistuji

(a)
(b)
(c)
(a)

(b)

{132
11
{;fn

=1’

(d) {nl}22,,

(e) { lJlr” }T:|'

{In(n)}2,,

Limita je zjevné 1, protoze pro libovolné a,, médme a — a,, = 0 < € pro vSechna € > 0. Pro libovolné
zadané € nam tedy staci zvolit n = 1, nebo libovolné jiné ptirozené ¢islo.

Je vidét, ze Va, : a, > 0 a posloupnost je klesajici. Limita ale nemtze byt vétsi nez 0, protoze pro
a > 0 bychom mohli najit a,, < a. Zkusme tedy a = 0. Potom pro zadané € > 0 chceme najit n tak,
aby az = + < e. To jisté jde udélat volbou 72 = [1] +5. ProtoZe je poslounost klesajici, bude nerovnost
platit Vn : n > n.

Spojity logaritmus neni shora omezen a tak se da c¢ekat, ze jeho diskrétni podoba bude mit nevlastni
limitu 4+o00. Pro zadané K € R chceme tedy najit 7 tak, Zze az = In(n) > K. Odtud tedy dostédvame,
7e staéi n = |—eK +1]. 7Z monotonie In opét plyne zbytek.

Sta¢i pouzit trividlni odhad n! > n a je vidét, Ze posloupnost bude mit nevlastni limitu +oo. Pro
zadané K lze volit n = K.

Za povsimnuti stoji, Zze v tomhle pfipadé se s opravdu Spatnym odhadem pracuje dobre. Nejde nam
o to odhadnout funkci piesné, kdyZ si mtizeme pomoct, jde s odhadem “plytvat”. Jak Spatny odhad
n! > n je jsme vidéli uz ve cviceni 2, kdy se ndm podatilo odhadnout n! > (g) %, neboli faktoridl roste
rychleji nez libovolny polynom (a ukéze se, Ze i nez libovolnd exponenciala).

Po pfeznaceni n < n + 1 dostavame presné piiklad (b) aZ na prvni ¢len posloupnosti. Ten jde ale
bez problémi odebrat, protoze limita posloupnosti nezalezi na konecném poctu jejich ¢lenti. Jde tedy
prislusné posunout vztah pro n uréeny vys.

oo
Pouzijeme Vétu o dvou policajtech s pomocnymi posloupnostmi {0}22 ; a {H%n} . Pro vSechna n

n=1
plati 0 < ﬁ < 1-%71 a tedy jsou splnény predpoklady véty a i tato posloupnost jde k 0. K urceni n

pouzijeme stejny postup jako vyse, tedy

0—#< = >\/1 1:>~—[i]+1
—1+n2 € n c n = \/E .
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1Napiste pravidla jak volit 7 pro libovolna zadana e, nebo K.
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Typické priklady na triky

Nasledujici priklady Vas maji naucit “trikim” pro pocitani nékterych limit. Kazdy piiklad se vztahuje k
néjakému a nejsou nutné razeny podle obtiznosti
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Nasledujici priklady Vas maji naucit “trikim” pro pocitani nékterych limit. Kazdy ptiklad se vztahuje k
néjakému a nejsou nutné fazeny podle obtiznosti

(a) Staci pouzit odhad —% < w < % a Vétu o dvou policajtech (Utiteéné vztahy bod 5). Dostdvame

lim,, o 220 — g,

(b) ProtoZe sin(z) € [—1, 1], bude vysledek oscilovat a nartistat. Neboli lim,, % neexistuje.
(c) Jak jsme zjistili minule, exponencidla roste rychleji nez polynom a tak stac¢i vhodné rozsitit vyraz a

’ 0
dostaneme vyraz typu 7.

oo 57 + 1002 nobo 14 1022 T T4
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(d) Jak je neni vyraz dobie definovan. Musime tedy udélat tiipravu ve tvaru vhodného rozsiteni, abychom
odstranili problematické odecitani.
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(e) Pouzijeme vybranou podposloupnost n = 2. Zjevné n — oo < k — oo. Odtud

I I ok
lim M = lim 082(2") = lim ﬁ =0.
n—oo n k— oo 2k k—o0 2k

Vsimneme si, ze tohle tvrzeni plati stejné pro jmenovatel typu n™, m € N. Plyne z toho, Ze logaritmus
roste pomaleji nez polynom.

(f) Tahle limita je typu “1°°” na coZ pouzivime exponencializaci. Tedy

. . 1
lim {/n = lim en ™ =¢0 =1,
n— oo n—oo

Coz jsme dostali z minulého ptikladu.
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Vypocdet

Spoctéte limity nasledujicich posloupnosti, nebo ukazte, Ze neexistuji
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(a) Stac¢i vyraz rozsiiit vhodnym doplnénim podle a? — b? = (a — b)(a + b), neboli

n+1—n _ 1
e 7= ST Ay ey ST

Citatel je konstanta a jmenovat je neomezeny a kladny, takze mame vyraz typu “+= L» takze poslounost
jde do 0.

(b) Limita této posloupnosti neexistuje. To je jasné z toho, Ze po sobé néasledujici ¢leny jsou vzdéleny 2.
Tedy nepiijde najic ¢len posloupnosti, od kterého jsou ¢leny vzdaleny od néjakého ¢isla méné jak napft.
e =0.5.

(c) Oproti piedchozimu piikladu se situace méni, protoze pro n > 1 je n! sudé &islo. Proto (—1)"" = 1 pro
n > 1 a tedy az na prvni ¢len, ktery o limitnim chovani nerozhoduje dostdvame piiklad 2(a) a limita
zkoumané posloupnosti je 1.

(d) Pokud si vzpomeneme na jiz zmiriovany vysledek z cviceni 2, ptiklad 3.2 (¢) n! > (%) 2 tak jde udélat

odhad
n! S 1 (n)%> n
— > — (= n
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coz diverguje a tedy diverguje i zkoumané posloupnost. Pouceni tedy zni “faktoridl roste rychleji nez
polynom libovolného Fadu”.

(f) Sinus je funkce omezend a tedy jde ¢leny posloupnostl odhadnout | sin n) | < 1 . S vyhodou pak jde pouzit

Vétu o dvou policajtech na posloupnosti {i 1o ., které jsou obé k nule viz vySe. Limita zkoumané
posloupnosti je tak taky 0.

(g) Po tpravé dostédvame
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(h) Limita opét neexistuje, coz jde ukdzat podobné jako v (b), protoze pro suda n dostavame pravée (b) (az
na znaménko, coZ je jen posunuti).

(i) Prostym zkoumanim limit samotnych vyrazi dostdvame
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Mame tedy neur¢ity vyraz typu “oo - 0”. ReSeni spociva v tipravé, kterou jsme pouzili uz v (a)

(j) Radu v ¢itateli jde sec¢ist pomoci vysledkil z minulych cvifeni > i = "(nTH) Odtud dostévame

L+2+4-4n _ nn+1) 145 el

n? 2n2 2 2’

(k) Protoze koneény pocet prvki nerozhoduje o limitnim chovani, miZeme prvnich 1000 ¢lenti zahodit.

Pro zbytek pouzijeme odhat
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jak jsme jiz ukazali v (d).
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