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Cviceni 2: Funkce

Skladani fci

Urcete fo fo fof pro

(a) f(z) =2z +1, (b) f(z) = 1.
Pokuste se napsat vzorec pro i € N slozenych fci f.

(a)

fof=22x+1)+1=4x+3,
fofof=4Rz+1)+3=8z+7,
fofofof=16x+ 15,
neboli obecné slozeni da -
fofo-ofof=2a+) 2.
i—krét k=0
(b)
1 rz—1
fof_l_ﬁ_ 1:’
-1
fofor=1E_"=u,
1—x
1
fofofof:l .
—x

Takze je vidét, ze po slozeni 4 f dostaneme opét f. Sklddani je tedy 4-periodické.

Spocetnost mnozin

Pomoci konstrukee bijektivniho zobrazeni z/do N ukazte, Ze nasledujici mnoziny jsou spocetné

(b) N x N,

(c) Q.

(d) Nx---xN.
n-krat

Budeme konstruovat zobrazeni f : N — M, kde M jsou zadané mnoziny

(a) Staci pfifadit f(1) = 0 a pak pro kazdou dvojici vzit spodni celou ¢ast z poloviny daného ¢isla a jednu
zobrazit na kladné ¢aslo a druhou na zaporné, tedy napft.

(b) Kdyz si nakreslime N x N, tak dostaneme vlastné uzly ¢tvereckové sité ve 2D. Chceme najit pravidlo,
jakym projit vSechny body. Jeden napad muze byt fixovat jednu soufadnici a postupovat v druhé, ale
to bychom se nikdy z oné zafixované soufadnice nedostali a méli bychom zobrazeni N — N x {1}. Co
ale funguje, je udélat “hada”, ktery se bude postupné “po diagonalach” pohybovat na ty soufadnice,
jejichz soucet je vyssi.
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(¢) Podobné jako v pfedchozim p¥ipadé, opét se budeme snazit udélat “hada”, ale tentokrat je t¥eba chytie
navrhnout sif. Pfirozené je udélat sit tak, Ze v uzlech budou éisla ™, piicemz podél jedné osy poroste
m a podél druhé n. Takovd sit obsahuje vSechna racionalni éisla.

(d) Zobrazeni jde bud konstruovat iterativné s n, nebo jde udélat had vicedimenziondlni.

1/1 2flennnnnns 1 Gfdenernees &1

Obrazek 1: Konstrukce pro dikaz spocetnosti racionédlnich ¢isel.

Monotonie

Rozhodnéte o monotonii nasledujicich posloupnosti

(@) {n®+ (="}, @ {8,
ORI
© {:iﬁ}izl (e) {sin(n)} ~,.

(a) Prvni ¢len je striktné rostouci, druhy osciluje mezi +1. Jako soudet by tak mohli oscilovat, nicméné
druhy ¢len je omezeny jednickou. Staci se tak soustfedit na ty n, pro kterd by rozdil 1 mohl zpiisobit
naruseni monotonie. Kdyz si vypiSseme prvni tfi ¢leny dostavame ay = 0, as = 5, a3z = 8. Je vidét, zZe
dal nemtize druhy ¢len narusit monotonii prvniho a posloupnost je tedy monoténni.

(b) Odeétenim dvou po sobé& nésledujicich ¢lent dostavame

1 1 -1

- = <0,
14n 24n n2+3n+2

tedy jde o klesajici posloupnost.
(c) Opét by slo odéitat, nicméné elegantnéjsi zptsob je upravit

n+2 n 1
n+1 n+1

Qn

Jak jsme urcili byse je druhy clen klesajici a tedy i celd posloupnost je klesajici.
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Obrazek 2: Fce fesici tlohu 5 c).

(d) Upravme

n+1 n?+2n+1 3
ap = = 5 =\1+ 55—
Vn2+2n—2 n? 4+ 2n — 2 n?+2n —2
Vyraz pod odmocninou je tedy klesajici (dalo by se ukdzat obdobné jako vyse) a protoZe /- je mono-

ténni, je i zkoumana posloupnost klesajici.

(e) Tato posloupnost neni monotdnni, jelikoz je to jen diskrétni verze sin(x).

Konstrukce funkce
Zkonstruujte funkce f : N — N s néasledujicimi vlastnostmi
(a) f je prosta, ale neni na,
(b) f je na, ale neni prosta,
(c) f je na a kazdy prvek v obrazu mé nekone¢né mnoho vzort.

(a) Uvazujme napf. f(n) = 2n. Ta je prosta, protoze pro zddnou riznou dvojici pfirozenych ¢éisel nedosta-
neme stejny obraz. Nicméné neni na, protoze napt. 3 neni obraz zadného pfirozeného ¢isla.

2
protoze libovolné m € N dostaneme jako obraz n = 2m.

(b) Napt. f(n) = HJ ma tyto Vlastnostﬂ, protoZe napf. pro 2 a 3 dostaneme f(2) = f(3) = 1, ale je na,

(c¢) Tady si ¢lovék asi muze nejvic vyhrat, ale jedna moznost je uvazovat “nekoneéné se zvétsujici zuby”
(viz Obrazek 1)
fn)y=1+n-— glloga(n)]

které zafidi, Ze pro kazdou mocninu 2 dostaneme f(n) = 1. Je vidét, Ze je funkce na a kazdy obraz méa
nekone¢né mnoho vzori.

1|-] znaéi spodni celou ¢4st.
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Min/Max/Sup/Inf fci

Pro nasledujici funkce najdéte jejich minima, maxima, suprema a infima nésledujicich mnozin

(a) {1|n € N}, (d) {cos(z)|xr € R =[0,00)},
(b) {sin(gn)|n € N}, (e) {lfr'_,,\.l' e Ry = [0, x)}
(c) {sin(n)|n € N}, (f) {1%1\1 eRS =10, X)}

(a) Pro M = {1|n € N} je jasné, ze min(M) = max(M) = 1. Protoze tyto existuji, jsou roviy supremu a
infimu.

(b) Zde diky periodi¢nosti plati {sin(7mn)|n € N} = {0, 1, —1}. Odtud uz jasné vidime maximum i minimum,
které jsou rovné supremu a infimu.

(¢) Jak vime, 7 neni racionélni ¢islo, tedy nejde napsat jako n = kw. Naproti tomu jde ale udélat libovolné
dobra aproximace m pomoci takového racionalniho éislaﬂ

Zamérme se na horni odhady, spodni udélame stejné.

e Maximum mnoziny neexistuje. Pro spor predpokladejme, ze a € M je takové maximum. Pro
piislusny thel ¢ € Q, a = sin(p) definujme jeho vzdélenost od =, tedy 6 = |r — ¢| > 0. Uvazujme
nyni okoli 7 velikosti %. V ném bude existovat néjaké racionalni ¢islo 1, které nutné lezi bliz k 7
nez ¢ a tedy

sin(¢) > sin(p) = qa,
coz je spor s tim, Ze a je maximum mnoziny.

e Supremum je nejmensi horni odhad mnoziny. ProtoZe hodnity sin(n) < 1, tak je jasné, Ze
sup(M) < 1, protoZe je to nejmensi z hornich odhadd. Zkusme uvazovat sup(M) = 1 — € pro
néjaké € > 0. Potom okamzité narazime na spor, protoze tim vlastné tvrdime, ze

Va e M :a=sin(¢) <1—e
Zaméfme se na hraniéni ¢, tedyEI
sin(¢) =1 —e.
Tedy v M nejsou €leny piislusejici thlim z |¢ — 7|-okoli 7. To je ale spor, protoZe racionalni

aproximace muZe byt libovolné pfesnd (viz footnote).

(d) Jde vlastné o obor hodnot, ktery je pro cos(z) roven H = [—1,1]. Protoze se krajnich hodnot nabyva,
jsou si maximum, resp. minimum a supremum, resp. infimum rovny.

sup(M) = max(M) =1,
inf(M) = min(M) = —1.
(e) Fee f(x) = {7 jena R{ rostouc, coz je vidét z f(z) = 1 — 1J1rm. Odtud tedy plyne, Ze extrémy budou
na okrajich intervalu. Pro minimum mame f(0) = 0 a protoZe se nabyv4, je to i infimum. S maximem

vvvvvv

jsou horni zavory. Nejmensi z nich je sup(f(z)) = 1. Maximum tato funkce nemd. UkéZeme to tak,
Ze budeme predpokladat, Ze existuje maximum m < sup(f(z)) = 1. Je jasné, ze m # 1, protoze f
nenabyva hodnoty 1 pro zadné x. Mame tedy m < 1, coz nastane pro

T 1

m = STy =—14+——o:.
Ty +1 m +1—m

2To plyne z faktu, Ze racionélni éisla jsou tkz. hustéa v realnych. Tedy v libovolné malém okoli libovolného realného &isla jde
najit ¢islo racionalni.
3To nemusi byt nutné ani racionalni éislo.
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Nicméné pro x,, + 1 dostdvame

T + 1 = 1
= 1 = >m,
Tm+2 ——+1 2-m

fl@m+1) =

protoze posledni nerovnost ika (pro m < 1, kde nas to zajima) m? —2m +1 = (m — 1)? > 0, coZ je
pravda. To je ale spor s tim, Zze m je maximum. Maximum tedy neexistuje.

(f) Tato funkce je hyperbola posunutd do z = 1, kterd diverguje. Nemé tak ani maximum, ani minimum
(dtikaz by probihal podobné jako v (b)). Nem4 ani supremum/infimum, protoze v R nemame dislo,
které by bylo vétsi nez vSechna ostatni ¢isla. Skutecné, pokud by m meélo byt takové ¢islo, tak okamzité
dostaneme spor, protoze 2m > m (podobné infimum). Proto se zavadi tkz. rozsifend realnd ¢isla
R = RU{#o0}, ve kterych uz jde supremum a infimum najit a jsou to pravé nekone¢na. V rozsifenych
realnych ¢islech supremum, resp. infimum existuje vzdy.
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