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Reseni cvieni 14: Proé studovat analyzu

Parcialni derivace
Spoctéte parcidlni derivace
2) O v £(r) — 2
(a) % pro f(z) = z°,

(b) % pro f(z,y) = a2 + ¢,

(a) Zde je odpovéd velice snadné. Parcidlni derivace fce jedné proménné se redukuje na normalni derivaci,
kterou dobfe zname, tedy % = 2.

o ; < . ‘ . < Of _
(b) Pokud drzime y fixni a ménime x, chovd se y jako konstanta, tedy opét 3+ = 2.

Gradient
Urcete gradient fci
(a) flz,y) =% —y?,
(b) f(z,y) =sin(z)sin(y).

Jaka je podminka na to, aby méla f lokalni extrém?
Prislusné derivace jsou trivialni, tedy

(a) Vf(a:,y) = (2'737 _2y)7
(b) Vf(z,y) = (cos(z)sin(y), sin(z) cos(y)).

Zajimavé ale je si predstavit, co ndm gradienty fikaji. Pfimocaré zobecnéni nutné podminky pro extrém fce
jedné proménné nam fika, ze pokud ma fce extrém a derivace v tom bodé existuji, pak nutné je musi byt
jejl gradient v tom bodé nulovy. Pokud by to tak nebylo, pak jde ménit soufadnici, které pfislusi nenulova
slozka gradientu a tak ziskat vyssi hodnotu f.

Extrémy obecnych fci se takhle najit nedaji, ale zrovna v p¥ipadé (a) bychom dostali snadno Vf =0 <
(z,y) = (0,0), coz ale neni lokalni extrém, jak je ukdzano na obrazku niz. V tomhle pfipadé jde o tkz. sedlovy
bod, neboli pokud bychom se vychylili ve sméru x, pak f roste, ale ve sméru y bude klesat. To je zptuisobeno
tim, Ze druhé derivace v téchto smérech maji opa¢né znaménko.

Obecné jde v kazdém bode (podobné jako gradient) zkonstruovat matici vSech moznych druhych derivaci,
které se fika Hessova matice, nebo Hessian. Podminka na lokalni extrém jde pak zformulovat tak, Ze gradient
je nulovy a Hessidn pozitivné/negativné definitni. To si jde taky pfedstavit tak, ze m4 kladna/zédporna vlastni
¢isla, neboli existuje souradny systém tvofeny vlastnimi vektory, kde odchylka libovolnym smérem vede k
¢istému rastu/klesani.

. co1 . .
Diferencialni rovnice
(a) Uvazujte nakazlivou nemoc, kterd nejde vylé¢it a “dnes” ji ma N lidi. Zdrojem dalsi nakazy jsou
pravé nemocni lidé, tedy pocet nové nakazenych za néjaké casové obdobi bude tmérny poctu pravée
nakazenych. Urcete pribéh poctu nakazenych v ¢ase, tedy N(t).

Zmeéna poctu lidi v ¢ase je derivace podle ¢asu, tedy

dN

— = [N.

dt p
Tato rovnice se vlastné pta “jaké musi byt N, aby jeho derivace byla 8-krat vétsi?” Je mozné odpoved
uhédnout, protoze uz takovou fci zname a je to exponencidla. Otazka je, jestli je jedina takova a z
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feSeni. Pro parcialni dlferen01alnl rovnice je situace dost slozité.

Pokud bychom feSeni neuhodli, miZzeme ho spocitat. Chtéli bychom rovnici pfevést na integral a zda
se, ze integrace podle ¢asu je dobry napad, protoze

[ = av=nie

Problém ale je na pravé strané, protoze N je fci ¢asu a my nevime jakou a tak nedokdZeme integral

spocitat. Muzeme ale rovnici pfepsat na

1 dN
Na "

odkud integraci

N dt
Pfeznaceni konstanty na konci jde udé€lat vzdy, protoze obor hodnot logaritmu josu vSechna realna
¢isla. Integral pravé strany je trividlné St, kde bychom opét mohli pfidat konstantu, ale tim nic dalstho
neziskdme. Odec¢tenim obou konstant ziskdme néjakou jinou, ktera je porad obecna. Odtud uz snadno

1 dN df — /_ dN =In(N) + ¢ =: In(N) + In(¢).

In(N) + In(é) = In(éN) = ft & N = & Left,

kde ¢! je zase néjaka konstanta, kterou si miiZeme oznacit tiea o. Podstatné ale je, Ze pocet nakazenych
roste exponencialné s ¢asem a to rychleji s vétsim (. To dava smysl, protoze takhle se ve skutecnosti
presné definuje reprodukéni éislo.

Drobnéa nerealisticnost tohoto modelu spoc¢iva v tom, ze pocet kanazenych mutze rust do nekonecna,
neboli mame nekonecné velkou populaci. Tenhle nedostatek odstranime v dalsim bodu. Jsou zde ale
dalsi - naptiklad reprodukéni ¢islo by rozhodné mohlo zaviset na case, protoze lidé mohou naptiklad
zavést ochrannd opatfeni. Nicméné pokud je 8 rozumné plocha fce, nebude situace tak odlisné, protoze
jde vzdy udélat Taylora a tak ziskat aproximativni feSeni diferencidlni rovnice.

Modifikujme pfedchozi model - nechf mé nase populace koneéné mnoho lidi Ny.;. Definujme precento
nakazenych jako
N

n=-—.
]\“‘tot
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Pocet nové nakazenych lidi bude klesat, pokud nemoc maji témét vSichni, tedy bude amérny n(1 —n).
Urcete v téhle situaci pribéh poétu nakazenych jako fci ¢asu, tedy n(t).

Analogicky pfedchozimu ptipadu dostaneme

dn
prie Bn(l —n),

coz uz nejde tak snadno uhaddnout. Budeme tedy muset pouzit analogicky postup jako v minulém
prikladu, tedy fesime

1 dn 1 1 1 n

RS = _— = — :l —1 1_ ::1 _ 1 ~.

/n(l—n)dt d /n(l—n) dn /n+1—ndn n(n) —In(l —n)+ec H<1_n>+n(c)
Odtud tedy

n n 1 1
In(é =pte = —l=ctfleon=1—-—1 ",
nQﬁ—n) bt =1, ce=n 11 cLebt

coz je nam jiz dobfe znama logisticka regrese, ktera se hodné pouziva ve statictice a pravdépodobnosti.

Mfizeme si povSimnout interpretace konstanty é~!. Pokud totiZz napiseme ¢~! = e®, coZ mfizeme,
protoze ¢~ > 0 viz dfive, pak
1
= 1 _—_—
K 1 + eft+a’

neboli nam fika posunuti v Case, resp. ¢as kdy je polovina populace nakazené. To totiz nastane pro
Bt+a=0st=-9.

Rozdélme populaci na tii kategorie

e S: susceptible, tedy ti co nemoc jesté neméli,

e [: infected, tedy ti co nemoc maji ted,

e R: removed, tedy uzdraveni a umrtvi.
Opét mizeme definovat procentudlni hodnoty jako napt. s = %
Zformulujte soustavu diferencidlnich rovnic pro tyto proménné, pokud

e s klesé rychlosti tmérnou si, coz je analogické minulému bodu,

e 7 roste imérné poctu nakazenych, neboli kazdy den se uzdravi néjaké procento nakazenych,

e i roste Umeérné si a zaroven klesad timérné poctu nakazenych.

Prislusné diferencilni rovnice fikaji prosté

ds )

3 = sl

& = Bs(0)i(t) ~ 7(0),
dr

Tohle ale jisté neni vSechno, protoze musi platit “zakon zachovani lidi”, neboli

dn_ ds+i+r

0=1 dt

= —as(t)i(t) + Bs(t)i(t) —yr(t) + dr(t).

Protoze s,i,r jsou obecné fce a tato rovnice musi platit v kazdém case, musi nutné @ = 5 a v = 9.
To dava smysl, protoze kdyz nékde onemocni, presune se z s do i. Pocet novych nakazenych ale musi
souhlasit, tedy o = 5. Podobné pro druhou podminku.
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Co jsme dostali se oznacuje ze zjevnych divoda SIR model a pouziva se k modelovani Sifeni nemoci,
tweett a dalsich nakazlivych véci.

Tato soustava nejde vytesit obecné, prestoze vypada celkem nevinné. Zkusmé naznacit, jak najit feSeni
numericky. Derivaci jsme definovali pomoci limity h — 0, ale to neni pro pocita¢ praktické, protoze
milZzeme reprezentovat jen konecné mald cisla. Budeme tedy uvazovat aproximaci derivace, kterd je
vlastné Tayloriv rozvoj do prvniho fadu

Af _ f(e+h) — f()
dt h '
Potom direfencialni rovnice fika

df St £

at Y h = g(t) & f(t+h) = hg(t) + f (1),

neboli pro fixni h mizeme dostat odhad pro hodnotu f v dal$im éaseﬂ Tenhle odhad bude lepsi, pokud
bude h mensi jak vime z Taylorova rozvoje, ale pro prili§ malé h dojde k velkym zaokrouhlovacim chyba.
Je tedy treba délat kompromisy.

S touto znalosti mtzeme zadefinovat pro SIR model vektor proménnych

a s pouzitim této proménné a aproximace derivace vysSe dostavame

—as(t)i(t)
x(t+h)=h | as@)i(t) —yr(t) | +z(t).
yr(t)
Pokud zname néjakou pocatecni hodnotu pro x, mizeme pomoci této rovnice dostat x o kousek pozdéji
atd. jak daleko jen budeme chtit.

Podobnym zptsobem jde ziskat FeSeni Siroké tfidy diferencidlnich rovnic tak vyfesit celou fadu redlnych
problémi, které tady ani nebudu vyjmenovéavat.

1Téhle aproximaci se ¥ika Eulorova. Existuji celé fady dalsich, které naptiklad adaptivné ménivelikost h, aby minimalizovali

chybu.
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