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Cviceni 11: Integral

Zakladni integraly

Dopliite nésledujici tabulku zédkladnich integrala pro o € R\ {—1}

f'(x) f(x) f'(x) f(x) f'(x) f(x)

5 5 + ¢ sin(x) —cos(x) + ¢ cos(x) sin(z) + ¢

z® a;ajll +e @ tan(z) + ¢ = arctan(z) + ¢
e’ e’ +c 1 In(z) + ¢ 5+ bx 5x+ 5% +c

Snadné integraly

Spoctste nasledujici integraly
(a) [a®+ 222+ £ dz, (d) [ (I_ﬁ‘Qz dz,
(b) f 5e? + 5ed* 4 % — b5cos(hx) du, (e) ] VI—z da,
(¢) [|z| dx, (f) [V da.

(a) [ +22% + £ da hneamafm?’ dz +2 [ 22 dx—l—%fmdx:%—&—%ms—i—%—i—c.
(b) [5e” 4 5e> + 2 —5cos(5x) do = be® + €>* + 5n(x) — sin(5z) + c,
kde jsme pouzili Vétu o substituci na integraly typu [ e5rdy "=V % [evdy = % +c= e%z +c.

(¢) Proz >0 mame [ |z|dz = [z dz = %2—1—01. Pro z < 0 mame [ |z|dz = [ —z dz = —%24—62. Pokud
nyni chcen;e celkovy integral, musime ho spravné “sesit” v bodé = = 0. To vyzaduje lim,_,o- ;% +co =
lim,_,o+ & + ¢1, neboli ¢; = ¢;. Vysledek tak jde prehledné zapsat jako [ |z| dz = sign(z)%- + c.

(d)f“z—j; p= [l dr= [ o — L4 adr=-L +4vz+ 2t 4o,
(e) Bud mizeme vysledek uhddnout, nebo pouzijeme substituci [ /1 —z dz =y [Vydy=—2y 34

c= —%(l—x)% +ec

f) [Va® dz = [|2®| dz. Odtud dal je postup zcela stejny jako v (c).

Per partes

Spoctste nasledujici integraly
(a) [axsin(z) dz, (b) [In(z) d.
Per partes se vétsinou pouziva v upravené podobé

/ f(@)G(x) dx = F(2)G(x) - / F(z)g(x) de

neboli chceme fesit integral, kde jednu z funkci umime zintegrovat a druhé se chceme derivaci “zbavit”
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(a) V tomto ptipadé se ndm nelibi integralu x. Proto zvolime G(x) = x, f(z) = sin(z). To d4va
/xsin(m) dz 2 (- cos(z)) — / —cos(z)dx = —z cos(z) + sin(x) + c.

Véimnéme si, ze bychom to uméli udélat, i kdybychom zvolili f, g obracené. Tato varianta vede na

op. T2 72
/xsin(x) dz = 5 sin(z) — / 5 cos(z)dzx,
coz nam ale viitbec nepomiize. . .

(b) Zde na prvni pohled ani nemdme dvé funkce, ale trik je v tom vzit f(z) = 1 a G(z) = In(z). Potom

/ln(x) dz 2 zln(x) — /x%dx =zln(z) —z+ec

Substituce

Spoctste nasledujici integraly

>

(a) [ l'fﬁ dx, (b) [xe 2 dz.

Parcialni zlomky

Spoctste nasledujici integraly

(a) [ %= dz, (b) [ wfigurz dz.

Metoda parcialnich zlomki pouziva nasledujici rozklad

1
(zh —aq)kr .. (2l — @y, )km
Arb-t ... 41 Bgb—lg... 41 Cplm=t4...401 Dgl»—11...41
(zh —aq)k (x —ay)k—1 (zhm — am,)? xtm —ay,

coz vypada dost hrtizostrasné - zkusme to na piikladé

(a) Zde muZeme integrand taky napsat jako W na coz aplikujeme nas vzorec. Chceme tedy najit

14+x)?
konstanty A, B takové, Ze

1 A . B A(l+=x)+ B(1—x)
1-z)(1+2z) 1—-2 1+z  (1-2)(1+z)
ProtoZe rovnost musi platit pro ¢leny s 2° i 2!, mame odtud soustavu rovnic
1=A+B
0=A-B

coz tesi A= B = % Odtud tedy

1 1/ 1 1 1
b o=t — dr=:(n(l+z)—In(l- :
/1—x2d£ 2/1—x+1+xdz 5 (N +a) —In{l —z)) +c
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(b) Obdobnym postupem najdeme kofeny a rozklad

1 1 A B A+2)+B(z+1)

x2—|—3w+2:(x—|—1)(m+2)7x+1+x—|—27 (x+1)(x+2)

To plati pro A= —-B al=2A+ B, tedy A =1, B= —1. Integral jde tedy pfepsat na

2x 2z 2z r+1—1 x4+2-2
———— do = — dr =2 — dx =
22+ 32 + 2 z+1 x+2 z+1 x4+ 2

1 2 1 2
2/1————-(1- =2 - =2(21 2)—1 1 .
/ por ( x+2) dz / x+1+m+2dx 2ln(z+2) —In(z+1)) + ¢

Obtiznéjsi integraly

Spoctste nasledujici integraly

(a) [2?In(z) de, (e) [tan(z) da (1) [ 1o da
(b) [e®sin(x) dz, ) [ (Ki(ln 5 da s
. . 1 (J) / ;(‘2%4«';4*5 (1,
(c) [arctan(z) da (8) [- @ 4z
(d) [cot(z) dz (h) [sin®(z)cos(z) dz, (k) [ 5 da
@ 9 pp. T 231 z3 x>
/x In(z) de = — In(z) 7/—; dz = Eln(x) - 3—2+c
(b)
I= /e” sin(z) dz 2 e® sin(x) — /e’” cos(z) dz 2 e sin(z) — e cos(z) — /ex sin(z) de =
e’ sin(x) — e” cos(z) — I,
Neboli preusporadanim
1
I= 5( ¥sin(z) — e cos(x)) + c.
()
arctan(x) dz 2 rarctan(z) — L = =y =
rctan(z) dz = x arctan(z T2 =) opdu—ay [
tan(z) 1/ L dy = zarctan(z) — ~ In(1 +2?) +
zarctan(z) — 5 Tty y = zarctan(z) - 5 ln x c.
@ (z) in(x) 1
[ cos(x B sin(z) =y N
/cot(a:) dz = / Sin(2) dz = { cos(z)dz = dy } =/ dy = In(sin(z)) + c.
()

/tan(x) dz = / sin(z) dz = { §os(x) :_y dy } =— é dy = —In(cos(z)) + ¢
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(f)

27 2=y 2 1 2 [ cos(z) 2 cos(x)
s de = == dy = = dy == [ S50 qy =
/cos(m3) v { 3r?dr = dy } 3/Cos(y) i 3/0052(y) Y73 / 1 — sin?(y) Y

sin(y) = z _2/# _g _2 s
{ cos(y)dy = dz } =3/ 1= dy = 3 arctan(z) + ¢ = 3 arctan(sin(z”)) + ¢

/xli(x) do= { inéi)di’, } = /é dy = In(y) + ¢ = In(In(z)) + <.

cos(z)dx = dy

/sin5(x) cos(x) dz = { sin(x) =y } = /y5 dy = ‘%6 +c= sin°(z) +c.

x r _ 1
/ ﬁ do = { eda —ydy } = / T4 v = arctan(y) + c = arctan(e”) + .

x+2 [ 2 4+4x4+5=y | 1 [1 1 1 )
/71:24_41;_’_5 d:c{ 9 + ddz — dy —i/fdy—iln(y)+c—§ln(x +4x+5)+ec

T 3;2:y 1 1 1 1 2
/m dm:{ 9udz = dy }:2/1+y2 dy:iarctan(y)+c:§arctan(x )+ e
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