Pruvodce po matematické analyze

1 Cviceni 1: opakovani

Logické spojky se chovaji podle

A B|AANB AVB A=B A&B
1 1 1 1 1 1
1 O 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Pro goniometrické funkce plati
sin?(z) + cos?(z) = 1
sin(2x) = 2sin(z) cos(x)
cos(2x) = 0052( ) — sin?(z)
(z £ y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y)
ty) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)
Pro logaritmus plati
Va € (0,00) Vz € R : log,(z) + log, (y) = log, (zy)
Va € (0,00) Va,y € R : ylog,(z) = log,(x¥)

logy, ()
log,(a)

Va,b € (0,00) Vax € R : log,(z) =

— loga(x)
logs(x)

— loga(x)
14— logs(x)

=14 — logz:(x)
logs-:(x)
1= logsilx)

—— logs-:(x)

6 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figure 1: y = log,(x)



2 Cviceni 2: logika
Vyroky s kvantifikdtory negujeme pomoci
“VreX:V)=3reX: AV,

“(FzreX:V)=VereX: V.
Logické spojky se chovaji podle

A B|AANB AVB A=B A&B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 O 0 0 1 1



3 Cviceni 3: funkce
Méjme mnoziny A, B, C. Potom

e fce f: A — B je zobrazeni (piedpis), ktery kazdému x € A pfifazuje néjaké f(x) € B. Obraz mnoziny
A je mnozina

flA)={yeB:Jxc A: f(z) =y},

e inverzni fce k f je f~' : B — A, kterd pro libovolnou dvojici € A a y € B splituje
fl@)=yez=F"(y),

e slozeni dvou zobrazeni f: A — Bag: B — C jefce h: A — C splaujici h(z) = g(f(x)) Vo € A.
Pouziva se znaceni h = go f.

Fce f: A— B je
e prostd, pokud Va,y € A: f(z) = f(y) =z =y,
e na (neboli surjektivn{), pokud Vy € B 3z € A : f(x) =y,

e bijekce, pokud je f prostd a na.

Pro M CR axz € M plati, ze
e r je maximum M < Va e M :a < x.
e z je minimum M < VYae M :a > .
o zjesupremum M & Vae M:a<z)AN(Ve>03be M:x—e<bh).

e zjeinfimum M & VaeM:a>x)ANNVMe>03FeM:x+e>0).



4 Cviceni 4: posloupnosti

Posloupnost je fce a : N — M, kde jednotlivé ¢leny posloupnosti znaéime a(n) = a,. Celou posloupnost pak
znacime (an,) = {a, 152, C R. Posloupnost nazveme

(a) rostouci (resp. klesajici), pokud Vn € N : apy1 > ap (resp.ani1 < an),

(b) nerostouci (resp. neklesajici), pokud Vn € N: a1 < a,, (resp.any1 > an).

Méjme nyn{ realnou posloupnost (a,) C R a a € R. Cislo a nazveme (vlastn{) limitou posloupnosti (ay,),
pokud
Ve>03neNVn>n:la—ay <e

Rekneme, ze posloupnost mé nevlastn{ limitu +oo, pokud
VK eR dneNVn>n: +a, > K.

K oznaceni pouzivame

lim a, =lima, = a.
n— 00

Exponenciala se zakladem e se d& definovat pomoci nekone¢né fady

x . T\ AN x2 x
e = lim (1+7) —J:H;oig(i) ) =14 Gt
1=
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Cviceni 5: posloupnosti 11

+oo

Pro a € R jsou definované vyrazy a + oo, (00 + o0), a - (£00), % a pro a # 01 =*. Jiné vyrazy s
nekonecny nejsou dobfe definované.

o0

Necht a,, b, a ¢, jsou posloupnosti a a € R. Potom

1.

=~ W

lim, o0 @, = 0 < lim,, o |an| = 0.

Necht lim,, o0 @y, = a € RU {£o0} a b, je podposloupnost a,,. Potom lim,,_,~ a, = lim, by,.
Necht k € N je nezavislé na n, lim,_,ec @n = @, an > 0,Vn € N. Potom lim,,_, Yan, = a.

Necht limy, o0 @ = 0 a by, je omezend. Potom lim,, 0 anby, = 0.

Necht lim,, o0 @y, = limy,—y00 by, = @ a necht Ing € N ¥n > ng : a, < ¢, < b,. Potom lim,,_o ¢, = a.

Necht a, > 0 Vn > ng € N. Potom lim,,_,o, a’» = lim,,_, 4, e’ ™(@n),

Necht a,b € R a k € N. Pak

a* —bF = (a—b)(a" ' F a4 F a2 40T,
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Cviceni 6: rady

Pro fadu >~ a,, definujeme ¢dstecny soucet

n
Sp = g a; =ai + -+ ap.
i=1

Nekonecnou fadu pak definujeme jako lim,, o Sp,.

Radu nazveme absolutné konvergentni, pokud >°° | |a,| < oco. Absolutni konvergence implikuje neabsolutni

oo

Z|an|<oo:>ian<oo.

n=1 n=1

Necht Y07 1 a, a .2, by, jsou Fady s nezdpornymi ¢leny.

Pokud rada fo:l an konverguje, pak lim,_,~ a, = 0.
Pokud a; > as > --- > 0, potom >~ | a, konverguje < > 2"asn konverguje.

Pokud a; > as > -+ >0 a lim,_, a, = 0, potom Y~ (—1)"a, konverguje.

Pokud 0 < limy, 0 3 < 00, pak Y777 | a, konverguje < 37, b, konverguje.

Pokud limsup,,_, ., {/a, > 1, pak Y.~ a, diverguje. Pokud limsup, . {/a, < 1, pak Y~ a,
konverguje.

Pokud lim,, .. /a, > 1, pak Zflozl an diverguje. Pokud lim,, ,o /a, < 1, pak Zzozl an konverguje.

fntl > 1, pak > o2 a, diverguje. Pokud limsup,, . “= < 1, pak Y > | a, konver-

An an

Pokud lim,,
guje.

Necht Y07 a, a .2, by, jsou Fady a necht a; > as > -+ > 0.

. ~ o0 7 ’ o~ s ~ , ~ oo .
Pokud lim,, o an, =0 a fada ), - ; b, md omezené ¢astetné soucty, protom »_ >~ ; anb, konverguje.

Pokud Y7 | b, konverguje, pak i Y., a,b, konverguje.

n=1



7 Cviceni 7: limity funkci

Znamé limity jsou

In(1+ x)
x—0 x x—0 x x—0 €T

Platnost ukdzeme pozdéji.

Symboly o a O:
Necht a € R*,§ > 0 a f, g jsou definované na prstencovém okoli P(a,d), pticemz g je zde kladnd. Pokud

lim M =0,

wa g(z)

potom piSeme f = o(g) pro x — a.
Pokud existuje ¢ > 0 tak, ze
Va € P(a,d) : [f(2)] < cg(x),

pak piSeme, ze f = O(g) pro z — a.

Heineho véta:
Necht a € R*, M C R,P(a,8) " M # () pro kazdé § > 0,f : M — R a A € R*. Pak jsou ekvivalentn{
nasledujici tvrzeni

o lim, , f(z) = A

oV, CM:z,#aV¥neNalim, .z, = a plati, ze lim,,_, f(z,) = A.

Limita sloZené fee: Necht ¢, A, B € R*, f(z) je definovand na néjakém prstencovam okoli A, fce g(x) je
definovana na néjakém prstencovém okoli c,

lim f(z) = B, lim g(z) = A,
z—A

r—rc
a plati alespon jedna z podminek
e f(x) je spojitd v bode A,
e Na néjakém prstencovém okoli P(e,d) fce g(x) nenabyvé hodnoty A.
Potom

lim f(g(x)) = B.

r—c

Scitaci vzorec pro tangenc je

tan(a) & tan(b)

tan(a £b) = 1 F tan(a) tan(b)




8 Cviceni 8: derivace
Derivaci definujeme pomoci

df ~d ., ., . _ . flz+h) —f(z)
*—@f—f(—f,w)—hm :

dx h—0 h

Na cviceni 7 jsme spocitali zakladni limity

(a) S =aa (d) & =¢",
(b) “ = cos(a), () “52 =1
d cos(z . d arctan(x
(C) # = 78111(17)7 (f) (gac 2 - 1-i—1x2'

Déle na predndasce se dokédzalo (pro f(x),g(x) fce a o, 5 € R)

. d d T d z)) dg(x d dg(x

@ =ty gt () 940 — s e _ st o
d ! _ !
(b) L(af+Bg) = all + B, (@) & (4) = Lete,

Pro vypocet limity ve které se vyskytuje neurcity vyraz typu =2, nebo 9 1ze pouzit 'Hospitalovo pravidlo

0
o @) )
150 g(@) ~ +50 ¢(2)




9 Cviceni 9: priubéh funkce

Pro funkce f € C! plati,
(a) f'(x) > 0= f je rostouci v bodé z,
(b) f'(z) < 0= f je klesajici v bodé z,
(¢) f'(z) =0= f mé v bodé = lokélni extrém.
Pro funkce f € C? plati,
(a) f"(z) > 0= f je konvexni v bodé =,
(b) f"(z) < 0= f je konkdvni v bodé z,
(¢) f"(z) =0= f méd v bodé z inflexni bod.
Pokud mé fuknce f asymptotu y = kx + ¢ kdyz jde to +o0, pak

k= lim Lx)’ g= lim f(z)—kx

r—Foo I r—+oo

jsou vlastni limity.



10 Cviceni 10: Taylorav polynom

Tayloruv polynom stupné n € Ny v bodé o € R funkce f je

0o
T f(Z)('rO) 4
T (@) = To(w) = S0 T o ) =
i=0
1"
T
Flao) + F o)z — 20) + L0 )
Zbytek (chyba) Taylorovy aproximace je ddna jako
f(nﬂ)(c) 1
R0 — _ n+
o) = L e o,
kde ¢ lezi mezi x a xg.
Nékteré zakladni Taylorovy polynomy v bodé xy = 0 jsou
' o Rt N I—
sin(z) = ;(71) I A TR
o 2 2 4
R
cos(z) = ;(_1) ) T T
o 2i+1 3 5
B 1T B x x
arctan(z) _;(_1)Z %1 —x—g—i-g — ...
= g z?2 a3
T = — =1 — 4+ —=+...
e ;Z' tot gt
I a) = S 22
n x) = 2 T = T "

10



11 Cviceni 11: integraly

Véta o substituci (alias “inverzni derivace slozené fce”)
Méjme ¢ : (a,b) = (o, 8) a f: (o, 8) = R, kde ¢ m4 vlastni prvni derivaci vsude na (a,b). Pak

F(g(x)) + ¢ = / F(é(x)d () de,

kde F : (o, 8) = R je primitivni funkce f.

Integrace per partes (alias “inverzni derivace soucinu”)
Necht f,g: (o, 8) — R jsou spojité na (a, 3) a F,G : (a, B) — R jsou k nim primitivn{ funkce. Pak

F(z)G(x) +c= /f(:c)G(a:) dz + /F(as)g(:v) dez.

Linearita (alias linearita)
Necht f,g: (o, 8) = R jsou spojité a a, 8 € R. Pak

/ozf—|—ﬂgdx:a/fdx+ﬁ/gdx

11



12 Cviceni 12: urcité integraly

Fundamental theorem of calculus:
Necht [a,b] C R, f : [a,b] — R je spojitd na [a,b] a necht F' je primitvn{ funkce k f. Pak

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a).

Véta o substituce
Necht ¢ : (a,b) = R a f: (o, 8) = R, kde ¢ m4 vlastni prvn{ derivaci viude na (a,b). Ozna¢me

J = ¢((a, b)) = {o(¢),t € (a,b)}.
Necht f je spojitd na J a integrovatelna na vnitiku J. Pak

#(b)

b
)¢ (z) dz = z) dz.
/a F(6(2)é () /¢ e

Integrace per partes
Necht f,g: (o, 8) — R jsou spojité na (o, 8) a F,G : (o, 8) — R jsou k nim primitivni funkce. Pak

b

/ f(@)G(x) dz = [FG, — / F(z)g(z) dz,

a

kde
[FG], = F(b)G(b) - F(a)G(a).

12



13 Cviceni 13: urcité integraly II

Integralni kritérium konvergence:
Necht f: (0,00) — R je nezdporna, klesajici fce. Pak

e dxéif(w)é/loof(xl) dz

YA
1
y=-
X
1
1__
1/2
1/3
/3 14 1/5
0 1 2 3 4 5 Eli x

Figure 2: Vizualizace integralniho kritéria.
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14 Cviceni 14: Vyuziti integralt

Délka krivky
Necht f : [a,b] — R m4 na [a,b] spojitou prvn{ derivaci. Pak délka kiivky [ grafu mezi a a b je

b 2
= / 14+ <df(x)> dx.
o \/ dx
Rotacni téleso

Necht f : [a,b] — R{. Pak objem télesa vzniklého rotaci grafu f v R? je

V/abﬁfQ(x) dx

a jeho povrch je

S/:%f(x) 1+ <d£(;))2 dz.
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