
Pr̊uvodce po matematické analýze

1 Cvičeńı 1: opakováńı

Logické spojky se chovaj́ı podle

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

Pro goniometrické funkce plat́ı

sin2(x) + cos2(x) = 1

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x)

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y)

cos(x± y) = cos(x) cos(y)∓ sin(x) sin(y)

Pro logaritmus plat́ı
∀a ∈ (0,∞) ∀x ∈ R : loga(x) + loga(y) = loga(xy)

∀a ∈ (0,∞) ∀x, y ∈ R : y loga(x) = loga(xy)

∀a, b ∈ (0,∞) ∀x ∈ R : loga(x) =
logb(x)

logb(a)

(a) a < 1 (b) a > 1

Figure 1: y = loga(x)
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2 Cvičeńı 2: logika

Výroky s kvantifikátory negujeme pomoćı

¬ (∀x ∈ X : V ) = ∃x ∈ X : ¬V,

¬ (∃x ∈ X : V ) = ∀x ∈ X : ¬V.

Logické spojky se chovaj́ı podle

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
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3 Cvičeńı 3: funkce

Mějme množiny A,B,C. Potom

• fce f : A→ B je zobrazeńı (předpis), který každému x ∈ A přǐrazuje nějaké f(x) ∈ B. Obraz množiny
A je množina

f(A) = {y ∈ B : ∃x ∈ A : f(x) = y},

• inverzńı fce k f je f−1 : B → A, která pro libovolnou dvojici x ∈ A a y ∈ B splňuje

f(x) = y ⇔ x = f−1(y),

• složeńı dvou zobrazeńı f : A → B a g : B → C je fce h : A → C splňuj́ıćı h(x) = g(f(x)) ∀x ∈ A.
Použ́ıvá se značeńı h = g ◦ f .

Fce f : A→ B je

• prostá, pokud ∀x, y ∈ A : f(x) = f(y)⇒ x = y,

• na (neboli surjektivńı), pokud ∀y ∈ B ∃x ∈ A : f(x) = y,

• bijekce, pokud je f prostá a na.

Pro M ⊆ R a x ∈M plat́ı, že

• x je maximum M ⇔ ∀a ∈M : a ≤ x.

• x je minimum M ⇔ ∀a ∈M : a ≥ x.

• x je supremum M ⇔ (∀a ∈M : a ≤ x) ∧ (∀ε > 0 ∃b ∈M : x− ε ≤ b).

• x je infimum M ⇔ (∀a ∈M : a ≥ x) ∧ (∀ε > 0 ∃b ∈M : x+ ε ≥ b).
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4 Cvičeńı 4: posloupnosti

Posloupnost je fce a : N→M , kde jednotlivé členy posloupnosti znač́ıme a(n) = an. Celou posloupnost pak
znač́ıme (an) = {an}∞n=1 ⊂ R. Posloupnost nazveme

(a) rostoućı (resp. klesaj́ıćı), pokud ∀n ∈ N : an+1 > an (resp.an+1 < an),

(b) nerostoućı (resp. neklesaj́ıćı), pokud ∀n ∈ N : an+1 ≤ an (resp.an+1 ≥ an).

Mějme nyńı reálnou posloupnost (an) ⊂ R a a ∈ R. Č́ıslo a nazveme (vlastńı) limitou posloupnosti (an),
pokud

∀ε > 0 ∃ñ ∈ N ∀n > ñ : |a− an| < ε.

Řekneme, že posloupnost má nevlastńı limitu ±∞, pokud

∀K ∈ R ∃ñ ∈ N ∀n > ñ : ±an > K.

K označeńı použ́ıváme
lim
n→∞

an = lim an = a.

Exponenciála se základem e se dá definovat pomoćı nekonečné řady

ex = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= lim
n→∞

n∑
i=0

(
n

i

)(x
n

)i
= 1 + x+

x2

2
+ · · ·+ xk

k!
+ . . .
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5 Cvičeńı 5: posloupnosti II

Pro a ∈ R jsou definované výrazy a ± ∞, ±(∞ +∞), a · (±∞), a
±∞ a pro a 6= 0 i ±∞a . Jiné výrazy s

nekonečny nejsou dobře definované.

Nechť an, bn a cn jsou posloupnosti a a ∈ R. Potom

1. limn→∞ an = 0⇔ limn→∞ |an| = 0.

2. Nechť limn→∞ an = a ∈ R ∪ {±∞} a bn je podposloupnost an. Potom limn→∞ an = limn→∞ bn.

3. Nechť k ∈ N je nezávislé na n, limn→∞ an = a, an ≥ 0,∀n ∈ N. Potom limn→∞ k
√
an = k

√
a.

4. Nechť limn→∞ an = 0 a bn je omezená. Potom limn→∞ anbn = 0.

5. Nechť limn→∞ an = limn→∞ bn = a a nechť ∃n0 ∈ N ∀n > n0 : an ≤ cn ≤ bn. Potom limn→∞ cn = a.

6. Nechť an ≥ 0 ∀n > n0 ∈ N. Potom limn→∞ abnn = limn→∞ ebn ln(an).

Nechť a, b ∈ R a k ∈ N. Pak

ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1).
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6 Cvičeńı 6: řady

Pro řadu
∑∞
n=1 an definujeme částečný součet

sn =

n∑
i=1

ai = a1 + · · ·+ an.

Nekonečnou řadu pak definujeme jako limn→∞ sn.

Řadu nazveme absolutně konvergentńı, pokud
∑∞
n=1 |an| <∞. Absolutńı konvergence implikuje neabsolutńı

∞∑
n=1

|an| <∞⇒
∞∑
n=1

an <∞.

Nechť
∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn jsou řady s nezápornými členy.

• Pokud řada
∑∞
n=1 an konverguje, pak limn→∞ an = 0.

• Pokud a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0, potom
∑∞
n=1 an konverguje ⇔

∑∞
n=0 2na2n konverguje.

• Pokud a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0 a limn→∞ an = 0, potom
∑∞
n=1(−1)nan konverguje.

• Pokud 0 < limn→∞
an
bn
<∞, pak

∑∞
n=1 an konverguje ⇔

∑∞
n=1 bn konverguje.

• Pokud lim supn→∞ n
√
an > 1, pak

∑∞
n=1 an diverguje. Pokud lim supn→∞ n

√
an < 1, pak

∑∞
n=1 an

konverguje.

• Pokud limn→∞ n
√
an > 1, pak

∑∞
n=1 an diverguje. Pokud limn→∞ n

√
an < 1, pak

∑∞
n=1 an konverguje.

• Pokud limn→∞
an+1

an
> 1, pak

∑∞
n=1 an diverguje. Pokud lim supn→∞

an+1

an
< 1, pak

∑∞
n=1 an konver-

guje.

Nechť
∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn jsou řady a nechť a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0.

• Pokud limn→∞ an = 0 a řada
∑∞
n=1 bn má omezené částečné součty, protom

∑∞
n=1 anbn konverguje.

• Pokud
∑∞
n=1 bn konverguje, pak i

∑∞
n=1 anbn konverguje.
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7 Cvičeńı 7: limity funkćı

Známé limity jsou

lim
x→0

ex − 1

x
= lim
x→0

sin(x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

Platnost ukážeme později.

Symboly o a O :
Nechť a ∈ R∗, δ > 0 a f, g jsou definované na prstencovém okoĺı P (a, δ), přičemž g je zde kladná. Pokud

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0,

potom ṕı̌seme f = o(g) pro x→ a.
Pokud existuje c > 0 tak, že

∀x ∈ P (a, δ) : |f(x)| < cg(x),

pak ṕı̌seme, že f = O(g) pro x→ a.

Heineho věta:
Nechť a ∈ R∗,M ⊂ R, P (a, δ) ∩M 6= ∅ pro každé δ > 0, f : M → R a A ∈ R∗. Pak jsou ekvivalentńı
následuj́ıćı tvrzeńı

• limx→a f(x) = A,

• ∀xn ⊂M : xn 6= a ∀n ∈ N a limn→∞ xn = a plat́ı, že limn→∞ f(xn) = A.

Limita složené fce: Nechť c, A,B ∈ R∗, f(x) je definovaná na nějakém prstencovám okoĺı A, fce g(x) je
definovaná na nějakém prstencovém okoĺı c,

lim
x→A

f(x) = B, lim
x→c

g(x) = A,

a plat́ı alespoň jedna z podmı́nek

• f(x) je spojitá v bodě A,

• Na nějakém prstencovém okoĺı P (c, δ) fce g(x) nenabývá hodnoty A.

Potom
lim
x→c

f(g(x)) = B.

Sč́ıtaćı vzorec pro tangenc je

tan(a± b) =
tan(a)± tan(b)

1∓ tan(a) tan(b)
.
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8 Cvičeńı 8: derivace

Derivaci definujeme pomoćı

df

dx
=

d

dx
f = f ′(= f,x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

Na cvičeńı 7 jsme spoč́ıtali základńı limity

(a) dxα

dx = αxα−1,

(b) d sin(x)
dx = cos(x),

(c) d cos(x)
dx = − sin(x),

(d) dex

dx = ex,

(e) d ln(x)
dx = 1

x ,

(f) d arctan(x)
dx = 1

1+x2 .

Dále na přednášce se dokázalo (pro f(x), g(x) fce a α, β ∈ R)

(a) df ·g
dx = df

dx · g + f · dgdx ,

(b) d
dx (αf + βg) = αdf

dx + β dg
dx ,

(c) df(g(x))
dx = df(g(x))

dg(x)
dg(x)
dx = df(y)

dy
dg(x)
dx ,

(d) d
dx

(
f
g

)
= f ′g−fg′

g2 .

Pro výpočet limity ve které se vyskytuje neurčitý výraz typu ∞∞ , nebo 0
0 lze použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
.
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9 Cvičeńı 9: pr̊uběh funkce

Pro funkce f ∈ C1 plat́ı,

(a) f ′(x) > 0⇒ f je rostoućı v bodě x,

(b) f ′(x) < 0⇒ f je klesaj́ıćı v bodě x,

(c) f ′(x) = 0⇒ f má v bodě x lokálńı extrém.

Pro funkce f ∈ C2 plat́ı,

(a) f ′′(x) > 0⇒ f je konvexńı v bodě x,

(b) f ′′(x) < 0⇒ f je konkávńı v bodě x,

(c) f ′′(x) = 0⇒ f má v bodě x inflexńı bod.

Pokud má fuknce f asymptotu y = kx+ q když jde to ±∞, pak

k = lim
x→±∞

f(x)

x
, q = lim

x→±∞
f(x)− kx

jsou vlastńı limity.
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10 Cvičeńı 10: Taylor̊uv polynom

Taylor̊uv polynom stupně n ∈ N0 v bodě x0 ∈ R funkce f je

T f,x0
n (x) = Tn(x) =

n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)i =

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Zbytek (chyba) Taylorovy aproximace je dána jako

Rf,x0
n (x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

kde c lež́ı mezi x a x0.

Některé základńı Taylorovy polynomy v bodě x0 = 0 jsou

sin(x) =

∞∑
i=0

(−1)i
x2i+1

(2i+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .

cos(x) =

∞∑
i=0

(−1)i
x2i

(2i)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .

arctan(x) =

∞∑
i=1

(−1)i−1
x2i+1

2i+ 1
= x− x3

3
+
x5

5
− . . .

ex =

∞∑
i=0

xi

i!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

ln(1 + x) =

∞∑
i=1

(−1)i+1x
i

i
= x− x2

2
+
x3

3
− . . .
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11 Cvičeńı 11: integrály

Věta o substituci (alias “inverzńı derivace složené fce”)
Mějme φ : (a, b)→ (α, β) a f : (α, β)→ R, kde φ má vlastńı prvńı derivaci všude na (a, b). Pak

F (φ(x)) + c =

∫
f(φ(x))φ′(x) dx,

kde F : (α, β)→ R je primitivńı funkce f .

Integrace per partes (alias “inverzńı derivace součinu”)
Nechť f, g : (α, β)→ R jsou spojité na (α, β) a F,G : (α, β)→ R jsou k nim primitivńı funkce. Pak

F (x)G(x) + c =

∫
f(x)G(x) dx+

∫
F (x)g(x) dx.

Linearita (alias linearita)
Nechť f, g : (α, β)→ R jsou spojité a α, β ∈ R. Pak∫

αf + βg dx = α

∫
f dx+ β

∫
g dx
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12 Cvičeńı 12: určité integrály

Fundamental theorem of calculus:
Nechť [a, b] ⊂ R, f : [a, b]→ R je spojitá na [a, b] a nechť F je primitvńı funkce k f . Pak∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Věta o substituci
Nechť φ : (a, b)→ R a f : (α, β)→ R, kde φ má vlastńı prvńı derivaci všude na (a, b). Označme

J := φ((a, b)) = {φ(t), t ∈ (a, b)}.

Nechť f je spojitá na J a integrovatelná na vnitřku J . Pak∫ b

a

f(φ(x))φ′(x) dx =

∫ φ(b)

φ(a)

f(x) dx.

Integrace per partes
Nechť f, g : (α, β)→ R jsou spojité na (α, β) a F,G : (α, β)→ R jsou k nim primitivńı funkce. Pak∫ b

a

f(x)G(x) dx = [FG]ba −
∫ b

a

F (x)g(x) dx,

kde
[FG]ba = F (b)G(b)− F (a)G(a).
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13 Cvičeńı 13: určité integrály II

Integrálńı kritérium konvergence:
Nechť f : (0,∞)→ R je nezáporná, klesaj́ıćı fce. Pak∫ ∞

1

f(x) dx ≤
∞∑
i=1

f(x) ≤
∫ ∞
1

f(x− 1) dx

Figure 2: Vizualizace integrálńıho kritéria.
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14 Cvičeńı 14: Využit́ı integrál̊u

Délka křivky
Nechť f : [a, b]→ R má na [a, b] spojitou prvńı derivaci. Pak délka křivky l grafu mezi a a b je

l =

∫ b

a

√
1 +

(
df(x)

dx

)2

dx.

Rotačńı těleso
Nechť f : [a, b]→ R+

0 . Pak objem tělesa vzniklého rotaćı grafu f v R3 je

V =

∫ b

a

πf2(x) dx

a jeho povrch je

S =

∫ b

a

2πf(x)

√
1 +

(
df(x)

dx

)2

dx.

14


