Cviceni 9: Prubéh funkce

1 Extrémy

Nésledujici postup se muze zdat “piilis slozity”. Samoziejmé by §lo si piislusné funkce vykreslit v néjakém
softwaru a dostat odpovéd velice rychle, ale je dobré postupu rozumét a umét se v ném orientovat. Casem
Viés mozna budou zajimat extrémy mnohadimenziondlnich funkci, které nepujdou snadno znazornit a bude
tfeba se uchylit k tomuto postupu.

(a)

y = 2sin(2z) + 2z na [0, 4]
Nejprve spocteme derivaci, kterou polozime nule. Vime, ze kde derivace existuje, tam muze byt lokalni
maximum pouze pokud je derivace nulova

Yy =4cos(2z) +2 =0 cos(2z) = —=

s 4

Reseni této rovnice je z = +% + kr. Na naSem intervalu je to x = § a x = 5. Témto extrémim
odpovidaji funkéni hodnoty y (%) =3+ 2% ~383ay (%’T) =3+ 4?” ~ 2.46.

Zbyva nam tedy vyfesit krajni hodnoty a hodnoty, kde derivace neexistuje. Rovnou vidime, Zze na
zkoumaném intervalu existuje derivace vsude. Budeme se tedy zajimat pouze o krajni body, kde

y(0) =0,
y(4) = 2sin(8) + 8 = 9.98.

Lokalni extrémy uvniti intervalu tedy nejsou maxima/minima na daném intervalu a jsou jimi krajnf
body.

z%2e~" na R

Opét jako prvni krok spocteme derivaci a budeme studovat jeji nulovost

Yy =22e " —2%e " =0s (2—2)re " = 0.
Odtud jsou rovnou vidét kofeny x = 0 a x = 2. Staci v nich spocitat ptrislusné hodnoty

y(0) =0,
y(2) ~ 0.54.

R

Derivace opét existuje vsude, takze sta¢i zkoumat limity v “krajnich bodech”, tedy v nekone¢nech. V
tomto ptipadé jsou primitivni

lim z%e™% =0,

Tr—r 00

lim z%e™* = oo.
r—r — 00

Minimum je tedy v £ = 0 a maximum neexistuje.



2 Pruabéh

Postup je vzdy stejny
e Spocteme derivaci a polozime ji rovnou nule, ¢imz najdeme extrémy, kde derivace existuje.
e Pomoci druhé derivace urc¢ime, jde-li o maximum, minimum, ¢i “konstantni plato”.
e Dopocteme limity tam, kde derivace neexistuje a v nekone¢nech.

e Vse poskladdme a nacrtneme graf.

(a) y = sin(x)

x

oy = M m = 0 & z = tan(z). To neumime vyjadiit pfesné, nicméné je vidét, ze

feSeni bude nekonecne mnoho. Taky je vidét, ze velikost derivace klesa se zvétsujici se absolutni
hodnotou z, tedy se “vlnéni funkce zmensuje”.

2—2)si 2 sz o cael . re s .
oy =& )Sln(;”2+ 2¢os(®) oz ndm moc nepomiize. Je ale vidét, ze v nule se blizi k nécemu

zapornému = v nule je ostré maximum.

e Funkce neni dobie definovand v x = 0. Tam uz ale limitu dobfe zname

i S0 _ 0,
z—+oo xT

lim SR _
x—0 €T

Funkce je vlastné sin tlumeny %, takze tvar neprekvapi

(b) y=e"
oy = —2ze" =0 < 2z =0. Mdme tedy jediny extrém v nule.
o v/ = —2¢7%" 4 432", Vyéileno v nule y"(0) = —2 > 0, tedy jde o maximum.
[ ]

lim e =0.
r—Foo
Funkce tedy vypadd jako takovy hrb symetricky rozlozeny kolem x = 0. Je to tkz. Gaussova
funkce a je extrémné dulezitd v mnoha oblastech. V jistém smyslu je to ta “nejzakladnéjsi”
funkce.



(c) y=e=*
’ 4 2241 . . , . .
o y = ——5Les>-1. Derivace je tedy nulova v nule a neexistuje v z = +1.
(z2-1)
2
43z 222 —1) Z;EL - ( . . (s .
oy = %ewtl, coz je v o = 0 zdporné, tedy v nule je lokalni maximum.

e Limity v nekone¢nech jsou snadné. Pro limity k +1 pouzijeme rozklad

2241
lim e**-1 =g,
r—+oo

. 1+L
lim e "«2-1,

rz—+1

Je vidét, ze druhd limita neexistuje. Pokud se k napf. 1 blizime z kladnych hodnot, pak jde
exponent k nekoneénu. Pokud ale jdeme smérem od nuly, je exponent zdporny a jde k minus

nekonec¢nu
. 1+ —2—
lim e "=?-1 = 0,
r—+1+
. 1+ —2—
lim e "2Z2-1 = 0.
r—+1-

Odtud uz jde snadno poskladat, jak ma funkce vypadat.

30 f |

(d) y=Va? - 2

B

oy = %m_% +27% > 0. Funkce je dobfe definovand jen pro x > 0, kde jsou oba ¢leny kladné a
tedy je funkce rostouci.
7
oy = —%. To ndm ale mnoho nefekne krom toho, Ze je vidy zdpornd. Funkce je tedy
x 2
konkévni.



e Piislusné limity jsou opét snadné

Tedy dostavame

— +1
(e) y = arctan (ij)

oy = —ﬁ < 0, tedy funkce je klesajici vsude.

oy = (5822%)2, tedy funkce je konvexni pro > 0 a konkdvni pro x < 0.

e Funkce neni dobfie definovana pro x = 1, takze spocteme limitu i tam. K tomu si ji opét rozepiseme

. T
lim arctan (

1
+ 1) = arctan(1) = %,

x—+oo xr —

. 2

lim arctan [ 1 + —— ] .
x—1 r—1

Opét vidime, ze druha limita neexistuje, protoze

. 2 T
lim arctan {14+ —— | = 5

z—1+ r—1

. 2 T
lim arctan (1 + —— | = ——.
r—1- X — 2

Odtud uz snadno naértneme



() y=1—a+ /5

=2 V2 0,00
oy =—-1+ % Funkce je opét dobie definovand pouze pro x > 0, kde je derivace vzdy
zdpornd. To je vidét z toho, ze y'(0) = —1 a y/(x — oo) = 0. Zaroven pokud by existovalo z

takové, ze y'(x) = 0, pak

2zt 8 3 428 2
2z +9 3+ 422 + 362 + 81 27+ 27x + 2722 + 3
4(27 + 277 + 2727 + 23) = 2(42® + 362 + 81) & 722% + 272 + 108 = 0,

coz nema redlnd reseni.
27x

1!
[ ] y = —
44/ £ (2+3)3

> 0, tedy funkce je konvexni.

e Limita v nule je trivialni. V nekone¢nu dé trochu vic préace

lim =1,
x—0
3
3 25 g2 32 1
lim = lim 1— 2+ 3x = lim 14+ 2 = lim 1+ w — =5
N IRt v e ey

S témito informacemi muzeme nacrtnout graf



3

3.1
(2)

3.2

Optimalizace

Zameéstnanci

Zde je situace snadna. Chceme maximalizovat profit p
p =120 000N — 30 000N,

coz udélame tak, ze spocteme jeho derivaci p’ = 120 000 — 30 000 = 90 000 > 0, tedy profit roste s N.
To bylo jasné, protoze kazdy zaméstnanec firmé predstavuje Cisty zisk 90 000 K¢. Je tedy dobré mit
téchto zaméstnancl co nejvic.

Zde je situace zajimavéjsi. Profit spo¢teme podle
p = 120 000v/N — 30 000N,

tedy p’' = 12207\/%00 — 30 000. Extrém bude tam, kde 0 = p/ = \/Lﬁ =1, neboli N = 4. To, ze jde o

maximum muzeme zjistit pomoci druhé derivace. Profit v tomto maximu tedy je p = 120 000.

Manager zjevné zvysi produktivitu zbytku, ale je pomérné drahy pro nasi reltivné malou firmu.
Spoctéme optimalni poéet zaméstnanci s managerem

p =120 000N 5 — 30 000N — 200 000,

neboli p’ = %120 000N—3 — 30 000. Najdeme opét maximum pomoci p’ = 0, coz vede na N =

288
25

by se dalo ovéfit pomoci druhé derivace). Pokud nyni vyjadifme jeho hornotu, dostaneme p ~ —21536
K¢ mésicné. Neboli budeme penize prodélavat. Efekt, ktery manager nabizi se stava podstatnym
teprve pokud N > 1, tedy pro velké firmy, kde zéroven plat{ 1épe priblizeni z (b).

\/g ~ 9. Pokud tedy rozsifime firmu na 9 zaméstnanci + managera, bude profit maximalni (opét

Politika

Funkce, kterou uvazujeme pro modelovani budouciho po¢tu nakazenych je tkz. logistickd funkce a je skutecné
dobrym pfiblizenim v situaci, kdy neuvazujeme, ze by se lidi mohli vylécit.

(a)

(b)

Zajim4 nés situace za pil roku’, tedy ¢ = 6. V takové situaci chceme maximalizovat profit

D ZN
:W—Zl(tzﬁ): 232 115
Odtud spocteme derivaci podle 3, coz je parametr ve kterém chceme optimalizaci délat.
dp 26D ZNe B
R D N ()

p

5 =0.

Chceme minimalizovat odpor o k ndm, tedy

15} 1
=J? = )
¢ +1+52 1+e*ﬁ+/8

Pokud nyni provedeme derivaci 5

do e~

B~ (+e Py +1>0.
Odpor tedy rosté s tvrdosti opatfeni. Proto je vidét, ze se vyplati nastavit opatfeni co nejmensi, tedy
B = 0. Vsimnéme si, ze pro ZN > 0 je pro 8 = 0 derivace profitu zdpornd, tedy s vyssimi opatfenimi
klesa i profit. Je tedy mozné, ze 8 = 0 taky maximalizuje profit a pokud bychom si obrizek nechali
vykreslit, tak tomu opravdu je

Oba optimalizac¢ni problémy neumime vyftesit piimo. Pokud bychom ale znali vSechny pouzité konstanty,
mohli bychom pouzit jednu z mnoha metod hledani kofenu neliedrnich rovnic, kterou nabizi fada ruznych
softwart.

1Uréité by bylo zajimavé studovat néco jako celkovy poéet nakazenych béhem onoho piil roku, ale zatim neumime integrovat...



3.3 Plechovka

Zname vzorec pro objem valce V = 712z, kde r je polomér zdkladny a z vyska vélce. Plocha jedné podstavy
je mr? a plocha, vélce je 2mrz. tedy celkové cena je

c=1%2mrz+ 3« mrl.
Muzeme ménit oba rozmeéry a tak neni jasné, podle ¢eho derivovat a v ¢em provadét minimalizaci.
Nevyuzili jsme vSak jesté pozadavek, ze celkovy objem ma byt fixni. Pouzitim zvorce vys muzeme vyjadrit
napr. z = T‘r/’“ coz jde dosadit do rovnice pro cenu

\%4 2V
c= 27r7”—2 + 372 = 2= 4 312,
r r

Nyni provedem derivaci podle r a hleddme extrém, takze ji polozime rovnu nule

dc 2V N
—=——+06mr=0=71r={/—.
dr r? 3
Lze se snadno presvédcit, ze druhd derivace je kladnd a jde tedy o minimum ceny.

Odtud jde snadno urcit i optimalni vysku plechovky dosazenim do vztahu pro objem. Je jasné, ze jsme
si mohli vybrat i z a provadét optimalizaci v ném. Zkuste si, ze vysledek bude stejny.



