Reseni cviceni 6: Rady

1 Zakladni rady
e Geometrickd fada: ) -, ¢". Plat{ pro ni

oo e gl <1
Z q" = { diverguje (c0) g>1
n=1 diverguje (osciluje) ¢ < —1

o] 1
n=1 ns*
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coz konverguje pouze pro s > 1 viz vySe. Naopak diverguje jinak. Z toho vidime zakladni pozadavky
na chovéani ¢lenu fad a jak rychle musi klesat, aby byl soucet konecny.

e Zobecnéna harmonickd fada: > Jak se ukazalo nejspis uz na prednasce pomoci Cauchyovy

podminky

2 Grafické znazornéni

1.00 4 — ay
Sn
0.75
0.50 -

0.25

0.00 A

—0.25 ~

—0.50 ~

—0.75 ~

—1.00 -

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0



Sn

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

2.0 1

1.5 4

1.0 4

0.5 A

0.0 4

_05 -

—1.0

()

3 Konvergence

(a) Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence lim,, .o a,, = 0, takze diverguje. Protoze a, > 0, tak
00 on?
Zn:l n213n = o0.
2+cos(n)

n+In(n)

24 241 3 2+ 3 . .. .
od.hadneme #ﬂs((:)) > # = 5~ odkud S - :1?1 s((:)) >3, 5= = 00, tedy i puvodni fada diver-
guje.

(b) Séitana posloupnost se chovd jako ~ %, tedy se pokusime ukdazat, ze také diverguje. Proto
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(d)

Otestujeme posloupnost pomoci Cauchyova odmocninového kritéria, tedy budeme zkoumat
n
limy, o0 g2t = 1 tedy Y0, ( ntl ) konverguje.

3n+1 3n+1

Sc¢itand posloupnost se chova jako ﬁ ~ %, tedy by méla konvergovat. Proto pouZijeme Cauchyovo
kritérium (bod 2 ufiteéné vztahy) a prepiSeme faduna > -, n(n1+1) S 2n(2n+1) <3 e =
S (3 ) kterd konverguje.
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Upravme »_ >, =3, W Pokud nyni uvazujeme jiz diive zminénou

konvergentni fadu Zzozl —z a pouzijeme srovndvaci kritérium, pak

1 1
lim n = lim v =1,
00— —
T T (i i)
neboli puvodni fada taky konverguje.
Miizeme pouzit ndm jiz dobre zndmy odhad faktoridlu a odhadnout fadu 0”5 <> —L. Na

"=l(3)®

Lo = lim,seo \‘? 0, tedy i pavodni

tu pouzijeme odmocninové kritérium a dostavame lim,,_, ., &) T
n\2
2

fada konverguje.

Opét pomoci odmocninového kritéria prevedeme problém na limitu lim,, L‘/ﬁl =L <1, tedy
(2n24n)2 V2
fada konverguje.
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Pouzijeme odhad faktoridlu >~ 7, % <> (3)% , ha coz pouzijeme odmocninové kritérium a mame
3

lim,, 00 il = 0, tedy fada konverguje.
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n n 1+1
Muzeme pouzit Cauchyovo kritérium “obrdcend”, tedy > -, 82,1 +41n =3 2"% =2 s P

coz jde porovnat s fadou anz -3 a dostaneme, Ze zkoumand fada konverguje.
Pouzijeme odmocninové kritérium, tedy lim, .. (v/n — 1) = 0o a fada diverguje.

n —2n+8

Rada nespliiuje nurnou podminku konvergence, tedy PO e = 00.

Vyuzijeme Dirichletova kritéria. Protoze Y. -, (— 1)" mé omezené ¢dstecné soucty a y 7 | 5 kon-

verguje podle srovnavaciho kritéria s fadou - konverguje i zkoumana fada.

nln2

Rada konverguje podle Dirichletova kritéria, protoze Yoo 1(—1)™ mé omezené ¢dstecné soucty a
limy, o0 (V5 = 1) = (limp—0e ¥/5) — 1 =0.

> [ee] 6" +7" , - o] ek
Pokud fadu Y°>° | 415 srovndme s fadou Y, ° | & tak dostaneme
67L 7"1
i s i 8" .
im > =2 = lim —— = 1.
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Druhd rada vsak konverguje, protoze jde o soucet dvou konvergentnich geometrickych tad.

Konvergence v zavislosti na parametru

Pro 8 <1 fada nesponuje nutnou podminku konvergence. Jinak muzeme fadu srovnat s konvergentni

1
fadou Y 7, mv coz déva lim,_,. £~ =1, tedy i puvodni fada konverguje.
W
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Pro 8 > 1 tada nespliiuje nutnou podminku konvergence. Jinak mame pomoci podilového kritéria

7[371,#»1 n
limy, 00 20— = lim,, o0 [i(j;f“) = B < 1, tedy fada konverguje.
T+pm

Pro |a] > 1 fada nespliuje nutnou podminku konvergence. Pro @ = 1 dostdvdme harmonickou radu,
ktera diverguje. Pro & = —1 mdme omezenou fadu Y (—1)™ krat fadu spliujic nutnou podminku,

tedy podle Dirichletova kritéria konverguje i zkoumand rada. Jinak rada (absolutné) konverguje, coz
jde ukazat napt. pomoci podilového kritéria lim,, ., % =0.

Pro § > 1 fada nespliiuje nutnou podminku konvergence. Jinak jde pouzit podilové kritérium

4 on+1
lim,, oo % = (8 < 1, tedy fada konverguje.
Muzeme predefinovat a + 2 =: &, tedy mdme > >~ , \/% Opét pro |&| > 1 nesplituje fada nut-
an+1
nou podminku konvergence. Jinak méme z podilového kritéria lim, ,., Y22 = & < 1, tedy fada
n+1
konverguje.
Radu upravime na > % (%)n, odkud je vidét, ze pro |a| > 3 nesplituje nutnou podminku konver-
gence. Pro o = 3 dostdvdme harmonickou fadu, kterd diverguje a pro o = —3 fada konverguje viz (d).
1 a n+1
Jinak pouzije podilové kritédium lim,,, % = g < 1, tedy fada konverguje.
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