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Reseni cvicéeni 5: Posloupnosti 11

Typické priklady na triky

Nasledujici pfiklady Vas maji naucit “trikim” pro pocitani nékterych limit. Kazdy priklad se vztahuje k
néjakému a nejsou nutné fazeny podle obtiznosti

(a)

Stacéi pouzit odhad f% < smflinl) < % a Vétu o dvou policajtech (Ufiteéné vztahy bod 5). Dostavame
lim sin(nl) _
n—oo n N

Protoze sin(z) € [—1, 1], bude vysledek oscilovat a nartstat. Neboli lim, ﬁ neexistuje.

Jak jsme zjistili minule, exponenciala roste rychleji nez polynom a tak sta¢i vhodné rozsitit vyraz a
dostaneme vyraz typu %
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Jak je neni vyraz dobfe definovan. Musime tedy udélat tipravu ve tvaru vhodného rozsifeni, abychom
odstranili problematické odecitani.
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Pouzijeme vybranou podposloupnost n = 2*. Zjevné n — oo < k — oco. Odtud

k
i og2(n) _ o logp(2Y) .k
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=0.

Vsimneme si, Ze tohle tvrzeni plati stejné pro jmenovatel typu n™

roste pomaleji nez polynom.

, m € N. Plyne z toho, Ze logaritmus

Tahle limita je typu “1°°”, na coz pouzivame exponencializaci. Tedy

lim ¢/n = lim en( =0 =1,

n— oo n—oo

Coz jsme dostali z minulého ptikladu.

Zahrivaci priklady

limy, o0 (n — 22) = lim, 00 0 = 0.

Protoze méme odhad n! > (%) ? aiten diverguje, bude divergovat i faktorial.

Pfimo
lim (7n_+ 10" sin(n!)) = oo.
n—00 =~~~

— 00 <1010
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Pouzijeme odhad f% < (;blz) - < %, tedy pomoci Véty o dvou policajtech
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Pro licha ¢isla dostavame
lim — =0
n—oo 21 ’
zatimco pro suda
. 2-3"
lim = 00.
n—oo 2N
Limita tedy neexistuje.
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Slozitéjsi priklady
. . In(n) dri
lim, oo ¥/ =lim, sooe n = 1.
Pomoci souctu fady viz cviceni 2 mame
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Fce arctan(z) je omezend a tedy trividlng lim,, %rg(””) =0.

Pro |g| < 1 méame podil typu “% = 0”. Jinak lze pouzit dfive dokédzany odhad n! > (%)% a fakt, ze
tento podil je nezaporny
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Vhodné rozsifime jemnovatele
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hmn—>oo n%Jrﬁ = limn—>oo 6(%+ﬁ) In(n) = hmn—>oo 6%4»5}:%:; = 65.
Onacme {/1+ 2{/1+ 2 =: a(k,l). Potom
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g, (alh: D = 1) = I n ey T a2 D+ kD)



k
kde a*(k,1) — 1 = (1 + %)l (1 + g) —1= 64—7/3 +..., kde ¢leny ... obsahuji ve jmenovateli n? a vic,

které se v limité neprojevi. Déle je vidét, ze lim,, o, a(k,l) = 1 a ve jmenovateli je takovych ¢lentt

pravé ki — 1, tedy
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(h) UZ vime, Ze faktorial roste rychleji nez polynom libovolného fadu i libovolna exponenciala. Proto staci
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(1) Citatel diverguje, ale jmenovatel je vlastné (—1)", takZe limita neexistuje.

(m)
(D) (2o () )

lim (mﬂﬂn( 5 )> = lim (5+5(n;1))5+§.

4 Rekurentni posloupnosti

Kli¢ové v tomto oddilu je si uvédomit, ze lim,,_, oo @y, = lim, o0 an41. Pokud tedy existuje lim, o a, = a €
R, pak

(a) Pokud limita existuje, musi pro ni platit a = %(aJr %) & > = 2 & a = +V/2. Protoze ¢leny
posloupnosti jsou kladné, je pripustné pouze kladné feseni. Nyni musime ukazat konvergenci, k cemuz
posta¢i monotonie a omezenost ze “spravné strany”. Omezenost plyne z AG nerovnostil

;<a+z)2\/2=\@.

Navic je posloupnost rostouci, protoze
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takze je konvergentni.




(b) Tato posloupnost zjevné diverguje. Je to vidét i z limitniho pfechodu a = a + 1, coz nejde v R splnit.

(c) Posloupnost je zjevné rostoucim protoze?

n:\/c+m.

n—krat

Dale je ale i omezena, protoze
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coz zjevné plati. Faktor, kterym je posloupnost omezena jsme ziskali tak, ze jsme chtéli v dalsim kroku

stejnou pravou stranu nerovnice. Horni odhad d(c) tedy musi spliiovat §(c) = 62(c) — ¢ < d(c) =
1+/TF4c
5.

Nyni uZ je trividlni limitu spocitat pomoci a = v/a+c¢ = a = §(c) = , protoZe nas zajimaji

pouze kladnd FeSeni (¢leny posloupnosti jsou kladné).
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2Miuizete si zkusit porovnat sousedni ¢leny a umocnit n-krat.



