Reseni cviceni 4: Posloupnosti
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Prvni ¢len je striktné rostouci, druhy osciluje mezi £1. Jako soucet by tak mohli oscilovat, nicméné
druhy ¢len je omezeny jedni¢kou. Stac¢i se tak soustiedit na ty n, pro kterd by rozdil 1 mohl zpusobit
naruseni monotonie. Kdyz si vypiSeme prvni tfi ¢leny dostavame a; = 0, as = 5, ag = 8. Je vidét, ze
dél nemuze druhy ¢len narusit monotonii prvniho a posloupnost je tedy monotdénni.

Odec¢tenim dvou po sobé nasledujicich ¢lenu dostavame
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tedy jde o klesajici posloupnost.

Opét by slo odéitat, nicméné elegantnéjsi zpusob je upravit
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Jak jsme urcili byse je druhy ¢len klesajici a tedy i celd posloupnost je klesajici.

Upravme
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Vyraz pod odmocninou je tedy klesajici (dalo by se ukdzat obdobné jako vyse) a protoze /- je
monoténni, je i zkoumand posloupnost klesajici.

Tato posloupnost neni monoténni, jelikoz je to jen diskrétni verze sin(x).

Vypocet z definice

Limita je zjevné 1, protoze pro libovolné a,, mdme a — a,, = 0 < € pro vsechna ¢ > 0. Pro libovolné
zadané € nam tedy staci zvolit n = 1, nebo libovolné jiné pfirozené cislo.

Je vidét, ze Va, : a, > 0 a posloupnost je klesajici. Limita ale nemuze byt vétsi nez 0, protoze pro
a > 0 bychom mohli najit a, < a. Zkusme tedy a = 0. Potom pro zadané € > 0 chceme najit n tak,

aby a; = % < €. To jisté jde udélat volbou n = L%—‘ Protoze je poslounost klesajici, bude nerovnost

platit Vn : n > n.

Spojita logaritmus neni shora omezen a tak se da ¢ekat, ze jeho diskrétni podoba bude mit nevlastni
limitu 4+00. Pro zadané K € R chceme tedy najit i tak, ze ai = In(n) > K. Odtud tedy dostdvéame,
ze staéf n = [e®T1]. Z monotonie In opét plyne zbytek.

Staci pouzit trividlni odhad n! > n a je vidét, Zze posloupnost bude mit nevlastni limitu +oco. Pro
zadané K lze volit n = K.
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Za povsimnuti stoji, ze v tomhle piipadé se s opravdu Spatnym odhadem pracuje dobie. Nejde nam
o to odhadnout funkci ptresné, kdyz si muzeme pomoct, jde s odhadem “plytvnat”. Jak spatny odhad
n! > n je jsme vidéli uz ve cviceni 2, kdy se nam podafilo odhadnout n! > (%) 2 neboli faktorisl roste
rychleji nez libovolny polynom (a ukdze se, ze i nez libovolnd exponencidla).

Po preznaceni n < n + 1 dostdvdme presné piiklad (b) az na prvn{ ¢len posloupnosti. Ten jde ale
bez problému odebrat, protoze limita posloupnosti nezalezi na koneé¢ném poctu jejich clenu. Jde tedy
prislusné posunout vztah pro n urceny vys.
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Pouzijeme Vétu o dvou policajtech s pomocnymi posloupnostmi {0}22; a {ﬁ} . Pro vSechna n
n=1

plati 0 < 1-&-% < 14—% a tedy jsou splnény piedpoklady véty a i tato posloupnost jde k 0. K urceni n

pouzijeme stejny postup jako vyse, tedy
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Vypocet
Stac¢i vyraz rozsfiit vhodnym doplnénim podle a? — b? = (a — b)(a + b), neboli
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Citatel je konstanta a jmenovat je neomezeny a kladny, takze mame vyraz typu “+
jde do 0.

é”, takze poslounost
Limita této posloupnosti neexistuje. To je jasné z toho, ze po sobé ndasledujici ¢leny jsou vzdaleny 2.
Tedy nepujde najic ¢len posloupnosti, od kterého jsou ¢leny vzdéaleny od néjakého ¢isla méné jak napt.
e =0.5.

Oproti predchozimu pifkladu se situace méni, protoze pro n > 1 je n! sudé &islo. Proto (—1)™ = 1 pro
n > 1 a tedy az na prvni ¢len, ktery o limitnim chovani nerozhoduje dostavdme piiklad 2(a) a limita
zkoumané posloupnosti je 1.

n
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Pokud si vzpomeneme na jiz zmiiiovany vysledek z cviceni 2, pifklad 3.2 (c) n! > (%) ?, tak jde udélat
odhad

nk = nk \2 ’
coz diverguje a tedy diverguje i zkoumand posloupnost. Pouceni tedy zni “faktorial roste rychleji nez
polynom libovolného fadu”.

. . ¢ . - . sin(n) 1 , .
Sinus je funkce omezend a tedy jde ¢leny posloupnosti odhadnout |=—=| < -. S vyhodou pak jde

<
pouzit Vétu o dvou policajtech na posloupnosti {:I:%}fle, které jsou obé k nule viz vysSe. Limita
zkoumané posloupnosti je tak taky 0.

Po tpravé dostavame
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Limita opét neexistuje, coz jde ukdzat podobné jako v (b), protoze pro sudd n dostdvdme prave (b) (az
na znaménko, coZ je jen posunuti).

Prostym zkoumanim limit samotnych vyrazu dostdvame

1
00 ~—
—0
—0



Méme tedy neuréity vyraz typu “co - 0”. ReSeni spocivé v tpravé, kterou jsme pouzili uz v (a)

(i) Radu v &itateli jde secist pomoci vysledki z minulych cviceni 7 i = "(nTH) Odtud dostédvdme

L+2+4-4n _ nn+1) 145 el
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(j) Protoze koneény pocet prvka nerozhoduje o limitnim chovéni, mizeme prvnich 1000 ¢lenu zahodit.

Pro zbytek pouzijeme odhat
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jak jsme jiz ukdzali v (d).



