Reseni cviceni 3: Funkce

1 Vlastnosti sloZznych fci
(a) P¥imo z definice dostavame
Ve,yc Arx =y f(z) = f(y) & 9(f(@) = 9(f(y))
Takze slozenim dvou prostych fci dostaneme opét prostou fci.

(b) ProtoZe g je na, jeih na, protoze (Vy € CIx € B:g(x) =y)= My CIx € A: h(z) = g(f(x)) =v).
(c) ProtozZe plati (a) i (b), plati i (c).

2 Skladani fci

(a)
fof=22x+1)+1=4x+3,
fofof=4Qz+1)+3=8z+7,
fofofof=16x+ 15,
neboli obecné sloZeni da -
fofo--ofof=2x+) 2.
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Takze je vidét, ze po slozeni 4 f dostaneme opét f. Skladani je tedy 4-periodické.

3 Vlastnosti obrazu

(a) Tuto vlastnost maji pouze prosté fce. Uvazujme nap¥. f(x) = 22 pro A = [-1,0], B =[0,1] == ANB =
{0} a f(0) = 0. Nicméné f(A) = f(B) = [0,1].

(b) Na levé strané mame

{ye B: (Br e X)(f(x) =y) v (Fz € Y)(f(x) = v)},



zatimco na pravé
{yeB:(FrxeXVvizeY)(f(z)=y)}

Predpokladejme, Ze tyto mnoziny nejsou stejné. Pak by muselo existovat x € X UY takové, ze jeho
obraz nenajdeme v obrazech X ani Y. To je ale spor, protoze pak nemtze = byt z X UY.

Opét postupujme sporem a predpokladejme, ze Jy € f(X)\ f(Y) takové, Ze y ¢ f(X \Y). Musi tedy
existovat vzor € X tak, ze y = f(x), ktery ale neni v obrazu X \ Y a tedy musi byt z X NY. To je
ale spor, protoze to nemtize platit, ze y € f(X) \ f(Y).

Toto tvrzeni je opakem ptedchoziho a tedy platit nemtize. Uvazujme napt. opét f(x) = 22 pro X =
[1,0], Y =10,1]. Potom f(X\Y) = (0,1] a f(X)\ f(Y) = 0.

Vlastnosti zobrazeni

Tato funkce je prostda, protoze vzdy existuje moznost najit inverzi pro libovolnou podmnozinu defini¢-
niho oboru.

Tato funkce je surjektivni (na), protoZe pro libovolnou mnozinu v prostoru, kam je zobrazeni f defi-
novano, jde tuto mnozinu ziskat jako obraz néceho v A.

Konstrukce funkce

Uvazujme napf. f(n) = 2n. Ta je prostd, protoze pro zadnou riznou dvojici pfirozenych ¢isel nedosta-
neme stejny obraz. Nicméné neni na, protoze napf. 3 neni obraz zadného pfirozeného ¢isla.

n

Napi. f(n) = | 2| mé tyto vlastnosti', protoze napf. pro 2 a 3 dostaneme f(2) = f(3) = 1, ale je na,
protoze libovolné m € N dostaneme jako obraz n = 2m.

Tady si ¢lovék asi miize nejvic vyhrat, ale jedna moznost je uvazovat “nekonecéné se zvétsujici zuby”
(viz Obrazek 1)
fn)y=1+n- lloga(n)]

které zatidi, ze pro kazdou mocninu 2 dostaneme f(n) = 1. Je vidét, Ze je funkce na a kazdy obraz méa
nekonec¢né mnoho vzort.

Min/Max/Sup/Inf fci

Pro f(z) = 1 je jasné, ze min(f(x)) = max(f(x)) = 1. Protoze tyto existuji, jsou rovny supremu/infimu.

Fee f(z) = 15 je na Ry rostouc, coz je vidét z f(z) = 1— 1%: Odtud tedy plyne, Ze extrémy budou
na okrajich intervalu. Pro minimum méme f(0) = 0 a protoZe se nabyvd, je to i infimum. S maximem
jsou horni zavory. Nejmensi z nich je sup(f(z)) = 1. Maximum tato funkce nemd. UkéZeme to tak,
Ze budeme predpokladat, Ze existuje maximum M < sup(f(z)) = 1. Je jasné, ze M # 1, protoZe f
nenabyva hodnoty 1 pro zadné x. Mame tedy M < 1, coz nastane pro

XM 1
M = & =—-1+ .
xy + 1 M 1-M
Nicméné pro s + 1 dostavame
ey +1 T 1

flepr+1) =
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protoze posledni nerovnost ¥ika (pro M < 1 kde nés to zajima) M2 —2M +1 = (M —1)? > 0, co% je
pravda. To je ale spor s tim, ze M je maximum. Maximum tedy neexistuje.
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Obrazek 1: Fce fesici tlohu 5 c).

(c) Tato funkce je hyperbola posunuta do x = 1, ktera diverguje. Nem4 tak ani maximum, ani minimum
(dtikaz by probihal podobné jako v (b)). Nem4 ani supremum/infimum, protoze v R nemame ¢islo,
které by bylo vétsi nez vSechna ostatni ¢isla. Skutecné, pokud by M mélo byt takové ¢islo, tak okamzité
dostaneme spor, protoze 2M > M (podobné infimum). Proto se zavadi tkz. rozsifend redlna ¢isla
R = RU {400}, ve kterych uz jde supremum a infimum najit.



