Reseni cviceni 2:

1 Kvantifikatorovy zapis
Pivodni vyroky

(a) Ve RIyeR:z= 4.

(b) VERe>0TyecQ:|z—y|<e

(¢) Vne NIk eZ:n =2k

(d) YVneN: (n=2k, k€eZ)=n>0.
Negace

(a) IreRVyeR:az # 4.

(b) IxreRe<0VyeQ:lz—y|l>e

(¢) IneNVkeZ:n+#2k.

(d) IneN:(n=2k, keZ)An<0.
Pravdivosti

(a) Zjevné plati ptivodni vyrok.

Logika

(b) Puvodni tvrzeni ¥ikd, Ze racionalni ¢isla jsou tkz. hustd v redlnych. To je pravda, ale ukdzat to zatim

neumime.

(¢) Zjevné n =5 € N, ale neni sudé.

(d) Jelikoz plati zavér puvodniho tvrzeni, tak plati celé ptivodni tvrzeni (viz uziteéné vztahy).

2 Vyrokova logika

Elegantni zptisob feseni nabizi tabulka pokryvajici vSechny moznosti. Vyrok pak jde rozdélit na podvyroky
a pravdivost kazdého podvyroku fesit zvlast. Uvazujme prvni piiklad (A < B) & (B < A), pro ktery méme

tabulku
A B|A&B B A (A& B & (Be A
1 1 1 1 1
(@ 1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

Tvrzeni je tedy pravdivé pro vSechna A a B.

V dalsich piikladech postupujeme obdobné. Uvedme jen vysledné tabulky (vynechdme posledni sloupec

se samymi 1)

Za povsimnuti stoji, ze (d) je pfimo zapis dtizaru neptimého.



(A= 0C)

A B C|A=B A=BAB=C

-(A A B)

A B\AAB

-B = —-A

A B|A=B

A B|BA-B AvV-A

-BA-A

A B | -(AVB)



3 Dukazy

3.1 Mnoziny

Mnozinové dikazy je vyhodné znédzornit graficky, jak je ukdzano na Obrazku 1 pro piiklad (a). MnoZiny
znézornime kruhy, pricéemz oblast mimo kruh predstavuje prvky mimo danou mnozinu. Z obrazku je jasné,
Ze rovnost plati. V piikladu (b) postupujeme analogicky.

A

(a) AUB (b) C\ (AUB)

A

() C\A (d) C\ B

Obréazek 1: Vizualizace mnozinové rovnosti.

3.2 Odhady

(a) Pouzijeme klasicky dikaz indukci. Pro n = 2 dostavame 2 < 9/4, tedy je nerovnost splnéna. P¥istou-
pime k indukénimu kroku (vice o ném v oddilu 3.3)

(n+1) = (n+1) (”;1)" < (”;2>n+1,

1 1 n+1
1< (14 —— .
2( +n—|—1>

Prava strana pro n = 2 davad =~ 1.19 > 1 a tedy je nerovnost splnéna. Navic je prava strana rostouci
funkci n a tedy bude nerovnost splnéna Vn € N. Vyraz na pravé strané je opravdu zajimavy a setkdme
se s nim i pozdéji, protoze predstavuje definici Eulerova ¢isla

1 " n—oo
14— — e~ 2.72,
n

neboli



3.3

coz je jedna z fundamentalnich konstant pfirody.

Budeme postupovat tak, Ze rozdélime n na sudé a lichd a dokdZeme nerovnost zvIast pro obé moznosti.
Pro n = 1 je nerovnost splnéna trividlng. Pro n = 2 dostavame (1 +x)? = 1+ 2z + 2% > 1 + 2z, coZ je
opét pravda. Pristupme k indukénimu kroku, ktery zni

14+2)""2 > 1+ (n+2).
S vyuzitim indukéniho predpokladu

A4+2)""2 =0 +2)"(1+2)*> 1 +nx)1+ 2z +2%) =14 22 + 2% + nx + 2na® + na® =
1+ (n+2)x + nz?(z + 2) + 22

Protoze 22 > 0 A x + 2 > 0 dostavame (1 + x)"*2 > 1+ (n + 2)z, coZ je piesné co jsme chtéli ukazat.
Pro n = 1,2 nerovnost plati. Pro suda n = 2m dostavame
nl = (2m)2m —1)...(m+Dm! > 2m)...(m+1) > m™ = (ﬁ)f,

zatimco pro licha n =2m + 1

n!:(2m+1)(2m)...(m+1)m!>(2m—|—1)...(m+1)>(m+1)m+1>(m+%)m+%: (E)%

Tvrzeni

Nalezeni “spravného” typu dikazu neni vzdy snadné. Délime je na vic typt podle “pristupu” k problému.
P¥imy dikaz ukaze piimo, Zze A = B. Dikaz neptimy se snaZi o to samé, ale neni to na prvni pohled jasné,
protoze ukazuje =B = —A. Jak jsme ale ukdzali dfive, (A = B) < (=B = -A). Pokud délame dikaz
sporem, tak se snazime ukazat, ze pokud dokazované tvrzeni neplati, plyne z toho neplatnost jiného tvrzeni,
o kterém vime, ze platné je. Konecné v dikazu indukci ukazeme, Zze dana rovnost zavsla na parametru n
plati pro néjakou hodnotu (vétsinou n = 1) a Ze z platnosti pro libovolou hodnotu n dostaneme platnost pro
hodnotu n + 1. Tvrzeni pak plati pro libovolné n € N.

Projdéme nyni tvrzeni ze zadani.

(a)

(b)

primo: Uvazujme nasledujici nerovnost
(a=b2+(a—c)>+(b-c)?>0.
Ta je jisté platna Va, b, c € R. Po roznasobeni dostaneme
a® —2ab+b® +a? —2ac+ 2+ b2 —2bc+ ? > 0.
Po preusporadani dostaneme piimo dokazovany vztah.
sporem: Pokud neplati ¢ + g > 2, pak

a b
212 <9 /.ab
b+a< /- ab,
a® +b* < 2ab < a* — 2ab +b* = (a 4+ b)? < 0.

To je spor, protoze druha mocnina realného ¢isla je nezaporna. Vsimnéme si, ze jsme potfebovali fakt,
7e a, b jsou kladnd pri apravach.



(¢) indukei: Pro n = 1 je rovnost zjevné splnéné. Pfejdéme proto hned k druhému kroku, neboli k zdméne

n—n+ 1. N
.+ D(n+2)

Nyni vyuzijeme indukéniho pfedpokladu > ;i = w

n(nT—i_l)—i—(n—&-l):

a tim je dtikaz dokoncen.

m+D(n+2) n?4+n+2n+2 n?+3n+2
2 = 2 T2

K tomuto vztahu se vaze historka - na zakladni Skole byla pry jednou pani ucitelka matematiky z
mladého Carla Gausse unavend a tak mu dala za kol seéist ¢isla od 1 do 100. Nicméné se ho tim
nezbavila na dlouho. Gaussuv pfistup k vypoc¢tu byl trochu jiny nez jsme naznagcili zde - v8iml si, Ze
prvni a posledni ¢len sumy davaji stejny soucet jako druhy a predposledni atd. To vlastné predstavuje
pfimy dtkaz tvrzeni vyse.

(d) primo: Tvrzeni jde slovy formulovat taky jako “cislo n? — n je sudé”. To lze snadno nahlédnout po
Uprave

n? —n=n(n-1).

(e) indukci: Pro n = 1 rovnost zjevné plati, pfejdéme tak rovnou k indukénimu kroku

n+1
S@i—1) = (n+1),
i=1
D @i—1)+@2n+1) = (n+ 1)
i=1
Opét pouzijeme indukéni piedpoklad Y | (2i — 1) = n?

n*+(2n+1)=(n+1)>3
a dostali jsme rovnost.

(f) nepiimo: Budeme se snazit dokdzat tvrzeni nepfimo, tedy budeme dokazovat “Pokud n neni délitelné
tfemi, pak ani n? neni délitelné t¥emi”. Tedy jestlize n neni délitelni t¥emi, pak jde napsat

n=3k+1Vvn=3k+2, keZ.

Potom ovsem

n? = (3k +1)% = 3 (3k? + 2k) +1
N———
€Z

a tedy ani n? neni délitelné tiemi. Podobné v druhém piipadé

n? = (3k +2)* = 9k* + 12k + 4 = 3 (3k* + 4k + 1) +1.
—
€Z

4 Bonus

Mudrci se nejde zeptat na otazku type “Je miij kabat ¢erny?”, protoze nic nevnimaji. Proto je tfeba pouzit
logiku. Pii pohledu do tabulky logickych spojek je jasné, Ze otdzky typu “LzeS ty, nebo ten druhy?” nés
nikam neposunou, protoze oba odpovi stejné. Potfebujeme néco, co neni symetrické pii zaméné A a B, tedy
implikaci. ReSenim je otdzka typu “Pokud ty lze, lze i ten druhy?”. Pokud se zeptame lhaie, dostaneme
vyrok typu “1 = 0”7, na coz on odpovi ne. Pokud se ale zeptdme pravdomluvného dostaneme “0 = 1”7, tedy
odpovi ano.



