
Cvičeńı 2: Logika

1 Kvantifikátorový zápis

Zapǐste následuj́ıćı tvrzeńı pomoćı kvantifikátor̊u

(a) Ke každému reálnému č́ıslu existuje č́ıslo dvakrát větš́ı.

(b) Pro všechna reálná x a reálná kladná ε existuje racionálńı y tak, že vzdálenost x a y je nanejvýš ε.

(c) Všechna přirozená č́ısla jsou sudá.

(d) Pokud je přirozené č́ıslo sudé, pak je kladné.

Výroky následně znegujte a pokuste se rozhodnout o jejich pravdivosti.

2 Výroková logika

Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı

(a) (A⇔ B)⇔ (B ⇔ A),

(b) (A⇒ B ∧B ⇒ C)⇒ (A⇒ C),

(c) A ∨ ¬(A ∧B),

(d) (A⇒ B)⇔ (¬B ⇒ ¬A),

(e) (B ∧ ¬B)⇒ ¬(A ∨ ¬A),

(f) ¬(A ∨B)⇔ (¬B ∧ ¬A).

3 Důkazy

3.1 Množiny

Dokažte pro množiny A,B,C

(a) C \ (A ∪B) = (C \A) ∩ (C \B)

(b) C \ (A ∩B) = (C \A) ∪ (C \B)

3.2 Odhady

Dokažte následuj́ıćı odhady pro x ≥ −2 a n ∈ N

(a) n! <

(
n+ 1

2

)n

, n > 1,

(b) (1 + x)n ≥ 1 + nx,

(c) n! ≥
(n

2

)n
2

.

Hint: v (b) a (c) ukažte platnost pro n = 1, 2 a indukčńı krok dělejte zvlášť pro sudá a liná n.
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3.3 Tvrzeńı

Dokažte následuj́ıćı vztahy př́ımo, nepř́ımo, sporem, nebo indukćı

(a) ∀a, b, c ∈ R : a2 + b2 + c2 ≥ ab+ ac+ bc,

(b) ∀a, b ∈ R+ :
a

b
+
b

a
≥ 2,

(c) ∀n ∈ N :

n∑
i=1

i =
n(n+ 1)

2
,

(d) ∀n ∈ N ∃k ∈ N0 : n2 − n = 2k,

(e) ∀n ∈ N :

n∑
i=1

(2i− 1) = n2,

(f) ∀n ∈ N : n2 je dělitelné 3 ⇒ n je dělitelné 3 .

Hint: př́ımo: (a), (d), nepř́ımo: (f), sporem: (b), indukćı: (c), (e)

4 Bonus na zamyšleńı

Přijdete za dvěma mudrci, kteř́ı nevńımaj́ı ze světa nic kromě Vašeho hlasu a ztratili všechnu paměť. Vı́te,
že jeden vždy lže a druhý vždy mluv́ı pravdu. Jak zjist́ıte, který je který?
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5 Užitečné vztahy

Výroky s kvantifikátory negujeme pomoćı

¬ (∀x ∈ X : V ) = ∃x ∈ X : ¬V,

¬ (∃x ∈ X : V ) = ∀x ∈ X : ¬V.

Logické spojky se chovaj́ı podle

A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
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