Cviceni 10: Tayloruv rozvoj

1 Pirimé rozvoje
Postupujeme prosté tak, ze funkci neustéle derivujeme a vyhodnocujeme tuto derivaci v pfislusném bodé.

(a)

Tedy
Ty =1+ 22 + o(2?).

Vsimnéme si, ze protoze je funkce sudd, musi vSechny liché ¢leny rozvoje byt nulové a to nam i vyslo.

Tento rozvoj je tedy platny i do 3tiho fadu. Daéle si jde vSimnout, ze jsme dostali prosté rozvoj e¥ pro
2

y =z

f(@) = (1 +2%)

, 2x f(mo) =0,
F@) =1 F(z0) = 0,
21 +a%) — 42 f'(xg) =2,

Tedy

f(z) = €”sin(x) f(@o) =0,
f(x) = e”sin(z) + € cos(z) f(zo) =1,
1" (z) = 2€” cos(x) 1" (zo) = 2,
Tedy
Ty = z + 2% + o(z?).
(d)
flz) =e* flwo) =1,
f'(@) = ae™ f'(xo) = a,
@) = e ) =,
Tedy -
To=1+4ax+ a; + o(z?).

Opét ndm vysel vlastné rozvoj e*, do kterého jsme akorat “dosadili” ax.



(f)

(b)

! _ a ! _ a
2
1( )——(;—T(l—i-ax)_% f (o) = %
Tedy
ar  a’x? 9
T2—1+?—2'3' + o(z*)
V1i+ax, x9=0,
flz) =Vz flzo) =1,
! 1 !
f(z) OV f'(wo) = %,
3 " 1
Flay=-—got )=
Tedy ,
=1+ @=1 @=1 + o(z?)

Priblizna hodnota

Na zacatku vypoctu si situaci zlehéime tak, ze vytkneme nejvétsi éislo typu a® mensi nez 250. To dava
3% = 243, tedy V250 = V243 +7 = v/243{/1+ 5= = 3{/1+ 55=. Nynf mizeme pouzit Tayloriv

rozvoj pro (1 + x)% kolem z = 0, protoze 5= < 1. Tento rozvoj je (bud spoéteme rukou, nebo
pouzijeme wolfram)

1 xr 222
1 F=142 - 2.
(I+2)5 =1+ — 5= +o(z7)
Pokud pouzijeme jen prvni ad, dostavame hodnotu ¢/1 + ﬁ ~1+ ﬁ ~ 1.00576. Chybu uré¢ime

pomoci nasledujictho fadu. My ale nezndme hodnotu ¢ a proto chybu odhadneme a zvolime ¢ tak, aby
byla co nejvétsi. Druhé derivace nasi funkce je

(a+a) = —mp

coz je v abosultni hodnoté! nejvétsi pro z = 0, tedy volime i ¢ = 0. Tam je chyba

41 7\?
Ry= oo (o - 243) ~ 0.00007.

Dostéavame tedy +v/250 = 3(1.00576 4 0.00007) = 3.0173 £ 0.0002. Spravna hodnota? je ~ 3.01709,
tedy v rdmeci chyby.
Zname rozvoj exponencidly a tedy piimocaie do prvniho fadu dostavame

2

e””:l—l—x—i—%—i—o(mQ),

1Zbytek jsme definovali jako Ry, = f — Tp,. Znaménko ndm tedy Fik4, jestli je odhad vétsf ¢i mensi, ale zde nés zajimé jeho
velikost.
2Neboli to, co spoéital poéitaé obdobnym postupem, ale do vyssiho fadu.



3

coz pro x = 2 dévé do prvniho fddu e? = 3. Chyba takového odhadu je ale zdvisld na e®, protoze
exponenciala je sama svoji derivaci. Jak je vidét, je tfeba chybu odhadnout jinak a to pomoci souctu
zbytku fady jako to bylo v prvnim bonusovém DU. Poznamenejme ale, 7e ¢ &~ 7.389, tedy chyba
naseho odhadu je dost velkd. Cleny fady totiz pro & = 2 klesaji pomérné pomalu.

Pouzijeme fadu In(1 +z) =z — LA o(z?). Do prvntho i4du opét mdme In(1.2) = 0.2. Chybu uré¢ime

2
z nasledjiciho tadu, kde vime
1

(1+2)%

tedy nejvétsi prispévek dostaneme pro ¢ = 0, coz dava chybu

(In(1+2))" = -

1
Ry = (0.2)* ~ 0.02.

Pfesnd hodnota je In(1.2) &~ 0.182, tedy v rdmci chyby méme vysledek dobfe.

Zde 1ze s vyhodou vyuzit bud séitaci vzorec, nebo pfimo geometrickou intuiici, ktera k4 sin(r —0.2) =
sin(0.2). Nyni pouzijeme Taylora pro sinus kolem nuly a do prvni fddu mame sin(0.2) = 0.2. Chybu
uréime pomoci

(sin(x))"” = — sin(z),

coz maximalizuje na [0,0.2] préavé ¢ = 0.2
. 1 2
Ry = sin(0.2); (0.2)° ~ 0.004,

Tady jsem podvadél, protoze opét ndm zbytek zdvisi na samotném sin(x), ktery se snazime urcit. Je
ale vidét, ze Re < sin(0.2) a tedy 0.2 se zda jako rozumny odhad, protoze chyba jde odhadnout ze
samotného odhadu sin(0.2). Skutecnd hodnota je sin(0.2) ~ 0.1987.

Vnoreni rad

Znéme rozvoje pifslugnych funkei a chceme celkovy rozvoj. Rady do sebe tedy “dosadime” a snazime se
postupné najiv vSechny ¢leny fadu ™ a postupovat do kyzeného n. Zde chceme n = 3 a tedy rovnou budeme
vée vyssiho fddu strkat do o(x®)

(a)

(b)

T — (1 a? | 2° 3 z’ 4y _ 2 sl 1 3
e’ sin(z) = +$+?+§+O(Z‘) x—§+0(a§) =zx+a‘+z 373 + o(z”).

sin(sin(z)) = 31 5!

7%4,0(&34) o(x4)

( - ) - (=5 o) N o) ria? (< - ) Foleh




2 z_ L4 5 — ﬁ zt
i cos(z) — 14 & lim =57+ tolx )> 1+ 5 ~ i AT + o(z”) _ 1 4 lim o(@?) _ 1
x—0 :E4 - z—0 1‘4 z—0 :L’4 4! z—0 '1,’4 4! ’
~—_———
Tohle se vétsinou vynechava.
(b)
) a®+a T -2 ] 6ln(a)a: te~ In(a)z __ 2
lim ————— = lim 5 =
z—0 €T z—0 T
2 2
y (1 + In(a)z + 7(111(;!)‘%’) + 0(1‘2)) + (1 —In(a)x + 7(111(;!)95) + 0(9:2)) -2
1m =
z—0

x2

ili% (ln(a)xl2+ O(l‘ ) — (ln(a))z.

()

z—0 x3 z—0 x3 B

2 3!

i €50@) 2@+ 1) s w2+ a0 (3 g) o) —ale+ 1) (1 1) _ 1
5

(d) Taylora v nekonec¢nu délat neumime, ale stejné ndm muze pomoct trik - udéldme substituci x = %
pouzijeme zndmé rozvoje

2 4 2 2 2
1 1 cos(y)—e*§ 1_g!+i’_(1_y2+211(_yz>>+0(y4)
lim z* <cos () - e_W> = lim —~—F—— = lim 1 =
T—00 X y—0t Yy y—0t Y
4 4
lim —%_%+0(y4) :l_}:_i
y—0+ y* 4! 8 12°
(e)
2 2 2
lim —— = lim a i -

=1

m
a0 2e% — 2 — 1 H()2(1+x+%2)—(1+2m+%)—1+o(m2) 202 = B2 4 o(a?)



5 Motivace z fyziky

Nejprve musime vzorec upravit, protoze rozvoj déldme v malém ale bezrozmérném parametru 7 < 1, ktery
ozvacime z. Proto

1 x? 3zt
14+ = + = +o(z").

\/1—932: 2 8

To zpétné dosadime do vzorce pro kinetickou energii

e [0 1) o ()] -

1 9 3 vl v\ °
3Mov + g2 +vo((2) )

Klasickd kinetickd energie  Prvni relativistickd oprava

Je tedy vidét, ze pro pomalu letici ¢astice bude hlavnim piipévkem ¢ast, kterou pozorovali lidé uz predtim.
To samoziejmé dava dobry smysl, protoze pokud ma teorie néjakou ¢ast poznani rozsitovat, musi v limitach
kdy dobie fungovala predchozi teorie prechazet pravé na ni.



