
Cvičeńı 10: Taylor̊uv rozvoj

1 Př́ımé rozvoje

Vyjádřete Taylor̊uv polynom následuj́ıćıch funkćı v bodě x0 pro a ∈ R do druhého řádu

(a) ex
2

, x0 = 0,

(b) ln(1 + x2), x0 = 0,

(c) ex sin(x), x0 = 0,

(d) eax, x0 = 0,

(e)
√

1 + ax, x0 = 0,

(f)
√
x, x0 = 1.

2 Přibližná hodnota

Spočtěte přibližně a určete chybu odhadu

(a) 5
√

250,

(b) e2,

(c) ln(1.2),

(d) sin(π − 0.2).

3 Vnořeńı řad

Spočtěte pouze pomoćı skládáńı/násobeńı nekonečných řad základńıch funkćı z užitečných vztah̊u rozvoje
funkćı v bodě x0 = 0 do třet́ıho řádu

(a) ex sin(x), (b) sin(sin(x)).
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4 Limity

Spočtěte následuj́ıćı limity pro a ∈ R+

(a) limx→0
cos(x)−1+ x2

2

x4 ,

(b) limx→0
ax+a−x−2

x2 ,

(c) limx→0
ex sin(x)−x(x+1)

x3 ,

(d) limx→∞ x4
(

cos
(
1
x

)
− e−

1
2x2

)
,

(e) limx→0
x2

2ex−e2x−1 ,

5 Motivace z fyziky

Kinetická energie je v teorii relativity daná jako

K =
m0c

3

√
c2 − v2

−m0c
2,

kde m0 = const. je hmotnost částice, v jej́ı rychlost a c = const. rychlost světla. Pro pomalé částice, tedy
v � c by se měla tato veličina redukovat na jej́ı klasickou podobu K = 1

2mv
2. Přesvědčte se, že to tak

opravdu je a určete prvńı relativistickou opravu k této limitě.
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6 Užitečné vztahy

Taylor̊uv polynom stupně n ∈ N0 v bodě x0 ∈ R funkce f je

T f,x0
n (x) = Tn(x) =

n∑
i=0

f (i)(x0)

i!
(x− x0)i =

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Zbytek (chyba) Taylorovy aproximace je dána jako

Rf,x0
n (x) =

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

kde c lež́ı mezi x a x0.

Některé základńı Taylorovy polynomy v bodě x0 = 0 jsou

sin(x) =

∞∑
i=0

(−1)i
x2i+1

(2i+ 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .

cos(x) =

∞∑
i=0

(−1)i
x2i

(2i)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .

arctan(x) =

∞∑
i=1

(−1)i−1
x2i+1

2i+ 1
= x− x3

3
+
x5

5
− . . .

ex =

∞∑
i=0

xi

i!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

ln(1 + x) =

∞∑
i=1

(−1)i+1x
i

i
= x− x2

2
+
x3

3
− . . .

3


