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Reseni cvi¢eni 1: Opakovani

Defini¢ni obory

Najdéte defini¢ni obory Dy C R nésledujicich funkei

(a) f:y=+Vax—3, (d) f:y=sin"Y(rx),

(b) f:y=log, ;Itzvrﬁ[). . < ( )2 1>2 1 2
e) fry= vVe—1) — = — -

() fry= wn(

Pfi uréovani definiénich obort si musime davat pozor (vétsinou) na odmocninu, logaritmus a jmenovatel.

(a)
(b)

Zde je situace jednoduchd, z —3 > 0= x € [3,0).
Zde mame podil a logaritmus. Co se podilu tyce, je tieba odebrat body 22 —4 = 0 = x = £2. Déle
argumet logaritmu musi byt kladny, tedy

x
-

> 0.

Vidime, ze ve jmenovateli se méni znaménko v bodech x = £+2 a v ¢itateli v x = 0. To nam déli R na
Ctyfi intervaly, ve kterjch stadi otestovat jeden bod a zjistime, jestli nerovnici splituji. Resenim je

z € (—2,0)U(2,00).
Vypocet je delsi, ale neni obtiznéjsi. Nejprve je tieba zjistit
22 —dr+4=(r-2* >0 xR,

poté diky logaritmu
va?—dz+4—2>0.

Ptirozené by bylo odecist = a obé stranu umocnit, ale pfitom musime pamatovat, ze parabola je klesajici
pro z < 0 a tedy zméni znaménko nerovnosti. Pro kladna x tak mame

2 —dr 44> dzx+4>0e <1
Pro zaporna x je nerovnost vzdy splnéna, protoze
Vo RT — RT,
tedy bude vzdy vétsi nez zaporné x. Koneéné dostavame posledni odmocninu a musime najit = takové,

Ze
In(va?—4dz+4—2)>0& Va2 —4de+4 >+ 1.

Umocnéni je opét ekvivalentni tprava pouze pro x + 1 > 0. V opa¢ném pfipadé je nerovnice ale opét
splnéna. Pro x > —1 jde tedy nerovnici umocnit a dostavame

2 —dr+d4>2+u+lex<

N | =

Pokud nyni ddme vSechny podminky dohromady, tak dostavame vysledny defini¢ni obor = € (—oo, %)

Musime zajistit, aby ve jmenovateli nebyla nula. To nastava pro sin(rx) = 0 & x € Z. Resenim tedy
jex e R\ Z.


https://kam.mff.cuni.cz/~sychrovsky/LA1_2021/lingebra_1.html

Cviceni z matematické analyzy 1 https://kam.mff.cuni.cz/ sychrovsky/LA1_2021/lingebra_1.html

(e)

X 0

Tady se vyplati postupovat postupné “zevniti”. Prvni omezeni dava vnifni odmocnina na x > 1. Pokud
tedy pracujeme na (1, 00) jde rovnici upravit na

CozZ znamen4, Ze x je nyni omezeno na x > % Takto mtizeme postupovat dal. V kroku k& bude interval
omezen na (viz souéet geometrické fady)

k—

z>z2i 227k

1=0

Je tedy vidét, ze v kazdém kroku se spodni hranice intervalu dvakrat priblizi k x = 2. Po nekonec¢né
munoha krocich (coz se snadnéji fekne nez udéla - vice pozdéji) dostavame omezeni x > 2.

Rovnice a nerovnice

Reste nésledujici (ne)rovnice v R

(a)

(j
(

k) ||z — 2|+ 1] < 5.

(a) ] +2 <3, (9) ’sm <“ T + W)‘ i

(b) |22% — 22 — 4] < |2° + 2 — 2 (h) 223 2 _ 38z +40 =0,

(c) log (’; 1) =10 (1) logy(22° — 4) — logy(z) = logy(2),
(d) log,(z* —3) >0, ) logs(2® — 3z —2) >0,

(e) s )

(f) )

Hledame feSeni na « € R\ —2. Chtéli bychom zjednodusit situaci pfendsobenim ¢lenem x + 2, nicméné
nevime nic o jeho znaménku. Proto rozdélime feSeni na dva intervaly

r+2<0: z+2>0:
r—4>3(x+2) r—4<3(z+2)
—10> 2z
=(r< -5 N (z<-2) = (x>-5) N (x> -2)

neboli
=z € (—00,—5) U(—2,00).

Nejprve upravime nerovnici na
2z = 2|z + 1| < |z — 1|jxz + 2|,

coz je tieba Fesit na péti rliznych intervalech oddélenych {—2, —1, 1, 2}. P¥i feSeni uré¢ité pomtiize obrazek
obou funkci, ale i bez néj se feSeni da najit. Uvazujme napiiklad interval x € [—1, 1], kde m& nerovnice
tvar

— 2z —2)(z+1) < —(z — 1)(z+2),

z ¢ehoz po upravach dostaneme

3— V17 3+ V17

2 2

x23:c2>0<:>:c€R\< )zR\(O.56,3.56).
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ProtoZe hleddme Feseni jen na x € [—1, 1], tak nerovnici vyhovuji = € [—1, 3_§/ﬁ). Obdobné pokra-

¢ujeme na ostatnich intervalech. Finalni feSeni je

xe(l—\/ﬁ 3—ﬁ>u<1+x/ﬁ 3+ﬁ>'

6 2 6 2
Vsimnéme si, Ze |z| > 0 nerovnici nefesi. To odpovida intuici, protoze pro velkd |z| lze zanedbat vSe az
na nejvyssi fad polynomu a leva strana v tomto pfibliZzeni roste 2x rychleji nez prava a nemitize proto
byt mensi.
(c¢) ResSeni spoéiva v prostém odlogaritmovani

logy(z — 1) =10 = = = 1 4 2% = 1025.

(d) Je tfeba si uvédomit, ze 7 > 1 a tedy logaritmus je rostouci. Nerovnice tedy jde pfepsat na
?-3>1a (x-2)(z+2)>0=1z¢c (—00,2]U[2,00).

Nyni je tfeba jesté vyloucit ty z, pro kterd neni nerovnice dobfe definovana. To jsou ta, pro ktera
2?2 =3 <0, tedy = € (—V3,v/3). Protoze /3 < 2, nenarazime zde na problém.

(e) Je t¥eba vyuzit vzorec pro dvojnasobny thel
sin(x) = sin(2x) = 2sin(z) cos(x),

neboli
0 = sin(z)(1 — 2 cos(z)).

Maéame tedy dva druhy feSeni
0 =sin(x) =z =kn, k €Z,

1
izcos(x)éx:ig—l—mm, ke Z.

(f) Reseni je delsi, postup je viak piimocary. Nejprve pouZzijeme souc¢tovy vzorec pro sinus, pak pro dvoj-
nasobny thel a kone¢né goniometrickou jednotku

sin(3z) = sin(z) cos(2x) + cos(x) sin(2z) = sin(z)(cos(2z) + 2 cos*(x)) =
sin(z)(3 cos?(z) — sin®(x)) = sin(x)(4 cos?(z) — 1) =

sin(z)(2cos(z) — 1)(2cos(x) + 1).
Mame tedy Feseni
=sin(z) = z = kn, k € Z,

=cos(z) =z = j:g + 2km, k € Z,

e

2
=cos(z) = v = j:E7T +2km, k€ Z.

(g) Stacisiuvédomit, kdy sin(rz) = % Zbytek bude pouze posunuty a diky absolutni hodnoté w—periodicky.

Reseni je
4k +1 6k+2
€U< 53 )
keZ
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(b)

Jde o polynom tfetiho fadu, pro nez nemame zadné vzorce. Nicméné feSeni lze stale hledat “hrubou
silou”. K tomu pomuze obé strany vydélit 2. Po chvili lze zjistit, Ze napf. 1 rovnici fesi. Po vydéleni
(x—1) dostédvame kvadratickou rovnici, kterou uz umime fesit piimo. V8echna feSeni jsou « € {—4,1,5}.
Nasttelovanim bychom se ale mnoho nenaucdili. Pro feSeni polynomialnich rovnic vsak existuje pomucka.
Véta (rational root theorem):

Vsechny racionélni kofeny libovolného polynomu s celo¢iselnimi koeficieny

apx” +---+arx+ag=0
jsou ve tvaru x = %, kde p je délitelem ag a q je délitelem a,.
Tato véta vyrazné redukuje pocet moznosti, které bychom museli zkusit. Nicméné véta hovori jen o

raciondlnich fesenich. V§imnéme si, ze vSechna feseni vysSe opravdu tuhle vétu spliuji.

Pouzijeme pravidlo o souctu logaritmi a dostavame

22% — 4
logy (x2m):0@2($2—$—2)=O=>37:—1V$:2.

Jako v minulém pfikladu je tfeba zkontrolovat, ze TeSeni je v definiénim oboru. Pro z = 2 rovnice sedi,
nicméné pro x = —1 dostavame log,(—1), coz neni dobfe definované (a prvni ¢len taky neddvé smysl,
ale to uz vysledek neovlivni). ReSenim je tedy pouze = = 2.

Odlogaritmovani neni zcela pfimocaré, protoze se zékladem % je logaritmus klesajici. Proto dostaneme

po odlogaritmovani
3—+v21 3++21
2 7 2

x2—3x—2§1®x€l

Nicméné je opét tieba prihlédnout k defini¢nimu oboru logaritmu

3\/ﬁ>u<3+ﬁ Oo)

2
—3r—2>0&z€ | —o0,
X X X (OO 9 D)

Odtud dostavame celkové FeSeni

e [3—\/5 3—m>u<3+ﬁ 34421

2 7 2 2 2

Mame vnorené absolutni hodnoty. Budeme je odstranovat postupné “zevniti”, tedy pro x > 2 mame
[t —24+1=|z—1] <5.

Nyni se feSeni dale Stépi na dva podintervaly, nicméné musime mit na paméti, Ze uz pracujeme na
[2,00), takze © — 1 > 0 a $tépeni tedy neni t¥eba. Takze

xr—1<5=ux€]26]

V pfipadé x < 2 dostavame
|—z+2+1=|3—z| <5.

Opét nas zajima pouze moznost a na x < 2 se nerovnice redukuje na
3—zx<5=zx€[-272).

Celkovy interval je sjednoceni ¢asteénych feseni, tedy = € [—2, 6]. Tento vysledek nepfekvapi, protoze

“ynéjsi” absolutni hodnota nepfindsi nic nového v tomto pripadé, protoze jeji argument je kladny
Vz € R.
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Konstrukce mnozin
Urcete, co jsou nasledujici mnoziny
(a) {z € R: (3a € R)(|1 + 2v/a| < 2a2?)},

O {aeR: VzeR)(Jz—-2|<1= 22— azx > 5)}.

(a) Hleddme vSechna x € R takovd, Ze existuje a € Rtakové, Ze plati nerovnice. Budeme nad nerovnici
uvazovat tak, Ze obé& strany nejsou funkci z s fixnim a, ale jsou to funkce v/ax =: Z. To jisté mizeme,
protoze chceme pouze ukazat, ze néjaké a existuje. Potom pro velkd & se bude nerovnice chovat jako

|Z] ~ 14 zv/a| < 2a2? ~ 2.
Protoze volbou a mizeme pro |z| > 0 udélat Z libovolné velké, tak feSenim je mnozina R\ {0}.

(b) Zajim4 nas implikace |z — 2| < 1 = 22 — az > 5. Dililezité je si uvédomit, Ze ta nebude splnéna pouze
pokud |z — 2| < 1 a zaroveni 22 — az < 5. Zajimame se tedy pouze o x € (1,3) a pro né chceme najit
a tak, aby 22 — ax > 5. Dosazenim krajnich bodt dostaneme z = 1: —4 >aaxz =3: 4 > 3a.
Vsimnéme si, Ze je na x € (1, 3) leva strana linearné klesajici funkci a. Omezeni dané piisnéjsim z téch
obdrzenych v krajnich bodech bude tedy dostateéné na celé z € (1,3). Mimo tento interval neplati
|z — 2| <1 a tedy implikace plati pro v8echna z. Vyslednd mnozZina tedy je a € (—oo, —4).

Odhady

Dokazte nasledujici odhady pro x > -2 an €N

) 1\"
(a) n!<<n,+ > , n>1,

2
0 (1+x)" >1+nx,

(¢) n! > (%)

Hint: v (b) a (¢) ukazte platnost pro n = 1,2 a indukcni krok délejte zvldst pro sudd a lind n.

(a) Pouzijeme klasicky dikaz indukci. Pro n = 2 dostdvame 2 < 9/4, tedy je nerovnost splnéna. P¥istou-
pime k indukénimu kroku (vice o ném v oddilu 3.3)

e (252 < (252)"

1 1 n+1
1< |1 .
2( +n+1>

Prava strana pro n = 2 dava =~ 1.19 > 1 a tedy je nerovnost splnéna. Navic je prava strana rostouci
funkci n a tedy bude nerovnost splnéna Vn € N. Vyraz na pravé stran€ je opravdu zajimavy a setkdme
se s nim i pozdéji, protoze predstavuje definici Eulerova ¢isla

neboli

1 nn—)oo
1+=) "Zen2.72,
n

coz je jedna z fundamentalnich konstant ptirody.
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(b) Budeme postupovat tak, ze rozdélime n na sudé a lich4 a dokdZzeme nerovnost zv14st pro obé& moznosti.
Pro n = 1 je nerovnost splnéna trividlng. Pro n = 2 dostavame (1 +x)? = 1+ 2z + 2% > 1 + 2z, coZ je
opét pravda. Pristupme k indukénimu kroku, ktery zni

(1+2)"" > 14 (n+2)z.
S vyuzitim indukéniho predpokladu
A4+2)""?=0+2)"(1+2)?> 1 +nx)1+ 2z +2%) =14 22 + 2% + nx + 2n2® + na® =
1+ (n+2)x +na?(z +2) + 22
Protoze 22 > 0 A + 2 > 0 dostavame (1 + x)"+2 > 1+ (n + 2)z, coz je piesné co jsme chtéli ukazat.

(¢) Pro n = 1,2 nerovnost plati. Pro sudad n = 2m dostavame
nl=(2m)(2m—1)...(m+Dm! > 2m)...(m+1) > m™ = (f)f,
zatimco pro lichd n =2m + 1

nl=0Cm+1)2m)...(m+m! > 2m+1)...(m+1) > (m+1)" > (m—|—%)m+% _ (g)%

Tvrzeni
Dokazte nasledujici vztahy primo, nepiimo, sporem, nebo indukci
(a) Va,b,c e R: a? 4+ b2+ > ab+ ac + be,

b) Va,be RT : =+ = > 2,
t
) 1
(¢) Vn e N: Z/ = 7H<”‘+ )

(d) Vn € N3k € Ny : n? —n = 2k,
(e) Vn e N: Z(Zz —1) = n?,
1=1

(f) Vn e N: n? je délitelné 3 = n je délitelné 3 .

Hint: primo: (a), (d), nepiimo: (f), sporem: (b), indukci: (c), (e)

Nalezeni “spravného” typu diikkazu neni vzdy snadné. Délime je na vic typi podle “pfistupu” k problému.
Piimy dukaz ukaze pfimo, ze A = B. Dukaz nepfimy se snaZi o to samé, ale neni to na prvni pohled jasné,
protoze ukazuje =B = —A. Jak jsme ale ukédzali dfive, (A = B) < (=B = -A). Pokud délame dikaz
sporem, tak se snazime ukazat, ze pokud dokazované tvrzeni neplati, plyne z toho neplatnost jiného tvrzeni,
o kterém vime, ze platné je. Konecné v diikazu indukci ukdzeme, Ze dana rovnost zavsla na parametru n
plati pro né&jakou hodnotu (vétsinou n = 1) a Ze z platnosti pro libovolou hodnotu n dostaneme platnost pro
hodnotu n + 1. Tvrzeni pak plati pro libovolné n € N.

Projdéme nyni tvrzeni ze zadéani.

(a) primo: Uvazujme nasledujici nerovnost
(a—b)2+(a—c)+(b—c)?>0.
Ta je jisté platna Va, b, c € R. Po roznasobeni dostaneme
a®? —2ab+ 0> +a%—2ac+ A +b2—2bc+ 2 > 0.

Po preusporadani dostaneme pfimo dokazovany vztah.
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(b)

sporem: Pokud neplati § + g > 2, pak

a b
- - 2 : b
b + < / ao,

a® + b < 2ab < a® — 2ab+b* = (a + b)? < 0.

To je spor, protoze druha mocnina realného cisla je nezaporna. Vsimnéme si, ze jsme potfebovali fakt,
ze a, b jsou kladnd pfi apravach.

indukci: Pro n = 1 je rovnost zjevné splnénd. Pfejdéme proto hned k druhému kroku, neboli k zdméne
n—n+ 1.
2 )
N n+1)(n+2
Zz+(n+1):—( )2( ),

=1

Nyni vyuzijeme indukéniho pfedpokladu > ;i = w

n(n+1)
2

a tim je diikaz dokoncen.

m+1)(n+2) n?+n+2n+2 n?+3n+2
+(n+1)= =3 =
2 2 2

K tomuto vztahu se vaze historka - na zakladni skole byla pry jednou pani ucitelka matematiky z
mladého Carla Gausse unavend a tak mu dala za kol secist ¢isla od 1 do 100. Nicméné se ho tim
nezbavila na dlouho. Gaussiv pfistup k vypoctu byl trochu jiny nez jsme naznacili zde - vSiml si, ze
prvni a posledni ¢len sumy davaji stejny soucet jako druhy a predposledni atd. To vlastné predstavuje
pfimy dikaz tvrzeni vyse.

primo: Tvrzeni jde slovy formulovat taky jako “¢islo n? — n je sudé”. To lze snadno nahlédnout po

apravé
n? —n=n(n-—1).

indukci: Pro n = 1 rovnost zjevné plati, prejdéme tak rovnou k indukénimu kroku

n+1
Z(Qi —1)=(n+1)?

D @i—1)+@2n+1)=(n+ 1)
i=1
Opét pouzijeme indukéni piedpoklad Y | (2i — 1) = n?

n?+@2n+1) = (n+1)>?
a dostali jsme rovnost.

neprimo: Budeme se snazit dokédzat tvrzeni nepfimo, tedy budeme dokazovat “Pokud n neni délitelné
tfemi, pak ani n? neni délitelné t¥emi”. Tedy jestlize n neni délitelni tfemi, pak jde napsat

n=3k+1Vn=3k+2, keZ.

Potom ovsem

n? = (3k 4+ 1)* = 3 (3k* + 2k) +1
Z
(S

2

a tedy ani n° neni délitelné tfemi. Podobné v druhém piipadé

n? = 3k +2)> = 9k* + 12k + 4 = 3 (3k* + 4k + 1) +1.
N———

€L
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