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Tento text slouzi jako podkladovy material ke cvicenim pro prednésky Linearni algebra I a IT pro prvni
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cviceni. Prikladu je dost aby pokryly cviceni a zbylo jesté na piipadné procviceni doma. Hvézdicka
oznacuje naro¢néjsi ulohu. Piiklady jsou typové a kazdého typu tam je vétSinou jen jeden ¢i nékolik malo
exemplaiu. Proto tento text neslouzi jako klasicka shirka loh.

Vétsina prikladu neni origindlnich, a ani o to nebylo usilovdno. Dékuji vSem, ktefi prispéli péknou
ulohou, zejména Jaroslavu Horackovi za zpracovani ukazek pro prvni ¢tyti kapitoly.
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Od soustav rovnic, pres matice a
vektorové prostory k linearnim
zobrazenim
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1 Analyticka geometrie

Ukézka 1.1 (Popis pifmky v roving). Parametricksj popis piimky p v roviné R? je
p:lry,xe]=A+t-u, teR,
kde A = [ay, as] je jeden pevny bod pifmky, u = (u,us) je smérovy vektor a t je parametr reprezentujici

libovolné realné ¢islo. S tim, ze jak nasobime parametrem ¢ vektor u, tento vektor se prodluzuje jednim
¢i druhym smérem a dostaneme tak postupné vSechny body [z, x2] na piimce p.

x1

Pifmku muzeme v roviné R? definovat i s vyuzitim jeji normaly » = (r1,72), coz je vektor kolmy na
primku. Zatim berme jako fakt, ze dva vektory u = (u1,uz), v = (v1,v2) jsou navzdjem kolmé, pokud je
jejich skaldrni soucin u - v = ujv; 4+ ugve roven 0. Méjme zadany bod A = [aj, as] a normélovy vektor
r = (r1,72). Od libovolného bodu X = [z, x2|, ktery ma lezet na pfimce chceme, aby vektor u = X — A
byl kolmy na vektor r. Pomoci skaldrniho souc¢inu zapsano

(X—A)-r=0.
Po rozepsani skalarniho sou¢inu dostaneme
(3:1 — al)rl + (562 — CL2)T’2 =0.

Po rozndsobeni dostaneme
rx1 + roxe = ¢, kde ¢ = a1ry + asrs.

Dostavame takzvanou obecnou rovnici primky.

T2

\ r=(ry,m2)

p:iTriT] +1rox2 = C

Odtud uz se muzeme jednoduchymi upravami piesunout k smérnicové rovnici ve tvaru xs = pxi + ¢,
za predpokladu o # 0. Zatimco z parametrické rovnice rovnou vidime smérovy vektor, v obecné rovnici
je piimo vidét norméla r = (r1,72). Ve smérnicové rovnici je zase vidét, jak ndzev napovidd, smeérnice
primky. Plati p = tan «, kde « je ihel, ktery pfimka svird s osou x1.

Vyse zminény zpusob vlastné i ukazuje, pro¢ obecnou rovnici pfimky muzeme napsat jen pokud se
pohybujeme v roviné R?. Kdybychom byli v prostoru R3, tak na normalu r bude kolm4 nejen pifmka,
kterou chceme popsat, ale i celd rovina tvorena primkami kolmymi na r. O
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Ukézka 1.2 (Jednoduchy prevod popisu piimky). Toto je konstrukce, kterd se muze obcas hodit. Urcete
rovnici pifmky (v roviné R?), kterd prochazi body A = [a1,as], B = [by, bg], kde piedpokldddme a; # by.
Urcete ji bez jakéhokoli poc¢itani smérového vektoru. Idea je jednoduché, nejprve si uvédomime, ze rovnice
primky obsahuje proménné x1, x9 pouze v prvni mocniné a souc¢asné koeficienty u 1, 9 nejsou oba zaroven
nulové. Budeme vytvaret rovnici pifimky tak, aby pokud za x; dosadime a;, dostaneme vysledek zo = ao
a podobné pro z1 = by dostaneme x5 = by. NaSe rovnice by pro zacatek mohla vypadat takto

To=a9-...+by-...

Nyni pfidame k a9, by dalsi prvky tak, aby kdyz do rovnice dosadime a1, ¢len s b2 bude nulovy a vypadne.
Stejné tak pro b;. To se udéld jednoduse

To = a9 - (.%'1 —bl)—i-bg . (1‘1 —al).

Nyni vidime, Ze po dosazeni a; nam sice vypadne druhy ¢len, ale na pravé strané jesté porad neni a

) 1 ) 2
je tam néco navic. To vyfreSime tak, ze Cleny jeSté vhodné podélime jinym c¢lenem. Snadno muzeme
dosazenim ovérit, ze takto je to uz v poradku

x1 — by r1 —ay

O

by - .
a1—51+ > b —a

o = a2

Ukézka 1.3 (Dostavame se k roviné). Je jasné, ze bod a smérovy vektor pro uréeni roviny v prostoru R?
nestaci. Musime mit smérové vektory dva. Rovinu p tedy definujeme pomoci dvou riuznych (tzv. linedrné
nezavislych, tedy jeden neni nasobek druhého) smérovych vektoru u = (uy,us,us), v = (v1,v2,v3) a
jednoho bodu A a dvou redlnych parametru s,t takto

0: [m,y,z] =A+t-uts-v.

Obrazek schematicky znézornuje situaci:

Rovinu muzeme zadat i pomoci rovnice
ax1 + bry + crg = d,

kde (a, b, c) je normalovy vektor a aspon jedna jeho slozka je nenulovd. Normdlovy vektor je kolmy na
oba smérové vektory, to jest

(CL, b, C) : (Ul,UQ,U3) =au; + bU2 + cusz = 07

(a,b,c) - (v1,v2,v3) = avy + bvg + cvg = 0.
Obrazek opét ilustruje situaci:

4‘ (a,b,c)

0:ax1+brys+cxs=d
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Ukézka 1.4 (Pocitame priisecik). V prostoru R? uréete priseéik roviny, zadané rovnici
0:2x1 +4x9 —3x3+1=0
a primky, zadané parametricky
p:[z1,x,23] = 10,3, -1 +¢t-(1,—-1,2), teR.
Resend: Hledame bod, ktery splituje obé rovnice. Dosadime soufadnice bodu s parametrem t z popisu
piimKky, tj.
r1=t, To=3—1t, x3=—1+4 2t
do rovnice roviny a dostaneme
2-(t)+4-3—-t)—3-(-14+2t)+1=0.

Po vyfeSeni rovnice dostavame t = 2. PruseCik P dostaneme tak, ze zpétné parametr dosadime do
parametrické rovnice primky.

P=1[0,3,-142-(1,-1,2) = [2,1,3]. O

............................................ CVICeNT ..o

Jaké jsou mozné popisy piimky v roviné?

Pieved'te rovnicovy popis na parametricky a naopak.

Zjistete, zda bod [3, 1] lezi na piimce p definované parametricky p : [z1,z2] = [2,3] + t(—1,2).
ICv. 1.4] Jaké jsou mozné popisy roviny v prostoru?

Jaké jsou mozné popisy primky v prostoru?

[Cv. 1.6l Najdéte rovnicové vyjadieni roviny s bodem [1,1, 1] a smérnicemi (1,2, 3), (2,0, 1).

[Cv. 1.7 Najdéte parametrické vyjadieni roviny 3x1 — x9 + 223 = 5.

ICv. 1.8] Urcete parametricky popis pfimky, zadané dvéma rovnicemi: —z; +xo+2x3 =1, —x1+ 229 = 3.
[Cv. 1.9 Najdéte dvé rovnice popisujici piimku [2,1,1] 4+ ¢(1,2,0).

[Cv. 1.10] Zjistéte, zda bod D = [-1,—1,3] lezi v roviné dané body A = [1,2,-1], B = [3,1,1], C =
[_15 1’0]

Uréete vechny mozné vzajemné polohy dvou pifmek v prostoru R3. Déle, popiste, jak lze dané
y ] 1% y b
polohy zjistit, pokud jsou obé piimky definovdny parametrickymi rovnicemi nebo obecnymi rovni-
cemi.

Urcete vzdjemnou polohu ti{ piimek zadanych bodem a smérnici

p:[1,0,1], (1,2,3), ¢:[0,1,2], (0,1,1), r:[1,0,1], (0,2,2).

[Cv. 1.13] Uréete mnozinu bodu stejné vzdélenych od bodu [2,1,2] a [0, 1,0].
[Cv. 1.14] Urcete vzdalenost mezi bodem A = [1,2,3] a rovinou ¢ : 2z +y+ 2z — 6 = 0.

[Cv. 1.15] Na piimce uréené rovnicemi x + y + 2z = 1, 3x + 4y — z = 29 najdéte bod @, ktery je stejné
vzdaleny od bodu A = [3,4, 11] jako od bodu B = [-5, -2, —13].
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2 Soustavy linearnich rovnic

Ukéazka 2.1 (Elementarni operace). Uvazujme elementdrni fadkové operace:
1. vynasobeni i-tého fadku ¢islem a # 0,
2. pri¢teni j-tého radku k i-tému,
3. pri¢teni a-ndsobku j-tého fadku k i-tému, i # j,
4. vymeéna i-tého a j-tého radku.

Posledni dvé operace se daji vyjadiit pomoci prvnich dvou. Vyjadiete je.

Resend: Treti operaci jednoduse udéldme nasledovné, pokud je o = 0 logicky nedéldme nic. Pokud je
nenulové, j-ty fadek vynisobime «, pficteme ho k i-tému a pak j-ty fadek zpatky vydélime a.

Ctvrtou operaci vyjadifme néasledovné:

Uy; j-ty pri¢teme U; + Uj i-ty odecteme U; + Uj
k i-tému . od j-tého
~Y . ~Y
Uj Uj —U;
j-ty pficteme Uj J-ty Uj
k i-tému . vynésob —1 .
~ : ~ : ]
—U; uj

Ukazka 2.2. Dokazte formalné, ze elementarni fadkové upravy neméni mnozinu feSeni soustavy.

Resend: Necht (A | b) o rozmérech m xn je ptivodni soustava, a necht (A* | b*) je soustava s provedenou
elementarni fadkovou operaci. Staci ukazat pro prvni dvé elementarni fadkové dpravy, ze kdyz néjaky
vektor x fesi (A | b), tak fesi i (A* | b*) a naopak. Jinymi slovy, Ze mnozina feseni obou soustav je stejnd.
A tedy elementdrni fadkové tpravy zachovavaji mnozinu feSeni. Je nutno podotknout, Ze zatim jsme
si nefekli, co vlastné muze vsechno byt mnozina feSeni soustavy rovnic, i bez takového vysloveni bude
nésledujici dikaz korektni. Uvédomme si déle, ze jediny fadek, ktery je v obou soustavach rozdilny je
fadek i-ty. Proto zkoumame jen onu rovnici reprezentovanou timto fadkem.

1. ,=“ Necht z je feSeni (A | b). Zkusime, zda x bude vyhovovat i pro i-ty fddek soustavy (A* | b*):
A:1$1 + ...+ A;kny’ﬂn = oz + ...+ adpx, = Oé(Ailﬁﬂl + ...+ Amxn) = Oé(bl) = b:

Prvni rovnost dostaneme z definice operace nasobeni fadku skaldrem, druhou z distributivity nasobeni
redlnych ¢isel, tieti z toho, Ze vime, Ze = Fesi soustavu (A | b), a tedy i jeji i-ty Fadek, a posledni
rovnost mame opét z definice nasobeni fadku skalarem.

,<*“ Vektor x necht resi (A* | b*). Zkusime, zda fesi i (A | D).

o A+ ...+ ALz by ab;
Ajqzy +... .+ Az, = —(A11561—|——|—Am$n) — il mn = = ;.
[0 (6 (6% (6

Prvni rovnost jsme dostali jednim péknym trikem, druhou z definice ndsobeni fadku skalarem, treti
z toho, ze x Tesi (A* | b*) a predposledni opét z definice nésobeni Fadku skaldrem.

2. ,=“ Necht z je feSen{ (A4 | b). Pak

Afxr 4.+ AL rn = (A + Ajn)zr + o+ (A + Ajn) Ty
= (Ailwl + ...+ Aznxn) + (Ajlwl + ...+ A]nxn) =b;, + bj = b;k
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»<"“ Vektor x necht res{ (A* | b*). Pak

Ajpxr + .. 4+ Ay = (Anzr + .o+ Aipzn) + (Ajizr + .o+ Ajpan) — (Ajizr + ..o+ Ajpay)
= (A’;lxl—i——{—A;knxn)—b] :b;k—bj :bi—{—bj—bj :bz

U dukazu je potieba si uvédomit, co uz zndm (uz vim, ze x mi néco fesi), a ve spravny ¢as to pouzit. [

Ukéazka 2.3 (Gaussova eliminace). Vyfeste Gaussovou eliminaci soustavu rovnic

2r1 + 12 + 23 = 1,
6x; + 2290 + x3 = -1,
—2x1 + 229 + x3 = 7.

Resend: NapiSeme rozsifenou matici soustavy a aplikujeme postupné elementarni radkové tpravy.

2 11 2 1 1 1 2 1 1 1
6 2 1|1 0 -1 24| T o -1 2| -4 ~
-2 2 1 7 -2 2 1 7 0 3 2 8
2 1 1
II1. J,r\JBXII. 0 -1 —2|_4
0 0 —4|-4
Zpétnou substituci smérem od posledniho fadku k prvnimu dostavame z posledniho rovnici z3 = 1.
Z druhé rovnice —xo — 2x3 = —4 dostavame xo = 2 a koneCné z prvni rovnice 2x1 + x5 + x3 = 1
dostaneme x = —1. Reseni je tedy pouze jedno a to vektor (z1,x9,x3) = (—1,2,1). O

Ukézka 2.4 (Gaussova—Jordanova eliminace). Vyfeste Gaussovou—Jordanovou eliminaci soustavu linedrnich

rovnic
207 — lzo + 2x3 = 3,
Ty — 2x9 + z3 = 0,
5:61 — 9562 + 6$3 = 2.

Resend: Postupujeme podobné jako u Gaussovy eliminace, ale tentokrdt chceme matici soustavy
prevést do redukovaného odstupniovaného tvaru, ve kterém je kazdy pivot rovny 1 a vSechny ostatni
prvky ve sloupci s pivotem jsou 0. ZapiSeme rozsifenou matici soustavy

2 —1 213
1 -2 1|0 |,
5 -9 62

@—1231911_@—2101121@—210
1 -2 110 a0 2 —1 213 ~ 0 3 0|3
5 -9 62 5 -9 62 5 -9 62
1 =2 1[0\, (1 =2 1]0 1 0 112
III.;5-I. 0 @ 0l3 3. 0 @ 0l1 I.+,\2J-H. 0 @ ol1
0 1 1/2 1 12 0 1 112
10 112 1001
S g 1 o1 | " o1 0]1 ).
00 (D1 00 1|1

Z redukovaného odstupniovaného tvaru matice jiz snadno vycteme jediné feseni soustavy (z1,x2,r3) =
(1,1,1). O
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Ukézka 2.5 (Homogenni soustava). Najdéte vSechna feseni soustavy linearnich rovnic

r1 + 229 + 2x3 4+ 3x4 = 0,
2r7 + 4z + wx3 + 34 = 0,
3r1 + 6x9 4+ x3 + 4dzy = 0.

Reseni: NapiSeme rozsifenou matici soustavy a eliminujeme postupné pomoci elementarnich fadkovych

uprav.
12 2 3]0 12 2 3]0 12 2 3]0
24 1 30|20 0 =3 —3|o] =¥ o0 =3 =3]|0]| ~
36 1 4]0 36 1 4|0 00 =5 =510
111.7§x11.12230
~ 00 —3 =30
00 0 0]0

Je vidét, ze matice mé mensi hodnost nez 4, a tedy budeme mit volné proménné, které budou fungovat
jako parametry. Jsou to nebazicke proménné x5 a x4. Budeme s nimi provadét norméalné klasicky zpétnou
substituci a pomoci nich parametricky vyjadifime vSechna mozné feSeni. Z druhé rovnice —3x3 —3z4 =0
dostaneme x3 = —x4. A z prvni rovnice x1 + 2x9 + 2x3 + 34 = 0 dostaneme 1 = —2xy — 213 — 324 =
—2x9 — x4. Reseni tedy je ve tvaru

Ty = T4,

xr3 = — 4,

T2 = T2,

r]1 — — 21‘2 — X4.

Jiny uzitecny zapis feSeni je v nasledujici podobé. Kdyz se podivame na maticové operace po fadcich
dostaneme vyse zminény zapis.

(r1,22,23,24) = 22+ (—2,1,0,0) 424 - (—1,0,—1,1), kde zo,24 € R.

hl h2

Vsimnéme si, Zze vSechna reSeni této soustavy jsme schopni popsat jako néjakou kombinaci dvou vektoru
hi a hs. Déle je dobré si povsimnout, Ze hy i hy jsou také fesenimi soustavy, nebot staéi vidy u jednoho
parametru zvolit 0 a u druhého 1.

Na pravé strané zadané soustavy jsou samé nuly. Takova soustava se nazyva homogenni. Na druhou
stranu méme i soustavu nehomogenni, ta na pravé strané obsahuje alespoii jednu nenulu. Homogenni
soustava mé vzdy alespon jedno feSeni, jedna se o nulovy vektor, tzv. trividlni resent. O

Ukdzka 2.6 (Soustava se nekonecné fesenimi). Vezmeme si nyni stejnou soustavu jako v ukdzce 2.5]
akorat nenulovou pravou stranou.

1 + 29 + 2w3 + 3wy = 4,
201 + 4z + x3 + 3x4 = 5,
3r1 + 6x9 4+ x3 + 4dzy = 7.

A aplikujeme na ni tytéz elimina¢ni kroky jako na soustavu diivéjsi.

1 2 2 3|4 12 2 3] 4 12 2 3] o
2 4 1 35|00 =3 3| 3|10 0 -3 —3|-3]|~
36 1 4|7 36 1 4| 7 00 —5 —5|—5

IIT. — 3xII. 12 2 3 0
~ 00 -3 —-3|-3
0 0 0 0 0
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Zpétnou substituci dostaneme TeSeni

Trq4 =

T3
T2

x1

T4,
1- L4,
x2,

2 —2x9 — x4.

Po rozepséni do druhého tvaru ma feseni = = (x1, x2, x3,x4) tvar

z=(1,0,1,0) 425 - (—=2,1,0,0) +a4 - (—1,0,—1,1),
N——

/

kde z9, x4 € R.

u n ho
Dostali jsme zde stejné vektory hi, ho. Je vidét, ze celé feSeni nehomogenni soustavy je posunuté
oproti feSeni prislusné homogenni soustavy o néjaky nenulovy vektor u. Tudiz vSechna feSeni nehomo-
genni soustavy lze vyjadrit jako jedno konkrétni feSeni nehomogenni soustavy plus mnozina vSech feSeni
prislusné homogenni soustavy. U

Ukézka 2.7 (Soustava s parametrem). Vyfeste soustavu linedrnich rovnic s parametrem a € R:

a+1 1 a+1|2
2 2—a 2 2
2 1 2a | 2

Reseni: Opét vyuzijeme Gaussovu nebo Gaussovu—Jordanovu eliminaci a pomoci fadkovych tprav
prevedeme matici soustavy do odstupnovaného tvaru. ResSeni soustavy pak vyjadiime v zavislosti na
hodnoté parametru a. (Pozor na déleni/nésobeni fadku nulou!)

a+1 1 a+1]2 9 1 2% |2
9 9-q 2 |2 |MdWE 29 9-a 2 |2
9 1 2% |2 a+1 1 a+1]2
9 1 2% |2 9 1 2 |2
ot 0 1-a 2—2al0 |t 0 1—a 2—2a]0
a+1 1 at+1 |2 2a + 2 2 20 +2 |4
e (21 % 9 2 1 % 9
S 1y 2-92a 0 NS0 1264 2-24 0
0 1—a —2a2+2|2-2a 0 0 —2a2+2a|2-2a

Z tretiho fadku upravené matice dostaneme a(2 — 2a)zrz = 2 — 2a, tedy 23 = = pro a ¢ {0,1}. Déle
zpétnou substituci ziskdme hodnoty zo = —% ar = %

Pro a = 0 ma tfeti rovnice tvar 0zs = 2, soustava tedy nema feSeni.

Pro a = 1 dostaneme odstupinovany tvar

S O N

1
0
0

O O N
S O N

Mnozinu feSeni tudiz popisuje rovnice 2xy 4+ x2 + 2x3 = 2, ze které muzeme vyjadfit proménnou x; =
1- %$2 — x3 pomoci volnych proménnych xo, x3. VSechna feSeni tedy lze zapsat jako

(1 - %562 - 563,562,563) = (150’0) + 2 (_%’ 150) + 3 (_150, 1)

pro xo,x3 € R.
Resenim dané soustavy linedrnich rovnic v zavislosti na parametru a je
2
s T ar
,0,0)

Q=

) pro a ¢ {0,1},
2o+ (—3,1,0) + 23 (=1,0,1), z2,23 €R

—~~
— Q=
+

proa =1,

=

pro a = 0. U
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Ukdzka 2.8 (Poc¢itani s omezenou presnosti). Jak vypada floating point number? Odpovida tvaru
:|:d1,d2d3 . dt X 56

Pismeno t znaéci presnost, neboli pocet ¢islic reprezentace, a pismeno 3 predstavuje zaklad, ve kterém

pocitame — na papife to byva 10, na pocita¢i 2. Cislo reprezentujeme tak, ze d; # 0. Pismeno € je

exponent. Plati 0 < d; <  — 1 pro vSechna i > 1. Ozna¢me fl(v) pocitacovou reprezentaci ¢isla v € R,

v nasem piipadé uvazujeme zaokrouhleni k nejbliz§imu reprezentovatelnému ¢éislu.
Priklad. Soustava

107z 4y =1,
z+y=2

ma& pfesné feSeni x1 = ﬁ, To = %'888?. V aritmetice s presnosti na 3 ¢islice (tj., t = 3) vsak Gaussova

eliminace upravi matici na tvar
—107% 1|1 —107* 1 1
1 112 0 10* [ 10%)°

A1+ 10%) = fi(1.0001 x 10*) = 1.00 x 10* = 10*,

protoze

A2 +10%) = fi(1.0002 x 10*) = 1.00 x 10* = 10™.

Zpétnou substituci dostaneme feseni zo = 1, 1 = 0, coz je hodné daleko od ,,spravného“ feSeni.
Co s tim? Pomoci ndm muze nékdy tzv. ¢dstetna pivotizace, kdy v pivotnim sloupecku hledam koe-
ficient s maximalni absolutni hodnotou. Timto postupem dostaneme

1 1]2 1 112
—107% 1|1 0 1|1/’

protoze
A +107%) = f1(1.0001 x 10°) = 1.00 x 10° = 1,
A1 +2x107%) = f1(1.0002 x 10°) = 1.00 x 10° = 1.
To nam dava feseni x1 = 1, xo = 1, coz uz je blizsi spravnému resSeni. ]

Motivace k soustavam rovnic
[Cv. 2.1] Diskutujte geometrickou interpretaci feSeni soustav rovnic jako hleddni pruniku nadrovin.
Co je feSenim soustavy 3 x 37

Najdéte kvadratickou funkei, prochézejici body [0, 3], [1,2], [3, 6].

Podotazka: kdy pti prokladani bodl polynomem existuje feSeni a je jednoznacné?

Najdéte hyperbolu tvaru f(z) = affcb, prochézejici body [1,4], [2,3], [4,2].
Urcete stied kruznice, prochazejici body [0,1], [-1,1] a [2,0].

[Cv. 2.6 Urcete sted kulové sféry, prochézejici body [3,3,3], [5,3,1], [1,2,0] a [2,0, 1].
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Biologicky laborant chovd 100 mysi ve ¢tyfech komordch spojenych nésledujicimi pruchody:
1—-2,2-3,2—4 a3 — 4. Empiricky vypozoroval, ze v kazdé komore zustane 40% mysi a zbytek
se rovnomeérné rozptyli do sousednich komor. Pokud na konci pokusu v komorach bylo 12,25,26 a
37 mysi, kolik jich bylo na zacatku?
Ethan se na vzduchu spaluje na vodu a oxid uhli¢ity, coz se vyjadiuje chemickym vzorcem
CyHg + Oy — CO9 + H50.

Striktné vzato, toto neni chemicka rovnice, protoze pocet jednotlivych atomu vodiku, kysliku a
uhliku se na levé strané 1isi od téch napravo. Doplnte poc¢ty molekul, aby rovnost platila.

Uvazujme neobyvany diim se ¢tyimi mistnostmi dle obrazku:

5°C

I T2

20°C 10°C

€3 X4

25°C

Z jihu je dim ohiivdn prumérnou teplotou 25°C, z vychodu 10°C, ze zapadu 20°C a ze severu
5°C. Urcete teplotu z1,...,x4 v jednotlivych mistnostech pokud zndme (zjednodusenou) fyzikalni
poucku, ze teplota dané oblasti je prumérem teplot okolich oblasti.

Gaussova a Gaussova—Jordanova eliminace

Definujte pojem (redukovany) odstupriovany tvar matice.

Vyfteste Gaussovou a Gaussovou—Jordanovou eliminaci soustavy linedrnich rovnic

1 2 3|7 -3 2 27
@ (1 =3 2|5|, ® | 3 2 -1]4
1 1 13 1 6 —4]|1
Vyfieste soustavy linearnich rovnic
5 —3 6 2 2 1 21 2 1 3|3
@ [1 -2 1 o0 [3 1 3(2], © [4 2 2|2
2 3 3|—-1 3 2 1|3 4 2 111

Vyfeste soustavu linedrnich rovnic

5 =9 5|1
1 -2 110
2 -3 2|1

Co se stane s mnozinou feSeni kdyz pravou stranu zménime na samé nuly? Nebo jinak?
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[Cv. 274 Urcete, které homogenni soustavy maji stejné mnoziny reSeni

Soustavy linedrnich rovnic

11 1]o0 ; g 3 8

@ (31 ofo]. o
9 0 —110 0 2 310
2 =2 —410
1 1 110 1 1 1]0
@ | 2 2 2|0, @/[2 0 1]0
-1 -1 —-1]0 0 2 110

Kolik existuje ruznych REF tvaru (typové bez konkrétnich ¢isel) pro matice 3 x 47
[Cv.2.16] Necht matice A je v REF tvaru. Jaké podmatice A jsou také v REF?
Proc¢ se délaji elementarni ipravy na iadky a ne na sloupce?

Jaké jsou oblibené neekvivalentni fadkové tpravy?

1073 =111
1 110/

(b) Vyfteste soustavu s aritmetikou s omezenou piesnosti na 3 ¢islice a bez pivotizace.

ICv. 2.19] Uvazujme soustavu

(a) Vyfeste soustavu presneé.

(c) Vyfeste soustavu s aritmetikou s omezenou presnosti na 3 ¢islice a s ¢aste¢nou pivotizaci
(pivotem je kandidét s nejvétsi absolutni hodnotou).

Najdéte
(a) soustavu 3 linedrnich rovnic o 4 proménnych s fesenim
(x1,x2,23,24) = (1,0,1,0) + 22 - (—2,1,0,0) + x4 - (—3,0,2,1), kde z2,24 € R.
(b) ¢tvercovou soustavu s FeSenim

(x1,22,23) = (1,2,0) +t-(2,1,1), kde t € R.

Najdéte soustavu 3 x 4 majici za feSeni
(a) t-(~2,1,0,0), t € R,
(b) t-(=2,1,0,0) + s-(=3,0,2,1), t, 5 € R,
[Cv. 2.22] Najdéte konkrétni matici A takovou, aby pocet Feseni soustavy (A | b) byl:

(a) oo pro kazdé b,
(b) 1 pro kazdé b,

()
)

(d) 0 nebo oo, v zavislosti na b.

0 nebo 1, v zavislosti na b,

Bud A € R™*™ hodnosti r. Jaky musi byt vztah mezi m,n,r, aby soustava rovnic (A | b):

(a) méla jediné feseni pro kazdé b,

(b) neméla feseni aspon pro jedno b,
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(c) méla nekonecné mnoho feseni pro kazdé b,

(d) méla jediné reseni nebo zadné Feseni, v zavislosti na b.

Muze se pii elementarnich fadkovych tipraviach matice A objevit fadek r nebo s?

A:(j‘1 _11 é) r=3 -2 5), s=(1 4 —1).

Vyfeste soustavu linedrnich rovnic s ruznymi pravymi stranami

0 2 =3|-1 0o 2 =3|-9 0 2 3| 1
1 -5 4 1], 1 -5 4 |13, 1 -5 4 )
-3 1 2 |13 -3 1 213 -3 1 2 | -=15

[Cv. 2.261 Vime, ze A € R b € R™, n > 2 a vSechny prvky matice (A | b) brany postupné po Fadcich
tvori aritmetickou posloupnost. Vime-li jesté, Ze feSeni soustavy je jednozna¢né, mate vSechny indicie
jej nalézt!

Nelinearni soustavy

Vyteste soustavu nelinedrnich rovnic

2sina —cosf  3tanvy | 3
4sina 2cos8  —2tan~y | 10
6sina —3cosf ltan~y | 9

ICv. 2.28] Vyfeste soustavy nelinedrnich rovnic

(a) zyz =1, a2y =2, yz =3.
(b) zyd2z =12, Vry =2, yz? =6.

Soustavy s parametry
Vyteste soustavy linedrnich rovnic s parametrem a € R
a 1|1 a 1]|a® a a+3 |2a+1
(@) (1 a 1)’ (®) (1 a 1>’ (©) <2a—1 2a+1‘ a >
20+1 a 20 |1

(d) a 1 a+1]|0
2a 0 2a |0

[Cv. 2.30] Pro jaké parametry maji soustavy feSeni?

-3 | b

1
1 2 3|bh
@ |2 212 o (25 36
L7 s 1 0 8(b
2 4 |by 3
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Velké soustavy

Vyfteste soustavu linedrnich rovnic n x n

1 0 0 0
1 0 ... 01
1
-1 1
(a) | @ o 0
0]:
-1 -1 11l1 . . T . 1 0
0 ... 0 1 2/(=D""'(n+1)
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3 Operace s maticemi

Maticovy souéin: A € R™*P, B € RP*™ pak AB € R™*" a
(AB)ij = >Zk—1 AirBr;-

Ukdzka 3.1 (Zakladni operace s maticemi). Spoctéte nésledujici vyrazy:

(a)

24,

Reseni:

(a)

Pokud matice A je fadu m x n vyslednd matice bude také fddu m x n. Vyslednou matici ziskdme
tak, ze kazdou slozku matice A ndsobime pfislusnou konstantou (tj. hodnotou 2). Dostavame:

1 2 2-1 2.2 2 4
mse(y ) =G0 0) -0 =)
Abychom mohli se¢ist matice A, B musi{ mit shodné rozmeéry (vSimnéme si, ze obé jsou shodného
fadu 2 x 2). Vyslednd matice bude mit stejné rozméry jako matice A (resp. B), tedy 2 x 2. Vysledek

ziskame s¢itanim po slozkach, tj. kazda pozice vysledné matice je sou¢tem hodnot z matice A a B
na dané pozici. Dostavame:

(1 2 -1 -1\ [(1+(-1) 2+4+(-1)\ (0 1
A+B_<2 —1>+<o 3>_<2+0 ~1+3 ) ~\2 2)
Obdobné jako v pfedchozim piipadé, matice A, B musi byt shodného faddu a vyslednd matice bude

také daného tadu. Vysledek ziskdme rozdilem po slozkach, tj. kazdd pozice vysledné matice je
rozdilem hodnot z matice A a B na dané pozici. Tedy dostdvame:

(1 2 -1 -1\ (1—-(=1) 2—-(=1)\ (2 3
A_B_<2 —1)‘(0 3)‘(2—0 -1-3 )  \2 -4)°
Poznamenejme, Ze na rozdil matic muzeme také pohlizet jako na soucet matice A s matici (—1)B.

Je-li puvodni matice rozméri m X n, transponovana matice bude mit rozméry n x m. Jeji prvek na
pozici (i,7) je pak roven prvku, ktery je v puvodni matici na pozici (j,7). Proto ziskavéme:
3 2
r (3 0 1\"
=l 22 0) T 2
1 0

o
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(e) Je-li matice C' fadu m x n, musi v byt n-slozkovy vektor a vysledkem bude m slozkovy vektor.
V tomto piipadé je matice C' fadu 2 x 3 a vektor v mé 3 slozky (fady tedy souhlasi) a vysledkem
bude 2-slozkovy vektor. Vysledny vektor spoc¢teme nésledovné:

o (3 01 ; (3.140-241-3\ [ 6
"2 =2 0 5] \2-14(-2)-2+0-3) 7 \-2)

Na nésobeni jsme mohli také pohlizet jako na nasobeni matice C fadu 2 x 3 s matici odpovidajici
vektoru v fadu 3 x 1.

(f) Je-li matice A fadu m x n musi byt matice B fddu n x ¢ a vysledna matice bude fadu m x £. V tomto
piipadé obé matice A, B jsou fddu 2 x 2 (tedy fady souhlasi) a vyslednd matice bude také fadu
2 x 2. Vyslednou matici spo¢teme nasledovné:

w=(e ) ()
_ ([ 1(=1)+2-0 1-(-1)+2-3
(2 21N

(-1 5
S \—-2 -5/
(g) Je-li matice B fddu m x n musi byt matice C fadu n x £ a vysledna matice bude fddu m x . V tomto

piipadé je matice B fadu 2 x 2 a matice C tadu 2 x 3 (tedy fddy souhlasi) a vysledna matice bude
fadu 2 x 3. Vyslednou matici spocteme nasledovné:

se=(T )0 5 )
= (0T

-5 2 -1
- < 6 —6 0) ' H
Ukézka 3.2 (Formalni diikaz vlastnosti). Dokazte (AB)T = BT AT,

Resent: Aby vyrazy davaly smysl, musi matice mit rozméry A € R™*P, B € RP*". Pak vysledné
matice na obou strandch rovnice maji rozmér n X m, a prvek na pozici (i, j) jest roven

p p p
(AB)")ij = (AB)ji =Y AjBri = > Bridjr = > (BN )ir(AT)i; = (BTAT),;. O
k=1 k=1 =1

Ukézka 3.3 (Kviz). Dokazte nebo vyvratte:
(a) Pro libovolnou matici A € R™*" plati: A+ A = 2A.
(b) Pro libovolnou étvercovou matici A € R™*™ plati: A — AT = AT — A.
Resent:
(a) Nejprve ovérime, ze obé strany maji smysl.

Pro levou stranu potiebujeme ovérit, ze sc¢itdni dava smysl. Tedy potiebujeme, aby obé matice
v souctu byly stejného fddu. To je pravda at zvolime A libovolnég, tedy leva strana mé smysl vidy.
(Pozor na opomijeni tohoto kroku. MuZe se stdt, Ze tvrzend plati ale pouze pokud obé strany ddvaji
smysl. Uvazte napiiklad ndsledujict turzeni: Pro libovolné matice A € R™*", B € R¥*P: A+ B— B =
A.)
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Na pravé strané ndsobime matici A konstantou 2. Tuto operaci muzeme provést s libovolnou matici
A, tedy prava strana mé také vzdy smysl.

Poté zkontrolujeme rozméry matice na levé a pravé strané. Na levé strané s¢itame dvé matice fadu
m X n a vysledkem je, dle definice s¢itani matic, matice fadu m x n. Na pravé strané nasobime
matici fadu m x n konstantou a vysledkem je (podle definice ndsobku) matice fadu m x n. Obé
strany maji tedy shodné rozméry.

(Vsimnéte si, Ze pri dokazovdani se odkazujeme na definice z predndsky. Podobné bychom se mohli
odkazovat i na véty, lemmata, atp.)

Pozor, pokud tento krok opomeneme, mize se stdat, Ze matice na levé strané man rfadku a m sloupci,
kdezto ma pravé strané je jich vice. Po slozkdch muZete ukdzat, Ze levou horni podmatici velikosti
n X m maji obé strany shodnou, ale to nedokazuje rovnost obou stran (kterd neplati)!

Nakonec musime ukazat rovnost po slozkdch. Pro libovolny fadek ¢ a sloupec j se podivame na
(i, 7)-tou slozku levé strany a ukdzeme, ze je rovna (i, j)-té slozce pravé strany:

(A +A)y; =Ai; + Ay (rozepiSeme dle definice s¢iténi)
= 2A;; (nyni pracujeme s ¢isly z R, tedy muzeme secist)
= (24);; (pouzijeme definici ndsobeni matice konstantou)

(b) Pokud tvrzeni neplati uvddime protipiiklad. Tedy zvolime matici A, ktera spliiuje predpoklady ale
neplati pro ni zavér.

V tomto piipadé muzeme tieba za A zvolit nasledujici matici:

A:<(1) })

Jediny pfedpoklad je, ze A je ¢tvercové a ten je pro nas piiklad zjevné splnén. Zaroven

A—AT = <_$ é) # (? _é> =AT - A

Pokud splnéni nékterého z predpokladi (resp. nesplnéni zavéru) nend trividlni, meélo by byt soucdsti
resent zduvodnént, pro¢ predpoklady plati (resp. zdavér neplati). Pripadné muzeme dodat, za jakych
predpokladi by tvrzend platilo. V nasem pripadé tvrzend plati tehdy a jen tehdy, kdyz A je symetrickd.

O

Ukazka 3.4. Najdéte takovy vektor x € R”, aby platilo

1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
1 2 3 3 |lp=13
1 2 3 n n

Resend: Je dilezité divat se na soustavu linedrnich rovnic z pohledu maticového nésobeni. Zde vlastné
chceme, abychom po vyndsobeni matice vektorem = = (z1,9,... ,wn)T dostali pozadovany vektor na-
pravo. Maticové nasobeni znamend, Ze prvni sloupec matice nasobime xq, druhy sloupec xo az n-ty
sloupec x,,, pak to vSechno seCteme a ve vysledku chceme dostat vektor na pravé strané. Na feSeni sou-
stavy linedrnich rovnic se tudiz muzeme téz divat jako na vSechny mozné n-tice ¢isel, které, kdyz jimi
vynasobime poporadé sloupce matice, ndm daji vektor na pravé strané. Zde je vidét, ze posledni sloupec
matice je shodny s vektorem na pravé strané, takze jedno z moznych feseni bude = = (0,0,...,0,1)T.
Pokud provedeme Gaussovu eliminaci, zjistime, Ze soustava ma pravé jedno feSeni, a to naSe x. ]
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Ukdézka 3.5 (Vypocetni slozitost nasobeni matic). Urcete kolik operaci + a - je potfeba k vyndsoben{
dvou matic o rozmérech n X n.

Regeni: Piedstavme si nase obdélnikové schéma na ndsoben{ matic, vysledna matice ma rozmér n x n.
To znamensd, ze potiebujeme spocitat n? prvki vysledné matice. Kazdy prvek podle definice ndsobeni
dostaneme vynédsobenim n prislusnych prvku z piislusného fadku a sloupce a (n — 1)-krat pouzijeme
operaci + na secteni téchto n produktii. Celkem tedy pouzijeme n? ndsobeni a n? — n? séitani.

Pozndmka. Casto se operace + a - berou jako trvajici stejnou dobu (coz ne vzdy musi byt pravda) a
oznacuji se jako elementérni operace. Zavadi se notace O(f(n)) tzv. asymptotickd sloZitost, kterd tika, ze
algoritmus provede ,,zhruba® f(n) operaci na vstupu o rozméru n. Napiiklad pro polynomy nés zajima
nejvyssi mocnina, a to bez koeficientu. Je to rozumné z toho divodu, ze kdyz za n dosadime hodné
velké ¢&islo, prevazi jen ty ¢leny s nejvétsi mocninou. Timto dokazeme algoritmy klasifikovat do trid podle
O(f(n)). Algoritmus nésobenf matic se vstupem o rozmérech n vykond celkem 2n3 — n? operaci, coz je
O(n3). O

Ukazka 3.6 (Blokové matice). Urcete, jaké rozméry musi mit dané podmatice, aby mélo smysl blokové

néasobeni
A B\ (E F\ (AE+BG AF+BH
C D)\G H) \CE+DG CF+DH)"
Resent: Vyjdeme z podminek, Ze pocet fadki matic A, B je stejny, a podobné pro péry (C, D), (E, F)

a (G, H). Analogicky, pocet sloupcu matic A, C' je stejny, a podobné pro ostatni. Déle, souc¢iny AF, BG,
... musi davat smysl. Dohromady nam z toho vyplyvaji takovéto rozméry:

A:mlxnl, B:mlxng, E:nlxpl, F:nlxpg,

C:mogxny, D:moXxXng, G:noxpy, H:ngXpo. O

[Cv. 311 Vyjmenujete vlastnosti maticového s¢itéani, ndsobeni a transpozice.
ICv. 3.2] Najdéte piiklad nekomutativnosti nasobeni ¢tvercovych matic 2 x 2.

[Cv—3.3 Dokazte z definice:

[Cv. 3.4 Rozhodnéte, zda AT A = AAT pro A € R™*",
ICv. 3.5 Dokazte:

(a) (ABC)T =CTBT AT,
(b) AT A je symetrickd matice pro kazdé A € R™*™,

Urcete e;fFAej.
Matice A ma nulovy i-ty fddek. Co muzeme Fici o vysledku

(a) AB?
(b) BA?

[Cv._3.8 Rozhodnéte, zda plati pro ¢tvercové matice:
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(a) AB=0 < (A=0V B =0).
(b) AB=AC = B=C.

Najdéte véechny matice A € R?*? takové, ze:
(a) A%2=0.
(b) A2 = I,
[Cv. 3.101 Vypocetni slozitost.

(a) Bud A matice fadu 10 x 5, B matice fddu 5 x 20, a C' matice fddu 20 x 1. Jak co nejefektivnéji
(co do poc¢tu aritmetickych operaci) spocitat sou¢in ABC'?

(b) Bud A € R**" b € R”. Chceme-li uréit A*b, je rychlejsi (=stoji méné aritmetickych operaci)
spocitat to pomoci A(A(. .. (Ab))) nebo pomoci (A*)b, kde A* vypocitdme ikovngm mocnénim
A (tj., s vyuzitim mocnin typu A, A%, A* A%, ...)? Existuje jesté jiny, rychlejsi zptisob?
Zkuste konkrétné pro k = 28 a n = 30.

1 N\ 1 o\" (7 a\" (L iu\" /o 1\"
q s . n  pin
[Cv. 3.11] Spocitejte (O 1) , <a 1) , (_9 _5> ) <0n %171) ) <O a> .

0.. 01
[Cv. 3.12] Co je vysledkem soucinu é 1' Ol a2
10 .0
Ukazte, ze soucin hornich trojihelnikovych matic je zase horni trojuhelnikovd matice. (A je
horni trojihelnikovéa pokud a;; = 0 pro vSechna i > j.)
[Cv. 3.14] Co délaji matice elementarnich radkovych uprav pii ndsobeni matice A zprava?
Hodnost.
(a) Bud a,b € R™. Uréete rank(ab’).
(b) Rozhodnéte, zda pro kazdé A, B € R™™"™ je rank(AB) = rank(BA).
(¢) Rozhodnéte, zda existuji A, B € R™*™ tak, ze rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

Cv. 3.16] Mame A, BT € R**? takové, ze

1 0 -1 0
0 1 0 -1
AB = -1 0 1 0
0 -1 0 1

Spocitejte BA. (Hint: rozdéleni matice do bloku.)

[Cv. 317 Najdéte matici Q € R3*3 tak, aby QA = RREF(A) pro A =

— N
DN = DN
W Oy W
o =1

Je matice @ jednoznacnd?
Dokazte, ze pokud AB =1 a BC' = I, potom A = C.
Najdéte étvercovou matici A fadu n spliujici I — A = A2
Bud'te A, B € R™*" takové, ze ABAB = 0. Musi pak BABA = 0?

Bud A € R™*" hodnosti . Upravime matici A na RREF tvar B a pak upravime matici BT na
RREF tvar C. Jak vypada matice C?
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[Cv. 322 Bud A € R™™ a k > 1. Plat{ vzdy rank(A*) = rank(RREF (A)*)?

Bud A € R™™ takové, ze A > 0 a A¥ > 0 pro néjaké k € N. Ukazte, ze A¥+1 > 0. (Nerovnost
se mysli v kazdé slozce matice.)

Najdéte matici B € R™*" takovou, aby pro kazdou matici A € R"*" platilo:

(a) BA=5A,
(b) BA =58,
(c¢) vsechny rddky BA byly stejné jako prvni fadek A.

Bud A € R™" nenulové. Ukazte, ze A% = 0 se stat mize, ale AT A = 0 nikdy nenastane.
Matice A, B € R™ " spolu komutuji pokud AB = BA.

a) Najdéte véechny matice A € Rnxn’ které komutuji se vSemi maticemi téhoz radu.
J ]
b) Popiste matice A eR x které komutuji s matici slozenou ze Samy’ch jednicek.
P ) ] J

(c) Bud D € R™" diagonalni matice s riznymi prvky na diagonale. Ukazte, Ze D komutuje jen
s diagonalnimi maticemi.

(d) Pro A, B € R™" komutujici dokazte maticovou binomickou vétu: (A+B)" = Y"1 _ () A¥B"F.

[Cv. 327 Ukazte, 7e soucin matic A € R™** B € R¥*" je mozné vyjadiit jako AB = a;bf + ...+ akbf,
kde a; = A*i, bl = Bz*

[Cv. 3.28 Matice A € R™*" je stochastickd (nebo téz markovskd, srov. Sekce 24)) pokud prvky lezi v in-
tervalu [0, 1] a soucet kazdého sloupce je 1. Dokazte, Ze sou¢in markovskych matic je markovskéd
matice.

Matice A € R™™ je dvojité stochastickd pokud prvky lezi v intervalu [0,1] a soucet kazdého
fadku i sloupce je 1. Dokazte, ze dvojité stochastické matice jsou uzaviené
(a) na soucin,
(b) na konvexni kombinace (tj., jsou-li Ay,..., A € R™™™ dvojité stochastické, ai,...,ap > 0,
Zle ap = 1, pak Zle ar Ay je dvojité stochastickd).
Reprezentujte komplexni ¢isla spolu se séitdnim a ndsobenim pomoci redlnych matic 2 x 2.

[Cv.3.37] Symetrické matice.

(a) Je vysledkem souc¢inu symetrickych matic symetrickd matice?

(b) Bud AB = C a matice B, C symetrické. Mus{ pak byt A také symetrickd?

(¢) Komutuji symetrické matice? To jest, plati AB = BA pro A, B € R™*"™ symetrické?

(d) Bud'te A, B € R™" symetrické. Ukazte, ze C := AB — BA je antisymetricka (tj., CT = —O).

[Cv. 332 Stopa matice A € R™ ™ je ¢islo trace(A) = Y 1" | Aji.

) Dokazte trace(A + B) = trace(A) + trace(B) pro libovolné A, B € R™*™.
) Dokazte trace(AB) = trace(BA) pro libovolné A € R™*™ a B € R"*"™.
) Ukazte, ze trace(ABC') = trace(C' BA) obecné neplati.
d) Dokazte trace(ABT) = trace(AT B) pro libovolné A, B € R™*™,
) Dokazte trace(A” A) = 0 pravé tehdy kdyz A = 0.
) Najdéte A, B € R?*? takové, aby AB — BA = I,.
)

Bud A € R™" antisymetrickd, tj. AT = —A. Specifikujte co nejvic hodnotu trace(A) a
trace(A?).
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(h) Budte A, B € R™ " symetrické. Ukazte, 7e trace(AB)? < trace(A2B?). (Hint: Uvazuj trace(AB—
BA)?)

Matice A € R™ "™ se nazyva involutorni pokud A% = 1I,,, idempotentni pokud A? = A, a

nilpotentn? pokud A¥ = 0 pro néjaké k € N.

(a) Rozhodnéte, zda involutorni, idempotentni a nilpotentni matice jsou uzaviené na souéin.

(b) Dokazte, ze A je involutorni pravé tehdy kdyz %(A + I) je idempotentni.
(
(d)
(e) Bud A nilpotentn{ matice. Dokazte (I, — A)~! =332 A",
(f)

@)

) Najdéte néjakou netrividlni tiidu involutornich matic.

Dokazte, ze A je idempotentni pravé tehdy kdyz I,, — A je idempotentni.

Dokazte, ze komutujici nilpotentni matice jsou uzaviené na soucin i soucet.
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4 Regularni a inverzni matice
Ukdzka 4.1 (Test regularity). Rozhodnéte, zda nésledujici dvé matice jsou regularni:
1 2 3 1 2 3
A=|4 5 6|, B=1]4 5 6
7 8 8 789

Reseni: Elementarnimi fddkovymi tpravami pirevedeme zadané matice na odstupnovany tvar a otes-
tujeme, zda maji plnou hodnost, to jest, zda diagonalni prvky vysledné matice jsou nenulové.
1) Konkrétné matici A upravime elementarnimi fadkovymi dpravami takto:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=|(4 5 6| ~0 -3 —-6]~(0 -3 —6
7 8 8 0 —6 -—13 0 0 -1
Matice mé hodnost 3, protoze ma 3 pivoty. Tudiz je matice A reguldrni.

2) Druhou matici upravime na REF tvar takto
1 2 3 1 2 3 1 2 3
B=14 5 6]~(0 -3 —6|]~[0 -3 —6
789 0 —6 —12 0 0 0
Vidime, ze matice ma hodnost rovnou 2, a proto je singularni. O

Ukdzka 4.2 (Inverze matice — obecny postup). Ukézeme postup na vypocet inverzni matici a jeho dvé
ruzné zduvodnéni. Sestavime rozsifenou matici (A | I,), kde A € R™™ je matice, kterou chceme inver-
tovat, a I, je jednotkova matice fadu n. Postupné provadime elementarni fadkové tupravy na rozsifenou
matici, dokud ji nepfevedeme do RREF tvaru. Pokud v levé ¢ésti je jednotkova matice, na pravé strané
pak stoji inverzni matice k A. V opacném pripadé je natice A singularni, a tudiz nemad inverzi. Pro¢ to
ale plati? Ukazeme dvé vysvétlent:

1) Vime, ze fddkové upravy jdou reprezentovat jako ndsobeni puvodni matice zleva odpovidajicimi ele-
mentarnimi (reguldrnimi) maticemi. Ozna¢me jako E; elementarni matici i-té fadkové operace. Rozsifend
matice se pak upravuje takto:

~\~

(A1 1)~ (B1A | BiL) ~ (BaErA | BaBrl,) ~ ( Ek..j.BEzEHA ‘Ek...nglfn >

B

Posledni matice odpovida tvaru (I, | B), kde B = Ej... EsEq1,. Leva ¢ést této matice je I, = BA.
Pokud bychom chtéli byt dusledni, fekli bychom, Ze to plyne z asociativity ndsobeni matic, nebot

Ep(...(By(E1A))...) = (Ey... EyE1)A.

Protoze soucin BA davé jednotkovou matici, matice B = A~! je tedy hledang inverzni matice.

2) Puvodni tlohu rozdélime na n podiloh podle jednotlivych sloupct. V i-té podiiloze budeme hledat
i-ty sloupecek inverzni matice B k matici A. Resime rovnici

A.%'Z' = €4,

kde e; je i-ty jednotkovy vektor a x; je neznamy vektor. Soustavu budeme fesit Gaussovou—Jordanovou
eliminaci. Pokud je puvodni matice A regularni, tak po provedeni eliminace mame na levé strané jed-
notkovou matici a na pravé strané se ndm rovnou objevi feSeni soustavy. Je vidét, ze kdyz tento postup
provedeme pro vSechny sloupce i, spo¢itdme postupné inverzni matici. Bude platit

A Nz .oz, = e . ey
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Co nam ale brani, abychom Gaussovu—Jordanovu eliminaci provedli pro vSechny sloupce pravych stran
najednou? Nic, protoze postup eliminace zdvisi jen na matici A. Muzeme uvazovat soustavu, kterd bude
mit nékolik pravych stran — vSechny jednotkové vektory z jednotkové matice. Rozsifenou matice (4 | I,),
pokud to lze, eliminujeme na tvar (I, | B) a nyni by jiz mélo byt jasné, pro¢ B je inverzni matice k A.

O

Ukdzka 4.3 (Inverze matice). Najdéte inverzni matici k matici

1 1 1
A= 2 3 3
~1 -3 -2

Resend: Elementdrnimi fadkovymi dpravami pievedeme (A | I3) na redukovany odstupnovany tvar

1 1 111 0 O 1 1 1 1 00 1 1 1 1 0 0
2 3 301 0~ O 1 1|-210)~10 1 1|-21 0]~
-1 -3 =210 0 1 -1 -3 -2 0 01 0 -2 -1 1 0 1
1 11 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 4 =2 -1
~|10 1 1|-2 1 0)~(0 1 O 1 -1 -1]~10 1 0 1 -1 —-1] ~
00 1/-3 21 00 1/-3 2 1 00 1|-3 2 1
100 3 -1 0
~ (0 1 0 1 -1 -1
00 1|-3 2 1
3 -1 0
Méme tedy A~! = 1 —1 —1] aspravnost ovéiime vynasobenim AA~! a porovnanim s I,,. O
-3 2 1

Ukézka 4.4 (Maticové vyrazy). S vyuzitim vlastnost{ matic mizeme s maticovymi vyrazy pracovat skoro
tak dobie jako s klasickymi aritmetickymi vyrazy. Napiiklad, méjme A, B, X € R™"*", kde A je regularni.
Vyjadiete neznamou matici X z vyrazu

(AX)T = B.
Reseni: Obé strany rovnice transponujeme a dostaneme
AX =BT
Nynf rovnici vyndsobime zleva matici A~! a dostaneme
X =A"'B".
Zde je nutné nahlédnout, Ze nédsobeni reguldrni matici (coz A~' jest) je ekvivalentni tipravou — zpét
se mohu dostat vynasobenim rovnice matici A. Druha véc, kterd vyzaduje pozornost, je ta, ze jsme
nasobili A~! zleva. Maticové nasobenf nenf komutativni, proto zalezi na poradi ndsobeni. P¥i ndsobenim

zleva dostane levé strana rovnice tvar A~'AX = I, X = X, kde mdme hledanou matici X. Naopak, pii
nasobenf zprava by leva strana rovnice méla tvar AX A™!, coz obecné nenf rovno X. O
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Regularni matice

Nechf A € R™™ m4 jeden nulovy sloupec. Je singuldrni nebo reguldrni?
A co kdyz A € R™™ m4 jeden nulovy fadek?

[Cv. 42 Bud A, B € R™", kde A je regularni a B singuldrni. Jaky je sou¢in AB?
Ukazte, ze pokud A% — A+ I,, = 0, pak matice A je reguldrni.
[Cv. 4.4 Bud A € R™ " reguldrni a a € R™. Rozhodnéte, zda A + aa’ je také reguldrni.

ICv. 4.5] Rozhodnéte, pro kterd a,b € R je matice fadu n > 2 regularni

a b b

A b «a
S
b b «a

Matice A fddu n mé na diagondle lich4 ¢isla a jinde sudé ¢éisla. Muze byt matice singularni?
Zjistéte pro které n je matice A € R™*" reguldrni, pokud jeji prvky jsou definovény:

(a) aij =i-J,

(b) aj; =i+ 7.
Bud a € R™.

(a) Pro jaké hodnoty vektoru a je matice I,, + aa’ reguldrni?

(b) Pro jaké hodnoty vektoru a je matice I,, — aa” reguldrni?

1Cv. 4.9 (Souboj o regularitu) René a Simona hraji hru s matic{ fddu n > 2. René prifadi néjakému
policku libovolné redlné ¢islo, pak Simona pfiradi jinému policku ¢islo atd. dokud se nezaplni celd
matice. René vyhraje, pokud je matice regularni, a Simona vyhraje, pokud je singularni. M4 nékdo
vitéznou strategii? A jaka bude situace, kdyz zatne Simona?

Inverzni matice

_1 _
[Cv. 4101 Spocitejte < > , <COS@ sin <p)

1 3 sinp  cos
1 2 3\ ' /=2 -1 3\"' /1 o2 1\!
[Cv. 411 Spocitejte | 3 2 -1 ,| 1 1 —-1] ,|3 -1 5
-1 0 1 2 1 =2 -1 5 -3
dy 0\ "
[Cv. 412 Spocitejte
0 dn,

Upravte:

(a) (ABC)™Y,
(b) A(BTA)~1(AB)T.

[Cv. 4.14] Invertujte matice elementarnich fadkovych uprav.

[Cv.4.15] Matice A, B se lisf zdménou 2. a 3. fadku. Jak se ligi matice A=, B=1?
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Bud A symetricks reguldrni matice. Bude A~! také symetricka?

Jak co nejefektivnéji urcit A*_jl, A;l?

Jak co nejefektivnéji uréit hodnotu A='Bd 4+ A~1Cd?

Bud A, B,C,D,X € R"™" kde A, B,C jsou regulérni. Vyjadiete nezndmou matici X ze vztahu

(a) A(BX)TC =D,
(b) (X7'AH)T —(BT)")B~1 =0.

[Cv. 4.20] Soucet kazdého sloupce reguldrni matice A € R™*" je roven a. Ukazte, ze soucet kazdého sloupce
A~!je roven 1/a.

Bud A € R™" reguldrni s kladnymi éisly. Dokazte, Ze pocet nul v A~! je nanejvys n(n — 2).

Spocitejte

1 0 0\ " 1 2 2\ ! 0 1 1\ !
Do Do 1o
(@] | OIS | C @ ,
: .0 : 2 : .. o1
1 1 1 1 1 1 0
-1
1 1 -1 1 1 1
1 2 ay
(d) 1 3 ’ (*6) ay; ag
: : |
1 2 3 n
ay ag Ap—1 1

Bud a # 0. Spocitejte (OZ" OZ.;) _1.

Dokazte, 7ze pro A, B € R"*", A regularni, plati (ABA™1)¥ = AB*A~1,

Dokazte A(I, — A)~t = (I,, — A)~1A.

Bud A € R™" tak, 7ze A* = 0. Dokazte, ze (I — A)™' =1+ A+ A%+ A3

Necht A% m4 inverzni matici B. Dokazte, ze A je reguldrni a vyjadiete jeji inverzi.
Dokazte pro matici A € R™*™:

(a) Je-li A%2 =0, pak I, — A je reguldrni.
(b) Je-li A¥ =0 pro néjaké k € N, pak I,, — A je reguldrn.
(c) Je-li A¥ =0 pro néjaké k € N, pak I,, + A je reguldrn.
Bud A € R™" tvaru A = I,, — B, kde b;; = 0 pro i < j.
(a) Ukazte, ze B™ = 0.
(b) Ukazte, 7e A=t =T+ B+ B?>+ ...+ B" L.
(c) Spocitejte podle piedchoziho vztahu A~! pro matici
1 0
A=1|-2 1

0
0
0 -3 1
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Cv.4.30 Bud A, B € R™™" spliaujici AB+ A+ B = 0. Dokazte AB = BA, tedy matice spolu komutuji.
Jaké jsou hodnoty v matici A~! kdyz prvky A jsou z oboru Z (resp. Q,R,C)?

Porovnejte mnoziny feSeni soustavy Az = b a soustavy (QA)z = Qb.

[Cv.4.33] Najdéte netrividlni matici A € R™*" spliujici:

(a) A=At
(b) A=-A"1

[Cv.4.34] Dokazte trace(A) = trace(BAB™1).

[Cv.4.35] Rozhodnéte, zda plati (AB)~! = A='B~! pro matice

10 2 4 2 2
A=|2 3 1|, B=[2 0 2
41 0 1 3 4

Blokové matice

Cv. 436 Vyjadiete:

-1
(a) (13 g) pro A € R™*™ B € R"*" reguldrni.

-1
(b) (A C) pro A € R™*™ B € R"*" reguldrni.

0 B
I A o\ "
(¢) O I B pro A, B ¢étvercové. Nahlédnéte, ze vysledek tikd, Zze maticové nédsobeni lze
0 0 I
zredukovat na maticovou inverzi.
I Ao\
(d) |0 I B pro A, B, C ¢tvercové.
0 0 I

(e) Jak vypada nasledujici matice s a # 0 po jedné iteraci Gaussovy eliminace?
a a''|p
c A b))’

[Cv. 437 Pro matici A € R™*" definujme A™, A~ |A] € R"*" s prvky (A");j == (aij)", (A7)ij == (aij)~,

(|A|)ij := |asj| jako matice kladnych ¢asti, zdpornych casti a absolutnich hodnot. Dokazte, ze obé
matice A, |A| jsou zéroven regularni pravé tehdy, kdyz je regularni matice
~ AT A
A= ( _ +> .
A= A

Hint: Vyuzijte vlastnosti 7 = r™ —r~ a |r| = r* +r~ pro libovolné r € R.
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Shermanova—Morrisonova formule

(A 4F bCT)_l = A_l — mA_leTA_l.

Jak se zmén{ inverzni matice k A pokud k prvku a;; pficteme o € R?
Najdéte vzoreéek pro (I, +ab’)™!, kde a,b € R™ jsou takové, ze a’b # —1.

Invertujte matici fddu n s dvojkami na diagondle a jednickami jinde.

2 0 -1 1 0 1
Cv. 440 Vime A= | -1 1 1 |, A '=[0 1 —1]|.Bez pifmého vypocétu urcete
-1 0 1 1 0 2
2 0 -1\ " 2 0 -1\ "
@|-11 1 . -1 1 1
-1 2 1 — 2
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5 Grupy, télesa

Ukazka 5.1. Dokazte, ze v grupé s operaci - a neutralnim prvkem 1 plati: Pokud a-b =c-a = 1, pak
b=c

Resend:
.. ((Z ) b) [asociaiivita ] (C ) CL) b
Ukézka 5.2 (Pocitani v Z,). Spocitdme 4+ 4, 3-2, 2 —3, 371, 3/4 v télese Zs. Kazd4 operace v Zs se
pocitd modulo 5 (zbytek po déleni 5), aby vysledek opét patfil do mnoziny {0,1,2,3,4}. Neoficidlni kroky
znac¢ime do uvozovek — jsou zde uvedeny pro predstavu, jak dojit k vysledku.

[neutrélni prvek 1] 1 [ze zadéni] [za zaddni] [neutréln{ prvek 1]
= C - = = =

1-b b. O

44+ 4= ,8mod5“ =3,
3-2= ,6mod5“=1,
2-3=2+(-3)=24+2=4,
371 =2, nebof 2-3 =1,

3/4=3-41=3.4=2. O
Ukazka 5.3. Spocitejte 22011 v Zs
Resent: Staci si véimnout, ze
20 =1,
2l =9,
22 — 4,

23 = 8mod 5 = 3,
2* =16 mod 5 = 1.
Tedy 22011 = 22008 .93 — 1.3 = 3. Druhd moznost je vyuzit Malou Fermatovu vétu, kterd #ika: ,,Pro

kazdé prvocislo p a kazdé a € {1,...,p — 1} plati a?~! =1 v télese Z,.“ Pak dostaneme hned, 7e 24 =1
\% Z5. O

Ukdzka 5.4 (Soustava rovnic nad Z,). Reste nasledujici soustavu nad Zs bez prohazovani fadki.
21 02
1 0 2|1
0 2 1|0

Reseni: Provadime klasickou Gaussovu eliminaci, pouze s tim rozdilem, ze operace jsou nad télesem
Zs. Navic si muzeme uvédomit, ze prvky pod pivotem lze vynulovat pri¢tenim vhodného nasobku radku
s pivotem.

21 02 21 02 21 02
1021 ~ 101 2{0] ~ |0 1 2|0
0 2 1|0 0 2 1|0 0 0 0]0

Po provedeni zpétné substituce dostdvame teseni (1,0,0)7 + z3- (1,1,1)7. Matice m4a hodnost mensf nez
3, aviak nedostdvéame nekoneéné mnoho feSeni, nebof parametr x3 muZe nabyvat pouze hodnot ze Zs,
tedy 0, 1,2. Celkové tedy méame t¥i fesen (1,0,0)7, (2,1,1)T, (0,2,2)7. O
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Grupy
Zjistéte, zda je grupou
(a) (@),

(b) (@, -),

(c¢) (Q\{0},0), kde ao b= |abl,

(d) (Q,0), kde o je prumér &isel a, b (aritmeticky, ... ),
(Q,0), kde o je definovano: aob:=a+ b+ 3,

f) mnozina redlnych funkei f: R — R se s¢itanim (F,+),

)
)
)
)
(e)
(f)
(g) mnozina otoceni v R? podle pocatku se sklddanim,

(h) mnozina posunuti v R? se skldd4nim.

Najdéte vlastni priklady grup a negrup.

Bud (G, o) grupa a x € G pevné. Rozhodnéte, zda je grupou (G, ) s operaci axb:=aoxob.
Rozhodnéte, zda je (Abelovou) grupou:

a) mnozina {(12): z € Z} s maticovym nédsobenim.

( ) {(0 1/ y

b) mnozina {(%%); a € R\ {0}} s maticovym nésobenim.

( ¥

(¢) mnozina {S( C 8)5‘1; C € RF¥F je regulérm’} s maticovym nésobenim, kde S € R™*"™ n >k,
u

0
je pevna regularni matice.

Bud IR mnozina realnych uzavienych intervalii s operacemi

la1, as] + [b1, ba] = [a1 + b1, a1 + by),
[al, ag] . [bl, b2] = [min(a1 bl, albg, agbl, a2b2), max(albl, al b2, a2b1, agbg)].

Vysetiete algebraické struktury (IR, +), (IR, ).
V grupé (G, o) s neutrdlnim prvkem e a inverznim a~! k a proved'te:

a) najdéte e~ !,

(

(b) upravte (aob)~!
(
(d

(e) rozhodnéte, zda a® = b implikuje a = b.

)
)
c) dokazte z definice, Ze pokud ab = a, tak nutné b = e,
) rozhodnéte, zda a* = b* implikuje a = b,

)

\Cv. 5.7 Zjistéte, zda je podgrupou

(R \ Q,+) <R, +),
) <(@Q\{0},), kde Q" ={g € Q| ¢ > 0},
sud4 celd éisla, +) < (Z,+),
lich4 cela ¢éisla, +) < (Z,+),
Dy +) < (Z,+).

(a)
(b) (Q
(c)
(d)
()

Najdéte nejmensi podgrupu (Z, +) obsahujici prvky 6 a 15.

AAAA

Ukazte, ze vSechny podgrupy (Z,+) jsou tvaru {az; z € Z} pro uréité a € Z.
Plati totéz i o podgrupéach (R, +)?

Bud (G, o) grupa. Ukazte, ze ) # H C G je podgrupou pravé tehdy, kdyz ab~! € H pro kazdé
a,be H.
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[Cv. 5111 Najdéte néjakou netrividlni podgrupu grupy funkei (F,+).

Najdéte néjakou netrividlni podgrupu grupy matic (R™*", +).

[Cv. 513 Najdéte néjakou netrividlni podgrupu grupy reguldrnich matic (G Ly, -).
[Cv. 5141 Najdéte néjakou operaci, kterd je komutativni, ale ne asociativni.
Bud'te Hy, Hy podgrupy grupy (G, o). Ukazte, Ze

(a) Hi N Hs je také podgrupa,
(b) Hy U Hj je podgrupa prave tehdy, kdyz Hy C Hy nebo Hy D Ha,

(¢) nejmensi podgrupa obsahujici H; U Hs je tvofena vSemi prvky ajobjo...oay ob, pro vSechna

a1,...,ap € Hy, b1,...,b, € Hy, n € N.

Télesa

Rozhodnéte, zda je télesem mnozina

e i) ={p+iq; p,q € Q} s klasickym sé¢itanim a ndsobenim.

(a) {—1,0,1} s klasickym s¢itdnim a ndsobenim.
(b) Z(V2) = {p+ V2q; p,q € Z} s klasickym séitanim a ndsobenim.
(c) Q(V2) = {p+ V2q; p,q € Q} s klasickym séitanim a nasobenim.
(d) Q(V2) == {p+ V2¢; p,q € Q} s klasickym s¢itdnfm a nasobenfm.
Q(
7

(
(f
(g
(

5(1) = {p+1iq; p,q € Zs} s klasickym sé¢itdnim a ndsobenim.

Kartézsky soucin Zs x Zs, kde operace +, - jsou po souradnicich.

)
)
)
)
)
)
)
)

je jeho doplnék.
(Cv. 9.17] Procvicka v télese Z,. Naptiklad:

(a) spocitejte v Z5 hodnoty 4 + 3, —3, 4-3, 371, 4/3,
(b) spocitejte v Z11 hodnoty 6 +7, —7,6-7, 7%, 6/7.

[Cv. 5.18 Reste soustavy rovnic bez prohazovani fadku
2 1 110 01 1|1
(@) {1 0 2|1) nadZs, (b) [1 0 1|1] nadZy aZs.
11 22 1 1 01

100
. . . 2
Spocitejte v Z7 mocninu matice <1 4> )

ICv. 5.20] Invertujete matici

(a) (; ;) nad Zs a Zs, (b) <g f) nad Z7 a Zq;.

Pro kterd prvocisla p je matice nad Z, singuldrni?

SOOI )
clO O
— N Ol =
NQNJCIINGEN

h) 2™, A, A"), kde AAB = (A\ B)U(B\ A) je symetricky rozdil mnozin, a AA'B :=

M\ (AAB)
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(Cv. 5.22] Urcete pocet reguldrnich matic fadu 2 nad télesem Zj, (srov. cv. [5.25]).

[Cv.5.23] Najdéte polynom p(x) = azz® + asx? + a1x + ag nad Zs takovy, aby p(1) = 1 a p(2) = p(3)

p(4) =2.
[Cv. 5.241 V Z5 najdéte viechna Feeni rovnice z* + 322 + 2z 4+ 271 = 0.
[Cv. 5.25] Spocitejte:

a 92010 v Z57

(a)

(b) 32008 Z7,

() BT+ 72 v Ziy,

(d) 244 4 322211 v Z177

(e) zbytek pii déleni 3772 + 16"+1 + 23" &islem 7,
(f) 52008 v Zg;.

[Cv. 5.26] Pro¢ nemuze byt charakteristika télesa rovna 17
Najdéte co nejvice téles charakteristiky 2.

Jde v kazdém télese T rozlozit kazdy prvek a € T na soucet jednicek?

Ukazte, ze komutativitu s¢itani v télese lze odvodit z ostatnich vlastnosti.

Mala Fermatova véta

aP~! =1v Z,, kde p je prvoéislo, a # 0.

Jak najit a=! pro a € Z,?
Spocitejte:

(a) 20732 v Zg,
(b) 22008 v le,
(C) 260 + 730 A% Zlg.
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6 Permutace

q(p(i))

( )n pocet cykla __ (_Dpoéet transpozic

skladéni: (g o p)()

znaménko:  sgn(p)

Ukdzka 6.1 (Cykly, znaménko, a sklddédni permutaci). Méjme permutace
(1 2 3 45 6 (1 2 3 4 5 6
p_<234165>’ q_<132564>'

Najdéte jejich cykly, znaménka, inverze a slozte je mezi sebou.

Resent: Permutace p zobrazuje 1+ 2, déle 2 — 3, 3+ 4 a 4 — 1. Tudiz jeden cyklus je (1,2,3,4), a
analogicky najdeme druhy cyklus (5,6). Cykly permutace p jsou proto (1,2,3,4)(5,6) a podobné permu-
tace ¢ ma cykly (1)(2,3)(4,5,6).

Permutace p je zadand na n = 6 prvnich a skldda se z ¢ = 2 cyklu, proto ma znaménko sgn(p) =
(—=1)"=¢ = (=1)52 = 1. Podobné spocitdme sgn(q) = (—1)573 = —1.

Inverzni permutaci k p muzeme najit nékolika zpusoby. Pokud vyjdeme z tabulkového zadéani p,

tak sta¢i prohodit oba fadky, ¢imz se ze vzoru stanou obrazy a naopak, a pak jen setfidit sloupce od
nejmensiho. Dostaneme p~! vyjddiené tabulkou

(1 23456
P=\4 12356 5)
Pokud vyuZzijeme zépisu p pomoci cykll, staci pouze prohodit pofadi éfsel v kazdém cyklu, tj. p~' =
(4,3,2,1)(6,5). Zde si muzeme uvédomit, ze cykly délek 1 a 2 nemusime invertovat, protoze jsou sami

sobé inverzi.
Permutace sklddame jako kazdé jiné zobrazeni, tedy p o ¢ zobrazi prvek i na p(q(i)). Tabulkové

vyjadieno,
1 2 3 4 5 6
e L 44114
1 3 2 5 6 4
p 4L L
2 43 6 5 1
¢ili
o_123456
Ped4=12 4 36 5 1)

Podobné muzeme postupovat pies cykly a dospéjeme k vyjadieni p o ¢ = (1,2,4,6)(3)(5). Pro srovnani,
slozeni v opa¢ném pofadi je gop = (1,3,5,4)(2)(6). To ilustruje, ze skladani permutaci nen{ komutativni.

5 6 (123 4
4 5) 17\ 3 4 5 2

Spoéitejte q o p, po g, sgn(p), p~ 1, sgn(p~t). Tabulkou i pres cykly.

— Ut
(=2
N———
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ICv. 6.21 Méjme permutaci
p=1(1,3,4)(2,5)(6,11,10,9,8,7).

Spocitejte p? a p~14.

Pro jakou nejmens{ mocninu k > 1 dostaneme p* = id?
Najdéte permutaci p € Sig aby p' # id proi =1,2,...,29.

(Cv. 6.4 Rozlozte (1,2,3,4,5) na slozeni transpozic. Rozlozte to jesté jinym zpusobem. Jaky je nejmensi
mozny pocet transpozic?

[Cv. 6.5] Dokazte, ze kazdou permutaci p € S, 1ze slozit z n — 2 nebo n — 1 transpozic.
Dokazte, ze pro kazdou permutaci p a index i takovy, ze i < p(i) existuje j tak, ze j > p(j).
ICv. 6.7 Dokazte, ze slozenim permutaci dostaneme permutaci.

Bud ¢ € S,, pevné. Dokaite, Ze zobrazeni p — p o ¢ na bijekce na S,,. Jak se mén{ znaménka
permutaci p pii tomto zobrazeni?

ICv. 6.9 Urcete znaménko permutace
(1 2 3 ... n—1 n
P=\n n-1 n-2 ... 2 1)

[Cv. 6.101 Urcete znaménko néasledujicich permutaci:

(a) (1,3,5,...,2n—1,2,4,6,...,2n),

(b) (1,4,7,...,3n—2,2,5,8,...,3n—1,3,6,9,...,3n),
) (2,5,8,...,3n—1,3,6,9,...,3n,1,4,7,... ,3n — 2),
)

3,6,9,...,3n,2,5,8,...,3n — 1,1,4,7,...,3n — 2).

(c

(
(
(
(d) (

Dokazte, ze znaménko permutace p lze ekvivalentné definovat jako sgn(p) = (—1)%, kde s je
cykla p sudé délky.

Ukazte, ze pro n > 2 je pocet lichych a sudych permutaci v S, stejny.

Bud p € S, a uvazujme relaci R na mnoziné {1,...,n} definovanou vztahem (z,y) € R pravé
tehdy, kdyz = = p(y) pro néjaké i € N. Ukazte, ze relace R je ekvivalence a jeji t¥idy jsou cykly
permutace p.

ICv. 6.14] Najdéte vSechny permutace komutujici s

Najdéte vSechny permutace splitujici:
(a) p € Sip ap?=(1,3)(2,4)(7,8,9,10),
(b) p € Sipap®=(1,3,4,7,8,9,10)(2,6),

(c) p € Son a p? = (a1,...,a,)(b1,...,by), kde ay,...,an,b1,...,b, jsou navzijem riznd cisla
z{l,...,2n},

(d) p € Sop a p® = (a1,b1)(az,b2) ... (an,by). (Staéi ndm jen jejich pocet.)
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[Cv. 6.16] Spocitejte p*” o ¢~27 pro

p=(1,3,5,7)0(2,5,8,1) 0 (9,10),
q=(6,4,1)0(9,10,8) o (4,8,7,1,5).

[Cv. 6.17 Najdéte co nejvice permutaci p € Sg spliiujicich p = p~ L.

Kolem stolu sedi kolektiv matfyzdku. Z daného rozesazeni (A) se premisti do rozesazeni (B)
pomoci 17 vzajemnych vymeén dvou lidi. Lze pfejit zpét pomoci 31, 26, resp. 13 vymén?

Spocitejte prumérny pocet cykli v n-prvkové permutaci.

[Cv. 6.20] Urcete pravdépodobnost, ze nahodné zvolend permutace p € S, mé cyklus obsahujici prvek 1
dlouhy presné k.

Bud p € S,, permutace. Odpovidajici permutacni matice P € R™ je definovdna takto: P;; = 1
pokud p(i) = j a nula jinak. Tedy P vznikne z matice I,, permutaci sloupcu podle permutace p.

(a) Dokazte, ze PTP = I, tedy PT = P~1,
b) Ukazte, ze P~! je permutaéni matice a uréete jaké odpovida permutaci.
Jep
c) Necht @ je matice permutace ¢q. Ukazte, ze PQ je permutacni matice a urcete jaké odpovida
J J
permutaci.

(d) Bud B € R™™". Jak vypada BP a jak PB?

(e) Ukazte, ze existuje k € N takové, ze AF = I,,. Najdéte co nejtésnéjsi horni mez v zavislosti
na n.

(f) Najdéte P tadu 5 takovou, aby P® = I5 byla nejmensi takova mocnina.

(g) Necht P odpovidd permutaci p = (1,n)(2,n —1)... Jak vypadd matice PAP?

Symetricka grupa permutaci
Rozhodnéte, zda je (Abelovou) grupou (S, o).

[Cv.6.23 Najdéte vsechny symetrie obdélniku, popiste je permutacemi a ovérte, ze tvoif podgrupu (Sy, o).
1 2

3 4
[Cv. 6.24]1 Najdéte vsechny symetrie ¢tverce, popiste je permutacemi a ovéfte, ze tvoiri podgrupu (Sy, o).
1 2

3 4
ICv. 6.25] Najdéte vSechny symetrie péticipé hvézdy a popiste je permutacemi.

1

3 4
[Cv. 6.26] Ukazte, ze postupnym sklddanim mohu z transpozic (1,2),(2,3),...,(n —1,n) vygenerovat celé
Sh-

ICv. 6.27 Ukazte, ze pokud n je prvocislo, tak postupnym sklddanim a invertovanim mohu z jedné trans-
pozice a cyklu na n prvcich vygenerovat celé S,.
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7 Vektorové prostory a podprostory

Ukézka 7.1 (Podprostory). Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou podprostory prostoru R™ nad R
(a) A={(2s,s,[s)"; s,t € R},
(b) B={(s,5t,2s —t)T; 5,t € R}.

Reseni: V zésadé, musime ovérit, jestli mnoziny obsahuji nulovy vektor a jsou uzaviené na séitani a
nasobky.

(a) Trividlné 0 € A, staci volit s = 0. Uzavienost na soucty ani ndsobky ale neplati (pouze na
nezéporné nasobky), coz prokazeme protipiikladem. Vezméme napi. vektor (2,1,1)7, ktery nélezi do A
diky volbé s = 1. Jeho opaény vektor —(2,1,1)7 = (=2, —1,—1)" ale do A nenélezi, protoze tieti slozka
vektoru v A nemuze byt zdporna.

(b) Opét ziejmeé 0 € B. Ukazme uzavienost na soucty vektoru. Vezmeéme si libovolné dva vektory z B,
ty se daji obecné vyjadiit jako (s,5t,2s —t)T a (s/,5t',2s' — )T pro vhodné volby s,s’,t,t' € R. Jejich
soucet je (s,5t,2s — )1 + (s/,5¢t,28' — )T = (s + /,5(t + t'),2(s + ') — (t + 1)), coz je opét vektor
nalezici do mnoziny B. Podobné se ukéze uzavienost na nasobky. Bud a € R a (s,5t,2s — t)T € B. Pak
a(s,bt,2s — )T = ((as),5(at),2(as) — (at))” ma také vyjadieni z definice B a proto do mnoziny nalezi.

O

Ukdzka 7.2 (Linearni obal). Rozhodnéte, zda vektor (4,—1,1)7 nalezi do linedrniho obalu vektort
2,1,D)7 (1,2, 1)7.

Resend: Linearni obal koneéné mnoziny je charakterizovan jako mnozina vsech linedrnich kombinaci
vektorl této mnoziny. Tedy vektor nélezi do daného linearniho obalu pravé tehdy, kdyz lze vyjadfit jako
linedarni kombinace téchto vektoru. Konkrétné, hleddme «, 5 € R aby

(4,-1,1)" =a(2,1,1)" + (1,2, 1)7.

Toto vyjadiuje soustavu tii rovnic o dvou neznamych

2 1 4

1 2]-1

1 1
Soustavu vyfesime a najdeme feSeni o = 3, 8 = —2, tudiz odpovéd zni: , Ano“. O
............................................ Cviceni ...

Vektorové prostory
Jmenujte piiklady vektorovych prostort.
Rozhodnéte, zda tvoii vektorovy prostor:

(a) R™ nad Q,

(b) R™ nad C,

(c) Zy nad Zy,

(d) R" nad R s operacemi z @y =z+y, a®Or=—a-z,
(e) R™ nad R s operacemi z @y =x+y, a ©z = |of - x,
(f) R* nad R, tedy posloupnosti redlnych ¢isel.

Rozhodnéte, zda tvoif vektorovy prostor:
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(a) 2M nad télesem Zs, kde M je dand mnozina, soucéet mnozin A, B C M je definovén A+ B =

(A\ B)U (B\ A), a nasobek mnoziny jako 04 =0 a 14 = A.

(b) V™ nad T, kde V je vektorovy prostor nad T, s¢itani a ndsobky jsou definovany po slozkéch.
(¢) U xV nad T, kde U,V jsou vektorové prostory nad T, s¢itdni a nasobky jsou definoviny po

slozkach.

(d) mnozina vsech zobrazeni f: M — V nad télesem T, kde M je dand mnozina a V vektorovy

prostor nad T.

(e) mnozina vsech rotaci v prostoru R", kde soucet je definovan jako slozeni rotaci a a-niasobek

jako rotace o a-ndsobny thel.

(f) Z% nad Zg s prirozenym souc¢tem a nasobky.

(g) mnozina V. = {0,1,...,6} nad Zs s operacemi soucet * & y = (z + y) mod 6 a nasobek

a®z = (ax) mod 6.

(h) kladnd redlnd ¢isla RT nad R, jeliz @y =2y a a®z = %

[Cv. 7.41 Rozhodnéte, zda tvoif vektorovy prostor R? nad R s piedefinovanymi operacemi:

rTDy=0,a@xr=ax
x@y:(ﬂcl-l-yl,m?ys),a@x:ax

rdy=z+y, a®r=(ax,ars,s)

Najdéte netrividlni podmnozinu R2, kterd je:
J p J

(a) uzavfend na s¢itani a od¢itani, ale ne na nésobky,

(b) uzaviena na nésobky, ale ne na s¢itani.

Najdéte vektorovy prostor s pravée 25 vektory. Najdéte jesté dalsi dva.

\Cv. 7.7 Dokazte, ze v kazdém vektorovém prostoru V nad T plati

(a) awo =0, VaeT,
(b) (-1)v=—-v, YveV.

[Cv. 7.8 Méjme U,V prostory nad télesem T. Muze U NV = ()?

Podprostory

Rozhodnéte, zda néasledujici tvoif podprostor R?:

(s,8)7; s € R,
(s+t,1)7; s,t € R},
(s —2,35)T; s € R},
(s —t,2t)7; s,t € R},
(5,58)T; s € R},

Bud A € R™*". Rozhodnéte, zda {z € R™; Az = 0} tvor{ podprostor R"™.

[Cv.7.17] Rozhodnéte, zda jsou podprostorem prostoru matic R™”*" nad R:

(a) magické étverce (tj. matice u nichz soucet libovolného fadku, sloupce i obou diagonal da stejné

¢islo),
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(b) latinské ¢tverce (tj. matice, u nichz je v kazdém radku i sloupci kazdé z ¢isel 1,2, ..., n préve
jednou),

(c) singularni matice,

(d

(e

(f

[Cv.7.12] Rozhodnéte, zda matice A € R™ ™ spliiujici trace(A?) = trace(A)? tvoif podprostor R,

regularni matice,
horni trojihelnikové matice,
matice X € R™*™ komutujici s danou A € R™*™, tj. AX = XA.

)
)
)
)

Rozhodnéte, zda nasledujici tvoii podprostor prostoru redlnych posloupnosti R*:

posloupnosti tvaru (a, b, c,a,b,c,a,b,c,...) pro a,b,c € R,
posloupnosti s nekoneéné mnoha nulami,
posloupnosti s koneéné mnoha nenulami

rostouci, neklesajici, monoténni posloupnosti,

)

)

)

)

e) konvergentni posloupnosti,

) omezené posloupnosti,
) aritmetické posloupnosti (z; — x;—1 = konst.),
)

fibonacciovské posloupnosti (z;+1 = x; + zi—1).
[Cv._7.14] Rozhodnéte, zda {p € P3; p(2) = p(7)} tvoii podprostor P3.
[Cv. 7.15] Rozhodnéte, zda nasledujici tvoii podprostor prostoru redlnych funkci F:

(a) po castech linedrni funkce,

(b) periodické realné funkce.

Linearni obal

[Cv. 716l Bud V vektorovy prostor a M, N C V mnoziny vektorii. Rozhodnéte, zda plati:

(a) span(span(M)) = span(M),
(b) M C N = span(M) € span(N)
(¢) M CN <« span(M) &€ span(N)
(d)

)

)

)

d) M C N Cspan(M) = span(M) = span(N),
(e) span(M N N) = span(M) Nspan(N),
(f) span(V \ M) = span(V \ span(M)).

[Cv. 717 Rozhodnéte, zda vektory (1,2)7, (3,4)T generuji R?.
[Cv. 718 Vyjadiete 7z — 7 jako soucet ndsobkii polynomt 22 +z, x + 2 a 2% — = + 3.

Rozhodnéte, zda existuje linedrni kombinace zadanych vektorii davajici vektor z = (1,2,3)7
pokud ano, tak ji najdéte:

(a) (1,0,0)", (0,0,-2)",

(b) (1,0,0)7, (0,2,0)T, (0,0,-3)T,

(¢) (1,1,1)7T, (2,1,3)T, (3,1,5)T,

@) (2,1,3)T, (3,1,2)T, (1,1,1)T,

(e) (2,1,3)", (3,1,4)", (

)

1,1,2)T.
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[Cv.7.200 Rozhodnéte, zda vektory (1,1,0,1)T, (0,1,0,1)T, (0,1,1,0)7, (1,1,1,0)7, (0,0,1,1)” generuji
R* resp. Z3.

Rozhodnéte, zda U =V pro
(a) U =span{(1,2,0)7, (0,1,-1)T}, V =span{(2,1,3)T, (-1,0,-2)T},
(b) U =span{(1,2,-1)T, (2,1,1)T}, V = span{(0,3, —-3)7, (3,3, —1)T}.

[Cv. 722 Bud M = {a,b,c,d,e} a uvazujme vektorovy prostor 2 vsech podmnozin mnoziny M nad
télesem Zo, kde s¢itani je chapano jako vylucna disjunkce a nasobky prirozené.

(a) najdéte nulovy vektor o,
(b) urcete opacny vektor —v k vektoru v = {a, b, c},
(¢) vyhodnotte linedrni kombinaci u+v—w—z, kde u = {a,d}, v = {b,e}, w = {c,e} a z = {a, b, c}.
(d) rozhodnéte, zda vektor {a,b,c,d, e} lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru u, v, w, z,

)

(e) Nahlédnéte, ze vektorovy prostor se chovd podobné jako prostor Z3 nad Zs.

Bud V vektorovy prostor a M C V mnozina vektoru (koneéné ¢i nekonecnd). Dokazte, Ze
span(M) je tvofeny vSemi koneénymi linedrnimi kombinacemi vektoru z M.
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8 Linearni nezavislost

Ukézka 8.1 (Linedrni nezdvislost). Rozhodnéte, zda vektory (1,3,2)7, (2,5,3)T, (2,3,1)T jsou linearné
nezavislé.

Reseni: Vektory jsou linedrné nezavislé pokud pouze jejich jeding linedrni kombinace d4 nulovy vektor,
a to trividlni, kdy vSechny koeficienty jsou nulové. Hledejme tedy linedrni kombinace déavajici nulovy

vektor:
a(1,3,2)T +8(2,5,3)T +~(2,3,1)T = (0,0,0)7,

coz vede na soustavu linearnich rovnic

1 2 210

3 5 3|0

2 3 110
Soustavu vyfeSime upravenim matice na tvar

1 0 —410

01 3|0

00 0/0
Soustava ma nekoneéné mnoho FeSeni a ur¢ité najdeme néjaké nenulové, napt. a =4, 5 = —-3,v=1. To
znamend, ze dané vektory jsou linedrné zavislé. U
............................................ Cviceni ...

Je pod/nadsystém linedrné (ne)zavislého systému vektoru linedrné (ne)zavisly?
[Cv. 8.2 Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tii vektoru linedrné zavisly.
ICv. 83| Zjistéte, zda jsou vektory linedrné nezavislé:

(a) (2,3,-5)7, (1,-1,1)T, (3,2,-2)T,
(b) (2,0,3)7, (1,—1,D)T, (0,2,1)7,

Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)7, (1,0,1,1)7, (1,1,0,1)T, (1,1,1,0)T jsou linedrné zavislé
v R?* resp. v Zg.
[Cv. 8.5 Najdéte mnozinu aritmetickych vektoru se slozkami z {0, 1,2} tak, aby
(a) byly linedrné zavislé v R" i v Z%,
(b) byly linedrné nezavislé v R™ i v Z%,
(c) byly linedrné nezavislé v R"™, ale zavislé v Z%,
)

(d) byly linearné zavislé v R™, ale nezavislé Z5.

Pro které hodnoty parametru a € R jsou vektory (1,a,1)”, (1,1,1)T a (2,2,a)” linedrné
nezavislé?

Najdéte étyfi linedrné zavislé vektory z R? tak, aby:

a) praveé jeden vektor byl linedrné zavisly na ostatnich,

(a)

(b) préavé dva vektory byly linedrné zavislé na ostatnich,

(c) prave tii vektory byly linedrné zavislé na ostatnich,
)

(d) kazdy z nich byl linedrné zdvislych na ostatnich,
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[Cv. 88 Bud'te u,v,w linedrné nezavislé vektory z prostoru V nad R. Rozhodnéte, zda jsou linedrné
nezavislé:

0, u, v

u, 2u, w,

w’ v’ u’

)
)
)
(d) u, v+w,
)
)

Ukazte, Ze vektory v1, ..., v, € V jsou linedrné nezavislé prave tehdy, kdyz vy, vi+va, ..., > 1y v;
jsou linedrné nezavislé.

Bud'te uq,...,u, linedrné nezavislé vektory z prostoru V nad R. Rozhodnéte kdy jsou linedrné
nezavislé vektory v; =377, a;ju;.
[Cv._8.17] Zjistéte, zda jsou vektory z prostoru realnych funkci F linedrné nezavislé:
(a) 2¢ —1, z — 1, 3z,
(b) sinz, coswz,

Bud'te U,V podprostory prostoru W. Dokazte, ze U NV = {o} pravé tehdy, kdyz kazdy vektor
x € U+ V se da jednozna¢né zapsat jako x =u+v, kdeu e U, v e V.

Cv. 813 Dokaite, ze sloupce A € R™*™ jsou linedrné nezéavislé pravé tehdy, kdyz AT A je regularni.
Dokazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro nekoneénou mnozinu vektoru M prostoru V:
(a) M je linedrné nezavisla,
(b

)
) existuje v € M, ktery je linedrni kombinaci nékolika jinych vektoru z M,
(¢) neexistuje kone¢nd netrivialni linearni kombinace vektoru z M rovna o,

(d) pro kazdou vlastni podmnozinu N G M je span(N) & span(M).
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9 Baze, dimenze

Ukézka 9.1 (Béze, souradnice). Rozhodnéte, zda vektory (1,2,1), (2,5,1), (3,2,1) tvoii bazi prostoru
R? nad R, a pokud ano, najdéte soufadnice vektoru v = (5,1,2) vzhledem k této bazi.

Reseni: Nejprve ovéiime, Ze vektory jsou linedrné nezavislé. Protoze jsou tii a dimenze R? je rovnéz
tTi, musi tvorit bazi.

Soufadnice hleddme tak, ze najdeme linedrni kombinaci bézickych vektori, kterd je rovna v

a(1?2’ 1) +ﬁ(2? 5’ 1) +’Y(3’ 2? 1) = (5’ 1’2)'
PrepiSeme to jako soustavu rovnic
1 2 3|5
2 5 2|1
11 12

Soustava mus{ mit jediné feSeni, a skutecné, po vytreseni dostaneme o = 1, § = —1, v = 2. Tedy soufadnice
vektoru v vzhledem k bézi jsou (1, —1,2). O

Ukézka 9.2 (Baze). Bud V podprostor R?*? tvoieny maticemi, jejichz oba fadky maji stejny soucet
prvku. Najdéte bazi a spocitejte dimenzi V.
Reseni: Matice tohoto podprostoru maji tvar

a c—a
b c—b)’

kde a, b, c € R jsou libovolné. Takto je soucet prvniho i druhého fadku roven ¢, a pfitom takto popiSeme
vSechny pozadované matice. Obecny tvar si rozlozime

a c—a\_ 1 -1 b 0 O te 0 1
b ¢c—b) “\0 0 1 -1 0 1)°
Nyn{ je vidét, ze matice ((1) Bl), ((1] 91), (91) generuji V. Vzhledem k tomu, Ze zadnd z téchto matic se

nedd vygenerovat z ostatnich (mé na urcité pozici nenulu, kde ostatni maji nuly), matice jsou linedrné
nezavislé a tudiz predstavuji bazi V. Tim pddem dimV = 3. ]

Ukézka 9.3 (Dimenze). Uvazujme nésledujici podprostory prostoru R*

U =span{(1,0,1,0)7, (1,2,3,4)T},
V =span{(2,2,1,1,)7, (3,2,1,0)7}.

Spocitejte dim(U NV).

Resend: Hledanou dimenzi pak spocitame podle vzorecku dim(UNV) = dim U +dim V — dim(U + V).
Protoze ziejmé generdtory podprostoru U i V' jsou linedrné nezévislé, tak dim U = dim V = 2. Dimenzi
spojeni U 4+ V spocitame jako dimenzi prostoru generovaného generatory U i V' dohromady, tedy jako
hodnost matice

1 010
1 2 3 4
2 211
3 210

Vypoctem uréime, ze hodnost je 3, tudiz dimenze pruniku podprostort je dim(UNV) = dimU +dim V —
dm(U+V)=2+2-3=1. O
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Baze

[Cv. 9.1] Najdéte bazi a urcete dimenzi prostoru:

(f) R™*™ nad R,

(g) symetrické matice v R?*2 nad R.
Tvori vektory (1,0,2)T, (2,1,3)T, (0,0,2)T, (0,1,0)7 bazi prostoru R3?
[Cv. 9.3 Najdéte bazi prostoru R* obsahujici vektor (1,2,3,4)7.

Zjistéte, zda (—1,5,3) € span{(1,2,2),(4,1,3)} a pokud ano tak urcete soufadnice vektoru
vzhledem k dané bézi.

V prostoru P? najdéte soufadnice vektoru 2% 4+ 2 vzhledem k bazi 22 + 1, z — 2, 222 + 2 — 1.
Najdéte bazi prostoru {p € P®; p(x) = —p(—x) Vo € R}.

Najdéte bazi prostoru {z € R%; x1 + 23 = 29 + 2w4 = 75}.

[Cv. 9.8 Najdéte piiklad vektorového prostoru jehoz bazi tvoif on sdm.

Bud B béze vektorového prostoru V. Dokaite, Ze vi,...,v, € V jsou linedrné nezavislé prave
tehdy, kdyz jejich souradnice [vi]p, ..., [v,]B € V jsou linedrné nezavislé.

Souradnice vektoru v vzhledem k bazi B = {z1, 29, 23,24} jsou [v]p = (a1, a2,as,as). Urcete
soufadnice vektoru v vzhledem k bazi

(a) B’ ={z4,23,22,21}-
(b) B' = {21 + 24, 22, 23, 24 }.
(c) B' = {21 + 24,20 + 23, 2, 22}

[Cv.9.11] Upravovanim pouze jediné matice rozhodnéte, zda vektory (2,3,2)7, (1,1, —1)T tvoif bazi pro-
storu span{(1,2,3)T, (5,8,7)7, (3,4,1)T}.

[Cv. 9.12] Uvazme béaze R%: B = {(1,1)T, (1,2)T} a B’ = {(3,4)T, (2,3)"}. Vime-li, Ze pro jisté u,v € R?
je [ulp = (1,1)T a [v]p = (2,1)7, tak najdéte bazi B” aby [u]p = [v]p" a [v]g = [u]p.

Blld7 B béaze prostoru matic R™"*", Ukazte, ze véechny matice z B nemohou navzéjem komutovat
p )
(mohou jen nékteré).

Ukazte, ze prostor redlnych posloupnosti R nemé spocetnou béazi.

Dimenze

dimU +dimV = dim(U + V) + dim(U NV)

Najdéte viechny podprostory R? nad R.

[Cv. 9.16] Urcéete pocet podprostoru ZIQ, nad Z,,.
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[Cv. 917 Bud V = {vy,...,v,} mnozina vektort néjakého prostoru nad R, dim (spanV) =n—1, n > 3.
Kolika zptusoby lze z V' vybrat bazi span(V') pokud vime, ze

(a) v =0
(b) V1 = 21)2
(¢) v1 =ug — ug
[Cv. 9.18 Bud'te U,V podprostory W a nechf dimU =7, dimV = 8, dim W = 13.

(a) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim (U + V') a najdéte konkrétni piiklad kdy se nabydou
meze.

(b) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim (U N'V).

Oznaéme U prostor symetrickych matic fddu 3 a V prostor hornich trojihelnikovych matic
radu 3.

(a) Najdéte bazi a urcete dimenzi prostoru U a V.

(b) Co predstavuje prostor U NV a jaké je jeho dimenze?
(¢) Co predstavuje prostor U + V a jakd je jeho dimenze?

Oznaéme poprostory prostoru P2
U :={az® +azx +b; a,b € R},
V = {az® + bz +b; a,b € R}.

(a) Najdéte bazi a urcete dimenzi prostoru U a V.
(b) Co predstavuje prostor U NV a jaka je jeho dimenze?
(c) Co predstavuje prostor U + V a jaka je jeho dimenze?

[Cv. 9.2T] Bud'te U € V prostory takové Ze, 1 + dimU = dim V', a bud B bdze U. Dokazte, ze B U {z} je
baze V praveé tehdy kdyz x € V' \ U.

[Cv. 9.22] Spocitejte dim(U N'V') pro

(a) U =span{(1,2,0,0), (1,0,0,—1)T}, V = span{(0,1,1,0), (1,1, -1,1)"} podprostory R*,
(b) U =span{(0,1,0)", (1,1,0)"}, V' = span{(0,1,1)", (1,0,1)", (1,1,0)"} podprostory R?,

(c) predchozi bréno v Z3.

Rozhodnéte, zda kazdy polynom stupné nanejvys 2 (sic!) lze vyjadiit jako linedrni kombinaci
) Yy poly
polynomt 23 — 22 +2, 222 4z, 23+ 22—z ax® + 22 + 1.

Najdéte bézi a uréete dimenzi prostoru R? x P2

[Cv.9.25] Bud M prostor redlnych matic 3 x 3 takovych, Ze soucty v ifddkach a sloupcich se rovnaji. Uréete
dimenzi tohoto prostoru a najdéte libovolnou bazi.

Bud uq,...,u,, baze U, abud v1,...,v, bdze V. Najdéte bazi a urcete dimenzi prostoru U x V.
[Cv. 9.27 Uréete dimenzi prostoru nad télesem Q

(a) Q(v2,v3) = {a+v2b+3c; a,b,c € Q}.
(b) Q(vV2+V3) ={a+ V2b+V3b; a,b € Q}.

[Cv. 9.28] Urcete dimenzi podprostoru generovaného vSemi permuta¢nimi maticemi fadu 2.
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ICv. 9.29] Rozhodnéte, zda plati zobecnéni véty o dimenzi a spojeni na 3 podprostory U, V, W:

dim (U +V + W) = dimU + dim V + dim W — dim (U N V) — dim (U N W)
—dim(VNW)+dim (U NV NW).

[Cv. 930 Bud' (G, +) grupa takové, ze a +a = e pro kazdé a € G. Ukazte, Ze pocet prvku grupy je 2" pro
urcité n € N. (Hint: Uvédomte si, pro¢ je piiklad zarazen v této sekci.)

Bud z1,...,2,m € V, dim(V) = n a bud m > n + 2. Ukazte, Ze existuje netrividln{ linedrn{
kombinace > ", a;x; = o takova, ze Y~ o = 0.

Direktni soucet

Dokazte: Je-li UNV = {o}, pak kazdy vektor w € U + V lze zapsat jedinym zpusobem ve tvaru
w=u+v,kdeueUaveV.

[Cv.9.33] Bud W direktnim souc¢tem svych podprostoria U, V. Je-li uq,...,u,, bdze U a vy,...,v, bize
V, pak uy, ..., um,v1,...,0, je bdze W.

Bud' U podprostor R™. Ukazte, Ze z vektoru ey, ..., e, lze vybrat bazi ur¢itého prostoru V&€ R"”
podp
tak, ze R*" =U @ V.

Bud'te By, ..., B, baze podprostort Vi,...,V, prostoru V. Ukaite, z2e V =V & Vo & ... BV,
pravé tehdy, kdyz baze By, ..., B, jsou po dvou disjunktni a jejich sjednocenim dostaneme bézi V.
Ddle rozhodnéte, zda V; NV, = {o} pro vSechna i # j implikuje, ze V=V, & Vo & ... ® V.

[Cv.9.36] Bud'te U, V podprostory stejné dimenze v prostoru Z. Ukazte, Ze existuje podprostor W takovy,
zeZ=UW=VaW.
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10 Maticové prostory

Pro matici A € T™*™ plati:
rank(A) = dimS(A) = dimR(A) = n — dim Ker(A).

Ukézka 10.1 (Vybér baze). Uvazujme vektory z R®
(1,2,3,4,5)7, (1,1,1,1,1)T (1,3,5,7,97, (2,1,1,0,0)T.
Najdéte bazi a urcete dimenzi prostoru V', generovaného zadanymi vektory.

Resend: Sestavime matici A, jejiz sloupce predstavuji dané vektory. Nyni mame V' = S(A). Prevedeme
matici na RREF tvar:

RREF

s

I
T W N =
— = = =
© J Ot W =
O O = =N
SO O O
O O O = O
o O O
OO = OO

RREF tvar matice mé 3 bézické sloupce (3 pivoty), proto mé hodnost 3, a tudiz i dim(V') = 3. Bazické
sloupce jsou prvni, druhy a étvrty, coz ndm #ikd, které z ptivodnich vektort tvoif bazi - je to: (1,2, 3,4,5)7,
(1,1,1,1,1D7, (2,1,1,0,0)T. Pifmo z fddki ¢i sloupcii matice RREF(A) bazi nevyéteme! Mimochodem,
treti z vektoru je zavisly na ostatnich a z RREF tvaru vidime, Ze je roven dvojnasobku prvniho minus
druhy.

Jiny postup je naopak vlozit zadané vektory do fadkt do matice B a opét upravit na RREF tvar
(nyni mdme V = R(A)):

1 2 3 4 5 1 00 -1 -1
B_ 1 1111 RREF 01 0 1 0
1 3 5 79 001 1 2
21 1 00 000 O 0

Hodnost matice je 3, tudiz ve shodé s predchozim je dim(V') = 3. Nynfi ale bézi vycteme piimo ze rddku
vysledné matice: (1,0,0,—1,—1)", (0,1,0,1,0)”, (0,0,1,1,2)”. Na druhou stranu, RREF tvar zde nic
neiika o tom, které z puvodnich vektoru lze vybrat do béze. O

Ukéazka 10.2 (Rédkovy a sloupcovy prostor). Uréete dimenzi a najdéte bézi fadkového a sloupcového
prostoru matice

1 1 21

A=(3 1 4 4

4 —4 0 8

Reseni: Nejprve pfevedeme matici na (redukovany) odstupiovany tvar:
1 2
VA
0

0 I

1 1 0 1
3 011 -4
4 —4 000
Dimenzi fddkového a sloupcového prostoru matice muzeme zjistit pomoci hodnosti matice, plati vztah

dimR(A) = dimR(A) = rank(A) = 2.
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Bézi fadkového prostoru R(A) dostaneme piimo z nenulovych fadku v odstupiiovaném tvaru RREF(A),
tedy

T T
BR(A) = {(1,051’%) ’(051,15_%) }

Bézi sloupcového prostoru vybereme z puvodnich sloupcovych vektoru matice A. Volime sloupce,
které odpovidaji bazickym sloupcum RREF(A), tj. prvni a druhy sloupec:

BS(A) = {(153’4)T?(1’15_4)T}' O

Ukdézka 10.3 (Jadro matice). Urcete dimenzi a najdéte bézi jadra matice

2 4 4 4
A=1-3 -4 2 0
5 7 =21
Resend: Upravime matici na RREF tvar
2 4 4 4 1 0 -6 —4
A=[-3 =4 2 of "&" o1 4 3
5 7 -2 1 00 0 O

Hodnost matice je 2, tudiz dle vzorce dimKer(A) = n — rank(A), kde n je pocet sloupcu matice A,
spocitame dim Ker(A) =4 — 2 = 2. Bazi Ker(A) ziskdme vytfesenim soustavy Az = o, k ¢emuz vyuzijeme
RREF tvaru nahofe. Sta¢i si jen pfedstavit nulovou pravou stranu (kterou nemusime psit, protoze
se nezméni), nebézické proménné x3, x4 za parametry a vyjadrit feSeni ve tvaru (6zs + 4xy, —4xs —
324,23, 24)7 = 3(6,—4,1,0)T 4 24(4,-3,0,1)T. Béazi jadra A tvoii tedy napt. vektory (6,—4,1,0)7,
(4,-3,0,1)T. Tento postup funguje pro kazdou matici, protoze nebézickych proménnych je presné tolik
jakd je dimenze jadra, a proto vektory u téchto proménnych (v nasem pifpadé (6, —4,1,0)7, (4, —-3,0,1)T)
musi dét bazi Ker(A). O

............................................ CVICeNT ..o

[Cv.T10.] Postupné nad télesy R, Zs a Z7 rozhodnéte, zda pro A = <§ %) plati

(a) (1,2)T € Ker(A)
(b) (1,2)T € S(4)

Urcete a, b, c € R tak, aby

1 —a 1
1,2, elb 1 -1
2 -1 ¢

[Cv.10.3 Najdéte matici A takovou, Ze R(A) obsahuje vektory (1,1), (1,2) a S(A) obsahuje (1,0,0)7,
(0,0, 1)T.

Najdéte matici A takovou, ze R(A) = R* a S(A) = R3.

Pro matici

1 2 2 3
A=12 4 1 3
3 6 1 4

najdéte baze prostoru S(A4), R(A), Ker(A).
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Cv. 10.61 Bud A € R3*3 reguldrni a oznaéme B = (A | A). Najdéte baze prostori S(B), R(B), Ker(B).

Cv. 107 Bud A € R™*", b€ R™ av € R(A). Ukazte, Ze v’z je konstantni pro vSechna feseni soustavy
Ax =b.

Urcete dimenzi prostoru generovaného vektory

(a) (1,3,5,6)7, (3,9,15,18)T, (0,0,0,0)”
(b) (1,2,3,4)7, (1,5,1,2)7, (1,1,2,3)T
) 1’ 25 2’ _2)Ta (25 1, 15 1)Ta (Oa 3, 35 _5)T
)

1+i,1—i, )7, (1—4,1+3i,1+4)T, (14+4,1—14,1)T

(

(
(c) (
(d) (

[Cv. 10.9 Urcete dimenzi prostoru V = {z € R"”; 1 + ...+ z, = 0}.
Uréete dimenzi a bazi prostoru V = {x € R*; o1 + 29 = 23 + 24 = o1 + 23 = T2 + T4 }.
[Cy.10.11] Piipomeiime, 7e e = (1,...,1)T. Uréete dimenzi prostoru
{AcR¥>3 Ja e R: Ae = ae}.

Dokaézete zobecnit vysledek pro ¢tvercové matice fadu n? A dokazete zobecnit vysledek pro obecné
téleso T?

Najdéte matici A takovou, aby baze R(A) i S(A) byla (1,1,1)T a baze Ker(A) byla (1, -2, 1)7.
[Cv10.13] Rozsiite vektory (1,2,1), (2, —2, —1) na bazi R3.
Z vektoru vyberte bazi a pro ostatni najdéte souradnice vuci této bazi:

(a) v1 = (1,2, —1)T, vy = (1,8, —1)T, v3 = (—4,2,2)7,
(b) vy = (1,0,2,-3)T, va = (3,2,1,-5)T, v3 = (—1,2,1,-2)T, vy = (-3,0,2,0)7,
(c) v1 = (3,1,5,4)T, v =(2,2,3,3)T, v3=(1,-1,2, )T, vy =(1,3,1,2)T.

[Cv.10.15 V prostoru Z32 uréete ktery z vektort (2,5,5)7, (4,4,0)7, (4,1,2)7 je zévisly na ostatnich.
Zjistéte, zda se rovnaji prostory

U = span{(1,2,0)7, (0,1,-1)7} a V =span{(2,1,3)7,(1,0,2)"}.

Najdéte véechny symetrické matice A € R3*3 s jednickami na diagonile a vektorem (1,2,3)7
v jadru A.

Bud A € R™*" hodnosti k. Ukazte, ze existuji B € R™*k C' € R¥*" takové, ze A = BC.
Béze jadra matice A € R™*" m < n.

a) Nechf A jde pfevést elementarnimi fddkovymi tpravami na tvar (I,,, | B). Ukazte, Zze Ker(A) =
J

R ( IfB >, tedy sloupce matice vpravo tvoii jddro matice A.

(b) Ukazte, ze kazdd matice A lze prevést na tvar (I, | B) po vhodné permutaci sloupcu a po
vynechan{ linedrné zavislych radkt. Jak se pak zméni jeji jadro?

T
[Cv. 10200 Bud A € R™ " reguldrni a B € R™*", Spoéitejte rank (g BABlBT>'

[Cv. 10.21] Jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B)?

[Cv. 10.22] Rozhodnéte, zda plati pro matice A, B € R™*":
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(a) S(A) =S8(B) a R(A) = R(B) implikuje A = B.
(b) Pokud matice A, B maji stejné vSechny tii zakladni prostory, pak jsou az na ndsobek stejné.
(c) S(A) =S8(B) a R(A) = R(B) implikuje A = @B pro néjakou reguldrni matici Q.
(d) R(A) = R(B) praveé tehdy kdyz RREF(A) = RREF(B).
)

(e) S(A) = S(B) prave tehdy kdyz RREF(A) = RREF(B).
Rozhodnéte, zda plati pro matici A € R™"*":

(a) R(A)NKer(A) = {o}.

(b) S(A) C Ker(A) = A2 =0.

(c) Ker(A) = Ker(A?%) & S(A) = S(42).

[Cv. 10.24] Bud A € R™*™ hodnosti 7. Navrhnéte postup jak sestrojit matice B € R™*" a C' € R™*" tak,
aby A = BC. Jaké hodnosti mohou matice B, C nabyvat?

[Cv. 10.25] Rozhodnéte, zda plati: rank(A + B) < rank(A) + rank(B).
[Cv. 10.26] Bud' A matice tvaru A = wv? + wzT, kde u, w € R™, v,z € R".

(a) Najdéte generdtory prostoru S(A) a R(A).
(b) Kdy m& matice A hodnost 17

[Cv. 10.27 Bud'te A, B &étvercové matice fadu 2n + 1 takové, ze AB = 0. Ukaite, ze

(a) aspon jedna z matic A, B m& hodnost nanejvys n,

(b) aspoii jedna z matic A+ AT, B + BT je singuldrni.
Dokazte (v tomto poradi), ze pro A € R™*" B € R"*P C € RP*1? plati

*(a) dimKer(AB) < dimKer(A) + dim Ker(B).
(b) rank(AB) > rank(A) + rank(B) — n.
(c) rank(ABC) > rank(AB) + rank(BC) — rank(B). (Hint: Rozlozte B = B1Bs, kde By € R™*",
By € R™*P a r = rank(B)).
Bud A € R"*" a k € N. Dokazte rank(A*) — rank(A¥T1) > rank(A**1) — rank(A*+2). (Hint:
Pouzijte jadro matice.)
Specidlng, bud’ A € R>* takovd, ze A3 = 0 a A% # 0. Jaké jsou moznosti pro rank(A) a rank(A?)?
1Cy. 10.30
(a) Mesto Lichosudov mé n obyvatel a m klubu. Kazdy klub mé lichy pocet ¢lent, ale kazdé dva
kluby maji v priniku sudy pocet ¢lenti. Dokazte m < n.

(b) V tichomotském souostrovi Darwinlandia roste m druhu kvétin na n ostrovech. Navic je zndmo,
ze kazdy druh rostliny se vyskytuje pravé na k ostrovech a kazdé dva druhy rostlin se spolu
vyskytuji pravé na £ # k ostrovech. Dokazte m < n.
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11 Linearni zobrazeni

Ukézka 11.1 (Test linearity zobrazeni). Dokazte, Ze zobrazeni f: R3 — R? zadané predpisem f(z,y,2) =
(x —y,2)T je linedrni.
Reseni: Staci ovérit dvé podminky z definice.

e Bud'te (1,91, 21)7, (x2, 92, 22)T € R3 libovolné. Pak
Flxr,y1,20)" + (2,92, 22)7) = fa1 + 22,91 + Y2, 21 + 22) = (21 + 22 — (Y1 +¥2), 21 + 22) 7,
Flan,y1,21) + f(@2,y2,22) = (1 —y1,21)" + (22 —y2,22)" = (w1 + 22 — 41 — Y2, 21 + 20) "

Obé hodnoty se rovnaji, tedy f(u +v) = f(u) + f(v) pro véechna u,v € R3.

e Bud'te a € R a (z,y,2)" € R3 libovolné. Pak
f(a(x,y’ Z)T) = f(Oéﬁ,O[y,OéZ) = (O‘x - ay, aZ)Ta
Oéf(ﬁ,y, Z) = Oé(.l? - Y, Z)T = (ozx - Ozy,()[Z)T.
Obé hodnoty se rovnaji, tedy f(au) = af(u) pro véechna o € R a v € R3. O

Ukdzka 11.2 (Matice otocen{). Najdéte matici linedrnfho zobrazen{ f: R? — R? vzhledem ke kanonické
bézi, representujici otoceni podle pocitku v roviné o thel o proti sméru hodinovych rucicek.

Resend: Prvni kanonicky vektor (1,0)7 se oto¢f na (cos a,sina)”, a druhy kanonicky vektor (0,1)7 se
oto¢i na (—sin o, cos a)?. Matice je tedy

<C?S a —sin a> ‘ 0
sina  cosa
Ukézka 11.3 (Matice prechodu). Najdéte matici prechodu v R3 od baze

By ={(1,1,-1)7T, 3,-2,007, (2,-1,1)T}

k bazi
B2 = {(85 _45 1)Ta (_85 5’ _2)T? (35 _25 1)T}
Resend: Bez pocitani mame diléi matice prechodu od dané baze ke kanonické bézi, protoze sloupce
matic jsou tvoreny danymi vektory baze:

1 3 2 8 -8 3
wnlidlp, = 1 =2 —1|, ulidg=(-4 5 -2
-1 0 1 1 -2 1

Hledanou matici pfechodu pak muzeme spocitat napiiklad ze vztahu

Bs [id] B1 = Bs [id]kan 'kan[id]Bl = kan[id] 521 ) kan[id]Bl-

Efektivni zpiisob jak vzorecek aplikovat je upravit do RREF tvaru rozsffenou matici (., [id] g, | 1anlid]5,),
tedy

8§ -8 3| 1 3 2 10 012 -1 1
4 5 =2 1 =2 -1 Y& o 1 0|3 -4 3
1 -2 1(-1 0 1 0 0 1|3 -7 6
Pravé ¢ast vysledné matice je hledand matice prechodu,
2 -1 1
B,lidlg, =3 —4 3 O

3 =7 6
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Ukazka 11.4 (Matice zobrazeni s obecnou bézi). Méjme danu matici linedrniho zobrazeni f: U — V
vzhledem k bazim By, Ba, tj. p, [f]Bl, a méjme dény baze Bs, B4 prostort U, V. Navrhnéte postup jak
najit matici f vzhledem k bazim Bs, By, tj. p,[f]p,-
Reseni: Podle véty o matici slozeného zobrazeni, kdy skldddme id o f oid = f s vhodnymi bézemi,
dostaneme
B4[f]33 — Bu [id]Bg " Bs [f]Bl ‘B [id]B3 .

Tedy veskerou praci vykonaji matice prechodu mezi bazemi. O

Ukdzka 11.5 (Matice linedrniho zobrazen{). Uvazujme linedrni zobrazeni f: R? — R? s predpisem
f(x) = Az, kde

Mégjme béze By = {(1,2)7,(2, )T}, By = {(1,—-1)T,(0,1)T} a najdéte matici zobrazeni f vzhledem
k bézim By, Bs.

Resend: Obraz prvniho vektoru baze Bi je f(1,2) = (5,—5)T, a jeho soufadnice vzhledem k bazi By
jsou [f(1,2)]B, = (5,0)T. Podobné, obraz druhého vektoru baze Bj je f(2,1) = (4,2)T, a jeho soutadnice
vzhledem k bazi By jsou [f(2,1)]5, = (4,6)T. Tudiz

wlfln = (g 5)- =

Ukédzka 11.6 (Obraz vektoru pii linedrnfm zobrazeni). Méme dané linedrni zobrazeni f: R3 — P2
zadané matici

BQ[f]Bl =

O
— N

3
2
2
vzhledem k bazim

B ={234", (1,147, (1,2,5)},
By = {22* — 2z, 3z — 1, —2* — 2 + 3}.

Najdéte obraz vektoru = = (1,3,1)7.
Resend: Postupujeme podle vzorecku

[f(@)]p, = 5,f15, [*]p,-

Nejprve uréime soufadnice vektoru = vzhledem k bazi B;. To vede na soustavu linedrnich rovnic (viz
ukazka @.1)), z niz spocitdme [z]p, = (1, —2,1)T. Vektor soufadnic pfendsobime matici

Bo [f]Bl '[x]Bl - (27272)T'

Vysledny vektor predstavuje soufadnice hledaného obrazu, tedy [f(x)] 5, = (2,2,2)". Nenf jiz t&zké urcit,
7e tyto soufadnice nalezi vektoru f(x) = 222 + 4. O
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Linearni zobrazeni

[Cv. 1111 Rozhodnéte, zda nasledujici zobrazeni f: R? — R? jsou linedrni:

(a) fla,y) = (z,y +3)7,
(b) f(z,y) = (0,0)T,

(©) flz,y) = (z+2y,9)",
(d) flz,y) = (2%y)",

(e) f(z,y) = max{z, y},

(a) f(z)— a- f(x), kde @ € R je pevné,
(b) f(z) = - f(z),

(c) fl@) = a*: f(x),

(d) flz) = flz) - Tz,

(e) f(z)— f(x) — Ta, kde @ € R je pevné,
(f) f(z) = f(z —sinz),

—+

race(A),
= A+ B, kde B € R™™™ je pevn4,

Rozhodnéte, zda je zobrazeni f: C" — C™ s predpisem f(z1,...,2,) = (T1,...,Ty,) linedrni.

[Cv. T1.5] Rozhodnéte, zda zobrazeni (x1,x2,x3,...) — (z2,23,...) na prostoru redlnych posloupnost{ je
linearni.

Rozhodnéte, zda zobrazeni log: R* + R je linedrni pro prostor ze cv. [Z.3[(h)

Cv. 11.7 C je prostor spojitych redlnych funkci na intervalu {a, b). Rozhodnéte, zda nasledujici zobra-
(a,b) J JILY Yy
zeni F': Cqpy — R jsou linedrni:

(a) F(f) =maxze(ap) f(z),
(b) F(f)= f(c), kde c € {(a,b) je pevné.

Ukazte, ze pri linedrnim zobrazeni f: R™ — R™ se stfed usecky mezi body z,y € R"™ zobraz{ na
stfed jejich obrazu.

[Cv. T1.91 Bud' V' vektorovy prostor nad T, dimenze n a B = {v1,...,v,} néjakd jeho baze. Ukazte, 7e
zobrazeni f: V — T™ definované predpisem f(z) = [z|p je linedrni, a vymyslete néjaky piiklad
tohoto zobrazeni.
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Matice linearniho zobrazeni vzhledem ke kanonické bazi

[Cv. T1.10 Najdéte obraz vektoru (—1,1, 2)T pri linearnim zobrazeni definovaném:

£(1,0,0) = (1, )T, £(0,1,0) = (-1,2)T, £(0,0,1) = (0,0).

Najdéte matici ndsledujicich linedrnich zobrazeni v roviné vzhledem ke kanonické bézi:
(a
(b
(c

)
)
)
(d) Projekce na osu x a pak projekce na osu y.
)
)

(
(

Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek.

Projekce na osu x.

Otoceni o 90° proti sméru hodinovych rucicek a pak projekce na osu x.
e) Preklopeni podle osy (1,1).
f

Projekce na primku svirajici s osou z thel a proti sméru hodinovych rucicek.
Najdéte matici nasledujicich linedrnich zobrazeni v prostoru R? vzhledem ke kanonické bézi:

(a) Projekce na rovinu os z,y.

(b) Zrcadleni (pfeklopeni) skrze rovinu os x,y.
)
)

(c

(d) Slozeni otoceni o 180° v roviné os x,y, potom v roviné os z, z a nakonec v roviné os y, z.

Otoceni o 180° v roviné os x,y.

[Cv. 1113l Najdéte redlnou matici A # I takovou, aby A3 = I.

(Cv. 11.074 Bud' V € F s bazi B = {sinx, cos, sin2z, cos2x, cos? r}. Uréete matici zobrazeni derivace
vzhledem k béazi B.

Cv. 11.15] O linedrnim zobrazeni f: R? — R? vime, ze fo f = id a f(1,2) = (—1,1)T. Najdéte piedpis
pro f.
Matice prechodu
ICv. 11.16] Najdéte matici pfechodu od baze vy, vo, v3, vq4 k bézi v, v4, v1, vs.
[Cv. 1107 Bud A € R™ " a divejme se na ni jako na matici pfechodu.

(a) Jakou bézi prevadi A na kanonickou?

(b) Na jakou bézi prevadi A kanonickou bézi?
V R? uvazujme dvé béze:
B={(1,1,17%, (0,1,-DT, (2,0,1)T}, B ={(3,2,2)7, (1,0,1)7, (1,2,2)T.

Sestrojte matici pfechodu od baze B do kanonické.

(a
(b
(c
(d

Sestrojte matici pfechodu od kanonické baze do B.

Urcete souradnice vektoru (1,2,0) vzhledem k bézi B.

~— — — ~~—

Sestrojte matici prechodu od béze B’ do B.

Uréete matici prechodu od béze B do béze B’ prostoru P2, je-li

B={z*+1, 22 -32+1, 2> +2+3}, B ={2>+22+1, 222 +1, 2% —z}.
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[Cv. 11.200 Bud
1 0 -1
A=101 0|, B ={1,1,07T,(1,0,07,(0,1,-1)T}.
1 1 0
(a) Najdéte bazi B takovou, aby A byla matici prechodu od béze B do béze B, tj. g [id] .
(b) Najdéte bézi B takovou, aby A byla matic{ pfechodu od béze B’ do béze B, tj. zlid]g.
[Cv. 1121 Bud g, [id]z, = (33) matice piechodu od béze By = {u,v} do bdze By = {z,y}. Najdéte
matici prechodu
(a) od baze {v,u} do béze {x,y},
(b) od baze {5u,2v} do baze {z,y},
(¢) od baze {u+ v,v} do béze {z,y}.

Cv. 11.22] Bud B = {(0,-1,2)T, (-2,2,—1)T, (~1,2,1)T}. Najdéte bazi B’ tak, aby pro kazdy vektor
r € R? platilo z + [z]5 + [z]p = o.

Matice linearniho zobrazeni — obecny tvar
y
Najdéte matici linearniho zobrazeni (vzhledem ke kanonické bézi) zobrazujici:
(a) (1,3)" na (4,-1)7,
(b) (1’3)T na. (1a 1)T’ a (2’ _1)T na. (_L _1)T,
(C) (173)T na (17 1)T7 a (276)T na (_17 _1)T7

[Cv. 11.24] Uvazujme linearni zobrazeni f: R? — R? zadané: f(e1) = (1,—1,1)7, f(e2) = (0,1,1)T. Mé&jme
baze By = {(1,-1)T, (1,1)T} a By = {(1,-1,1)T, (1,0, 1)T, (0,0,1)T}. Spocitejte:
a) matici zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim, tj. . [l

(
(b) matici zobrazeni od B; ke kanonické bazi, tj. .. [f]g,

)
)

(c) matici zobrazeni od kanonické baze k Bo, tj. B, [flian
)

(d) matici zobrazeni od By k Ba, tj. p,[f]p,-

Matice linedrniho zobrazeni f: R?® — R? vzhledem k bazim B = {(1,1,0)7, (1,0,1)T, (0,1,1)T}
a B ={(1,1)T, (2,0)T} m4 tvar
1 0 -1
A= (1 2 3 > ‘

Uvazujme linedrnf zobrazeni f: P2 — P? zadané

Uréete obraz vektoru (z,y, ).

B[f]B:

—_ o
S =N
SN W

vzhledem k bazi B = {1, 1 + =, 2%}. Najdéte z/[f]g, je-li B’ = {1, z, 1 + 2?}.
Méjme linedrni zobrazeni f: P? — P? zadané
f@P+ax—-3)=x+1, f(@®?+22x+1) =2 -2z, f(-325 —20+4)=—2®—2

a bézi B = {222 + v — 2, —2z + 1, 22 — 1}. Najdéte matici zobrazeni vii¢i bazi B a kanonické, tj.

kan[f]B'
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[Cv. 1128 Zvolte si bazi B prostoru R?*? a pro linedrni zobrazen{ f: R?*? — R**? zadané f(X) =
(19)X + (11)XT urcete matici vzhledem k B.

Bud f: R?® — R? linedrni zobrazeni zadané
f:a(1,1,3)7 +5(2,0,2)7 +¢(2,3, )7 = a(1,1, )T +5(1,2,2)7 4 ¢(1,1,0)T.
Najdéte matici inverzniho zobrazeni vzhledem ke kanonické bazi.

Bud f: R?® — R? linedrni zobrazeni zadané
F(L1L1) = (21,007, f(2,0,5) = (1,2,3)", £(3,1,3) =(0,1,2)",

a bud V podprostor R3 s bazi
B=1{(5,3,2)", (1,1,4)7}.

Najdéte matici zobrazeni f s omezenym definicnim oborem na podprostor V vzhledem k bazi B a
kanonické bazi.

Bud' f linedrni zobrazeni a By, Bo, B3, By odpovidajici baze.

(a) Muze p,[flg, = B,[flp, Pro B1 # B3 a By # By?
(b) Muze Bs [f]Bl = By [f]Bl pro By # By?

(¢) Ovlivni ngjak predchozi otdzky situace, kdy f je isomorfismus?

Ukazte, Zze pro linedrni zobrazeni f: U — V existuji baze prostoru U a V takové, Ze matice
zobrazeni f vzhledem k témto bazim ma tvar

I. 0
0 0/)°
Uréete 1, [f © gli, Pro linedrni zobrazen{ f,g: R?* — R? zadand

fla,b,e)=(a—c,b—a,b+c)T,
gla,b,c) =(a+b+c b+c c)l.

Uvazujme linearni zobrazeni f,g: R? — R? zadand maticemi

1 11 3 1 3
B[f]kan =1 21 ’ B[g]kan =11 01
1 1 3 2 1 2
kde B = {(1,0,-1)T, (1,1,0)T, (1,-2,1)T}. Uréete 1, [f © glian-
Uvazujme linearni zobrazeni f,g: R? — R? zadand maticemi
1 2 0 2 11
Blfhan =11 1 1|, raldlp=1|1 2 1
3 1 1 1 1 2

kde B = {(2,1,1)T, (1,0,1)T, (0,0,1)T}. Uréete ,,,[f + ]

kan*
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12 Obraz, jadro, isomorfismus

Ukézka 12.1 (Isomorfismus). Rozhodnéte, zda zobrazeni s predpisem f(x,y, z) = (zv+y—2z, y—=z, x—y)T

je isomorfismem na prostoru R3.
Reseni: Sestavime matici zobrazeni f vzhledem ke kanonické bazi
1 1 =2
kan [f]kan =10 1 -1
1 -1 0

Pievodem na odstupniovany tvar zjistime, ze jeji hodnost je 2, a proto f neni isomorfismem (matice by
musela byt reguldrni). Navic to ukazuje, Ze f neni ani prostd, ani na. O

Ukézka 12.2 (Linedrni zobrazeni prosté a ,na“). Uvazujme linedrni zobrazeni f: R — R3 zadané
obrazem baze B

f(2,1,1) = (1,2,3)7,

f(1737 5) - (3727 1)T7

F(7.1,4) = (1,1, )"

Rozhodnéte, zda je zobrazeni prosté a zda je ,na“.
Reseni: Sestavime matici zobrazeni f vzhledem k zadané bazi B a kanonické bazi

1 31
wnlfl=12 2 1
311

Vypoctem zjistime, Ze hodnost matice je 2, coz znamend, Ze dim f(R3) = rank(,,,[f]g) = 2 < dimR3.
Obraz mé tedy mensi dimenzi nez prostor R? a tudiz zobrazeni nemtize byt ,na“.

Dimenze jadra je dim Ker(f) = dimKer(,, [f]g) = 3—rank(,,,[f]g) = 1. Jadro je netrividlni a proto
zobrazeni neni prosté.

Stojf za povsimnuti, Ze na bazi B vibec nezélezi. Zménou baze B se zméni i matice |, [f]g, ale jeji
rozmeér i hodnost zustane stejnd, a proto i rozhodnuti ohledné toho, jestli je zobrazeni prosté ¢i ,na“. [

Ukézka 12.3 (Obraz a jadro linedrniho zobrazeni). Méjme linedrni zobrazeni f: R3 — P? dané matici
1 11
Blflg,=A={3 2 0],
0 1 3

kde uvazované baze R? a P? jsou

By ={(12,1)7, (0,1,1)7, (1,2,4)"},
By ={a? —22+3, v — 1, 22% +z}.

Urcete dimenzi obrazu a jadra f, a najdéte jejich béze.
Reseni: Dimenze obrazu je rovna hodnosti matice zobrazeni, tedy dim f(R3) = rank(A) = 2. Dimenzi
jadra spoc¢itame ze vzorecku dim U = dim Ker(f)+dim f(U), podle kterého dim Ker(f) = 3—rank(A) = 1.
Abychom uréili bézi obrazu, najdeme nejprve bazi sloupcového prostoru matice A; tu tvoii napiiklad
prvni dva sloupce. Tyto dva vektory predstavuji soufadnice hledané baze vzhledem k bézi B, takze staci
uz jen vyjadiit odpovidajici linearni kombinace

1(2? =22+ 3)+3(x — 1)+ 022% + ) = 2 + =z,
(2?22 4+3)+2(x —1)+1(22° +2) =32° + 2 + 1,
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a béazi obrazu tvoif vektory z?+x, 322+ 2+ 1. Zdivodnéni postupu je nasledujici: Podle zakladn{ vlastnosti
matice zobrazeni je pro kazdé = € R3

[f(x)]B2 = B, [f]Bl '[x]Bl =A- [x]Br

Tudiz soutradnice v8ech obrazu jsou ve sloupcovém prostoru matice A a naopak.

Podobné postupujeme pii hledédni baze jadra f. Nejprve najdeme bédzi jadra matice A, coz je jeden
vektor (2, —3,1)T. Tento vektor predstavuje souradnice hledaného vektoru bézi vzhledem k béazi B, tedy
odpovidajici linearni kombinace

2(1,2, )7 = 3(0,1, )T +1(1,2,4)7 = (3,3,3)7

nam davé vektor (3,3,3)7 jakozto bézi jadra f. Zdivodnéni postupu je nésledujici: Vektor z € Ker(f)
musi spliiovat f(x) = o, tedy i [f(z)]p, = 0. Podle zdkladn{ vlastnosti matice zobrazeni je

0= @), = 5,[flp, Tals = A- [al,.

Tudiz souradnice vektoru z jadra f jsou v jadru A a naopak. O

Isomorfismus

Najdéte isomorfismus mezi prostory:

(a) R4 5 R2X2,

(b) R* a P3,

(C) Rmxn a RnXm
)

(d) R® nad R a C™ nad C,
[Cv. 12.2] Rozhodnéte, zda jsou isomorfni:
(a) prostor R? a prostor {zx € R*; 21 + z9 = x3 + x4 = 0}.
prostor polynomu P a realnych posloupnosti .
b 1 a P ilnych posl [ R
[Cv. 123 Bud'te f: U — V, g: V — W isomorfismy. Dokazte, ze g o f je isomorfismus, specidlné:
a) Jsou-li f, g proste, pa o [ je prosteé.
J i f,g 5, pak ¢ j ¢
(b) Jsou-li f,g na, pak go f je na.
Dokazte, Ze isomorfismus v R" zobrazuje pfimky na primky.
[Cv. 125 Bud f: U — V isomorfismus a z1,...,x, € U. Dokaite:
(a) Jsou-li z1,...,x, linedrné nezavislé, pak i f(x1),..., f(zy,) jsou linedrné nezavislé.

(b) Jsou-li x1,...,x, generatory U, pak f(x1),..., f(zy) jsou generatory V.

(¢) Jsou-li f(x1),..., f(x,) linedrné nezavislé, pak i x1,...,x, jsou linedrné nezivislé.

Ukazte, ze pro dany vektorovy prostor V mnozina vsech isomorfismu f: V — V s operaci
skladani tvoi{ grupu.

Ukazte, Ze linedrni zobrazeni f: U — V je isomorfismus pravé tehdy, kdyz existuje linearni
zobrazeni g: V' — U takové, ze go f a f og jsou identity. Navic, g je isomorfismus a je jednoznacné.
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Linearni zobrazeni: obraz, jadro

[Cv. 12.8 Pro linedrni zobrazeni f: P3 — P* dané predpisem p(z) — x - p(x) rozhodnéte, které vektory
patii do jadra a které do obrazu:

)

a

(a) 0,
(b) 123,

(c) 22,

(d) 22— 22 +1.
[Cv. 12.9] Pro linedrni zobrazeni f: R?*2 — R2*2 dané predpisem A — A — AT rozhodnéte, které vektory

patii do jadra a které do obrazu:
(a) IQ.
(b) 0.

@ (1 1)
o (5 D)

Jak pozndme ze zadané matice A € T™*™ linedrniho zobrazeni f: U — V', Ze f je prosté resp.
,na“?

[Cv. 12771 Rozhodnéte, zda linearni zobrazeni je prosté a zda je ,na“:

f: R?*2 & R3 s predpisem f (‘ég) =(a+b+c,a+b, a)l.

: R¥*2 — R* s predpisem f (25) = (a+b+c+d, a+b+c, a+b, a)l.

: R?*% — P? s piedpisem f (¢ %) = (a4 b)z* + (c+ d)z +c.

: P2 — R* s predpisem f(az?+bz+c)=(a—b+c, b+ec, a+2c a——c)l.

: P2 — R3 s predpisem f(az? +bxr+c) = (a+b, 20 —c,a—b+c)T.

(f) f:P? = R3 s piedpisem f(az? 4+ bz +c) = (a+b, 2b —c, a — b+ 2c)7T.

[Cv.12.72] Bud A € R™*" a uvazme linearni zobrazen{ f(z) = Ax. Co piedstavuje Ker(f) a f(R")?

[Cy. 12.13] Uvazujme linedrni zobrazeni f: P2 — P3 dané predpisem f: p(z) — z - p(x). Popiste obraz
f(P?) a jadro Ker (f).

[Cv.12.141 Co je obrazem prostoru span{sin z, cos z} pfi zobrazeni s matici ({ ) vzhledem k bézim {cos z —

sinz, sinz} a {cosz + sinx, cosx}?
Bud f: R?® — R? linedrni zobrazeni zadané
f(1,0,1) = (0,1, f(0,1,1) = (-1,0)T, f(1,1,0) = (1,0)7.
(a) Uréete dim f(R3) a dim Ker (f).
(b) Najdéte bazi f(R3) a Ker (f).
Bud f: R?® — P? linedrni zobrazeni zadané
f(1,0,1) =222+ 20+ 2, £(0,1,1) =322 + 4z +1, £(1,1,0) =22 +z + 4.
(a) Uréete dim f(R3) a dim Ker (f).
(b) Najdéte bazi f(R3) a Ker (f).

[Cv. 1277 Najdéte jadro a obraz linearnich zobrazeni
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(a) f(w1,29,73) = (v1 + 29, 29 — 3, T1 + 3, 221 + 23)7

(b) f(w1,m2,23,24) = (z1 + 229 + T4, T2 — 273, 71 + 43 + 74)T

)

(Cv. 12.18] Najdéte jadro a obraz linedrnich zobrazeni
(a) f:R2*2 — P? dané predpisem f (‘é 2) =az’+b+c+d.
(b) f:R?**? — P? dané predpisem f (2Y) = (a+c)2z® + (a + c)z + (a + ¢).
Uvazujme linedrni zobrazeni F — F dané predpisem dole. Najdéte jadro a obraz
(a) flz) = f(z)+ f(-=),
(b) f(z) = f(z) — f(—=),

O linedrnim zobrazeni f: R?® — R? je znamo, ze vektory (1,2,0)” a (2,0,1)” nélezi do jadra a
F(1,1,1) = (3,6)".

(a) Zjistéte, zda je f urceno jednoznaéné.
(b) Uréete dim(f(R?)).

(c) Najdéte matici vzhledem ke kanonické bazi.
Cv. 12.21] Najdéte jadro a obraz linedrniho zobrazeni A € R™*™ s A + AT,
[Cv. 12.22] Najdéte jadro a obraz linedarniho zobrazeni P™ — P" predstavujici druhou derivaci, n > 2.

Uvazujme linedrni zobrazeni z — Dz, kde D € R™*"™ je regulérni.
(a) Co je obrazem mnoziny {z € R"; a’x = 8}, kde a € R" a § € R?

(b) Co je obrazem mnoziny {x € R"; Az = b}, kde A € R™*™ a b e R™?

(c) Co se zobrazi na mnozinu {x € R"; Az = b}?

)

(d) Jak se zméni predchozi vysledky kdyz D nebude regularni?
Cv. 12.24] Ukazte, ze pro matice A € R™*P B € RP*" plati: dim(Ker(A)NS(B)) = rank(B) —rank(AB).

Bud f: U — V linearni zobrazeni a W podprostor f(U). Dokazte, ze {x € U; f(z) € W} je
podprostor U.

[Cv.12.26] Bud' f: U — V linedrni zobrazeni. Dokazte, ze existuje W & U takovy, ze f(W) = f(U) a
W NnKer(f) = {o}.

[Cv. 12.27] Dokazte, ze linedrni zobrazeni f: U — V je

(a) prosté préve tehdy, kdyz existuje linedrni zobrazeni g: V' — U takové, ze go f =id (na U).

(b) prosté pravé tehdy, kdyz kdyz pro libovolnd linedrni zobrazeni hy,hy: W — U s vlastnosti
thl :foh2 plati h1 :hg.

(c) ,na“ prave tehdy, kdyz existuje linedrni zobrazeni g: V' — U takové, ze f o g =id (na V).

(d) ,na“ préave tehdy, kdyz pro libovolnd linedrni zobrazeni hy, ho: V' — W s vlastnosti hy o f =
h2 O f platl' hl = h2.
Dualni prostory

Pripomenime, ze je-li vy,...,v, baze V, pak dudlni baze je fi,...,f, € V*, kde fi(v;) =1 a fi(v;) =0
pro i # j.

Bud' wvy,...,v4 bdze prostoru V nad R a bud fq,..., fs dudlni baze. Najdéte dudlni bazi pro
bazi
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(a) v2,v1,v4,03,
(b) vi,2v2, 33, v,
(¢) w1+ va,v2 + v3,v3 + V4, V4,
[Cv. 12291 Bud B = {v1,...,v,} bdze prostoru V- a B* = {fi,..., f,} dudlni baze dudlniho prostoru V*.
Ukazte, ze pro kazdé v € V a f € V* je
[f]B* = (f(vl)’ s ’f(vn))T,
wlg = (f1(v), ..., fa(w).

Ukazte, ze pro bazi B* = {f1,..., fn} dudlniho prostoru V* existuje pravé jedna bize B =
{v1,...,v,} prostoru V takova, ze B* je dudlni k B.

Bud g: V — V linedrni zobrazen{ na prostoru V a definujme dudlni zobrazeni{ g* na dudlnim
prostoru V* predpisem (¢*(f))(v) = f(g(v)). Ukazte, ze g* je linedrni zobrazeni na V*.

[Cv. 12.32] Bud A matice linedrniho zobrazeni g: V' — V vzhledem k béazi B. Ukaite, ze AT je matice
dudlniho linearniho zobrazeni g* vzhledem k dualni bazi B*.

Zobecnéte cv. [2.3T] a cv. 1232 na piipad linedrniho zobrazeni g: U — V.

[Cv. 1234 Bud g: V — V linedrni zobrazeni na prostoru V. Ukazte, ze g je isomorfismus pravé tehdy, kdyz
dudlni zobrazeni ¢g* je isomorfismus na dualnim prostoru V*.
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13 Afinni podprostory, polynomy, ...

Ukéazka 13.1 (Afinnf nezdvislost). Rozhodnéte, zda vektory
zo=(1,2,3)T, 21 = (2,3, D)7, 2o = (1,3,2)T, 23 =(2,1,3)T

jsou afinné nezavislé.
Reseni: Spocitame si vektory

1 —xo=(1,1,-2)T, 20 — 20 = (0,1, =17, 25 — 29 = (1,-1,0)T.

Tyto tii vektory jsou linedrné zavislé (generuji dvou-dimenziondlni podprostor), proto jsou puvodni vek-
tory afinné zavislé (geometricky lezi v jedné roving). O

Afinni podprostory

Ukazte, ze mnozina FeSeni redlné soustavy Ax = b je afinni, a to tak, Ze je uzaviend na afinnf
kombinace.

Necht mnozina feseni Az = b je 2-dimenzionaln{ afinni podprostor. Co muzeme fict o mnoziné
feSeni Ax = b'? Najdéte piiklady ilustrujici tu kterou situaci.

[Cv. 133 Bud M =V + a afinni podprostor. Dokazte, Ze prostor V je ddn jednoznaéné.

[Cv. 134 Bud' M afinni podprostor ve V. Ukazte, ze M — M = {u—v; u,v € M} je vektorovy podprostor
ve V.

Uréete dimenzi afinniho podprostoru generovaného vektory (1,2)7, (2,1)7, (0,3)7.
Rozhodnéte, zda vektory (1,0,2)7, (2,2,1)7, (2,1,3)T, (3,3,2)7 lez{ v jedné roving.

[Cv. 13.1 Dokazre, ze vektory x1, ..., z, jsou afinné nezdvislé pravé tehdy, kdyz vektory (x1,1),..., (s, 1)
jsou linedrné nezavislé.

[CvT13.8 Dokazte:

(a) U+ a=U+ b prave tehdy, kdyz a — b € U,
(b) U+ a=V +0bpravé tehdy, kdyza—be U alU =V.

[Cv. 139 Bud S = {a,v1,...,v,} soufadny systém redlného afinniho podprostoru M = a+ V', a oznac¢me
B = {vy,...,v,}. Dokazte:

(a) Pro kazdé u,v € M je [u—v]p = [u]s — [v]s.
(b) Pro kazdé v € M a kazdé v € V je [u+ v]s = [u]s + [v] B-

Ukazte, Ze afinni podprostory U + a a U + b jsou bud’to shodné, nebo disjunktni.
Ukazte, ze prunik afinnich podprostoru je zase afinni podprostor nebo préazdnd mnozina.
Bud'te U +a, W +b rovnobézné. Ukazte, Ze pak jsou disjunktni pravé tehdy kdyz a—b & UUW.

Bud'te U + a, W + b nerovnobézné. Ukazte, Ze pak jsou ruznobézné pravé tehdy kdyz a — b €
U+W.
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[Cv. 13.14] Ukazte, ze dvé piimky a + span{u}, b + span{v} jsou mimobé&zné pravé tehdy, kdyz vektory
a — b,u,v jsou linedrné nezavislé.

[Cv. 13715 Bud f: U — V linedrni zobrazeni a U + a afinni podprostor U. Ukaite, Ze jeho obraz je afinni
podprostor V' a najdéte jeho popis.

(Analogie vét o isomorfismu vektorovych prostoru.) Ukazte, ze afinni prostory U +a, W +b maji
stejnou dimenzi pravé tehdy, kdyz existuje prosté afinni zobrazeni U + a na W + b.

Najdéte tiplny vzor pro nasledujici situace

(a) f~Y(I2) pro linedrn{ zobrazen{ f: R?*? — R?*2 zadané f(A) = 3(A+ AT),

(b) f71(11) pro linedrn{ zobrazeni f: R?*? — R?*2 zadané f(A) = A(11),

(c) f~1(1,1,—2) pro linedrni zobrazeni f: R® — R? zadané f(a,b,c) = (a — b,b —c,c —a)7,
(d) f~Y(z + 1) pro linedrni zobrazeni f: P? — P? representujici derivaci.

[Cv. 1318 Dokazte:

(a) Obraz prostoru pii afinnim zobrazen{ je afinni podprostor.
(b) Slozenim dvou afinnich zobrazeni dostaneme opét afinni zobrazeni.

(¢) Bud f: U — V linearni zobrazeni a v € V. Pak vzor vektoru v

fHw) = {u e U; f(u) =}
je afinni podprostor v U.

Uvazujme dvé afinni zobrazeni f,g v roviné, pricemz f predstavuje preklopeni podle primky
= (0,1)T 4 span{(1,0)”} a g piedstavuje pieklopeni podle piimky ¢ = {z € R?; —z1 + 2o = 1}.
(a) Najdéte maticovy predpis zobrazeni f,
(b) najdéte maticovy predpis zobrazeni g,

(¢c) z predchozich predpisi odvod'te maticovy piedpis zobrazeni f o g.
Rozhodnéte, zda M = N pro
(a) M =span{(1,2)T} + (1,1)T, N = span{(2,4)T} + (2,3)7,
(b) M= span{(l, 25 1)T? (25 1’ O)T} + (15 0’ O)T’ N = Span{(oa 3’ 2)T? (35 0’ _1)T} + (2? _1, _1)T

[Cv. 13271 Bud' U podprostor V. Ukazte, ze V se d4 vyjadrit jako disjunktni sjednoceni afinnich podprostort
urcenych posunutym podprostorem U. Dokéazete toto sjednoceni vyjadrit explicitné?

Bud U podprostor V. Na afinnich podprostorech V' zadefinujme operace s¢itdni a ndsobeni
skalarem takto:

U+4+a)+(U+b) =U+(a+b), oU+a)=U+ aa.

(a) Ukazte, ze mnozina vSech afinnich podprostoru V/U = {U + a; a € V}, uréenych posunutym
podprostorem U, tvoi{ se zvySe zminénymi operacemi vektorovy prostor.

(b) Urcete dimenzi V/U.

(c) Kdy je W/Z podprostorem V/U?

(d) Uvazujme zobrazeni f: V — V/U definované f(a) = U + a. Ukazte, Ze f je linedrni zobrazeni
a urcete jeho jadro a obraz.

(e) Bud U € W € V. Dokazte, ze (V/U)/(W/U) je isomorfni s V/W.
Je (V/U)/(V/W) je isomorfni s W/U?

(f) Bud U,W € V. Dokazte, ze U/(U N W) je isomorfni s (U + W)/W.
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Polynomy

Dokazte: je-li z korenem redlného polynomu p(x) pravé tehdy kdyz (z — z) déli p(z), tj. p(z) se
da vyjadrit p(z) = (z — 2)q(z), kde ¢(x) je polynom nizsiho stupné.

Cv. 13.24] Urcete nasobnost kofene 1 v polynomu p(x) = x + 32% — 322 — 72 4 6 a dopocitejte zbyvajici
koreny.

Najdéte kofeny nésledujicich polynomu a rozlozte polynomy na kofenové ¢initele:

(a) ot +1,

(b) a3 +38,

(c) z° + 2* — 1223 4 3222 — 362 + 20, (zde prozradime, ze 1 + i je jeho dvojndsobnym kofenem).
[Cv. 13.26] Najdéte nasledujici polynomu a rozlozte polynomy na kofenové Cinitele:

(a) z* + 1,
(b) 2+ 8.

Dokazte: p(z) je redlny polynom s kofenem z € C, pak i Z je kofenem p(x).
Ukazte, ze déleni dvou polynomu se zbytkem je jednoznacné.

Ukazte, ze polynomy p(x), ¢(x) stupnu m,n maji spoleény kofen pravé tehdy, kdyz existuji
polynomy 7(z), s(x) stupinu nanejvys n — 1, m — 1 takové, ze r(x)p(z) + s(z)g(x) = 0.
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14 Softwarové priklady

Ukézka 14.1 (Préce v Matlabu ¢i Octave). Predstavime zékladni piikazy pro praci s maticemi v prostiedi

Matlabu ¢i Octave.
Zadan{ konkrétni matice A:

>> A=[1 2 3;4 5 6]

Vypocet hodnosti matice A:

>> rank(A)
ans = 2

Vypocet redukovaného odstuprniovaného tvaru matice A:

>> rref (A)
ans =
1 0 -1
0 1 2

Zadani ndhodné matice B fadu 2 x 3 s prvky v intervalu [0, 1]:

>> B=rand(2,3)

B =
0.51809 0.42796 0.21070
0.73549 0.16448 0.82178

Zadani nahodné matice C fadu 2 x 3 s prvky v {0,1}:

>> C=round(rand(2,3))

Souéet dvou matic A + C:

>> A+C
ans =

H
w
KN

Sou¢in dvou matic ACT:

>> AxC’
ans =

Vytvoreni blokové matice (é):
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>> [A;C]
ans =

O O b -
= o= 01N
O O W

Vybér prvku asg matice A:

>> A(2,3)
ans = 6

Vybér prvnich dvou sloupct matice A do nové matice D:

>> D=A(:,1:2)
D =

1 2

4 5

Inverze matice D:

>> inv(D)
ans =
-1.66667 0.66667
1.33333 -0.33333

Reseni soustavy Dz = (%)

>> D \ [1;7]

ans =
3.0000
-1.0000

Béze jadra matice A:

>> null(A)

ans =
0.40825
-0.81650
0.40825

Cviceni

[Cv. 141 Bud A € R™" b € R™. Navrhnéte co nejefektivnéjsi zptsob vypoctu A¥b. Pro jednoduchost

méime efektivitu poctem soucinu realnych cisel.

Konkrétné, kolik operaci musime vykonat kdyz k = 1024 a n = 30007

VyzkousSejte si ruzné zpusoby numericky a porovnejte redlny vypocetni ¢as. Prvky matice A a

vektoru b volte ndhodné v intervalu |

Bud H Hilbertova matice fddu 15, tj. jeji prvky jsou H;; = %1 Déle bud b vektor vznikly

souCtem sloupcu matice H.

i+j
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(a) Numericky spocitejte feseni soustavy Hxz = b a porovnejte ho se skutecnym. K vypoctu
pouzivejte vyhradné Gaussovu—Jordanovu eliminaci, a zddnou jinou sofistikovanéjsi methodu.

(b) Alternativné, spocitejte pfiblizné feseni pomoci iteract
x:=b; A:=1-H;
fori=1:1000 do z := Ax + b;

Divod za témito iteracemi spo¢iva ve vzorci H™ 1 = Yoo A, ktery plati pro uréitou t¥idu
matic, zahrnujici i Hilbertovu.

(c) Porovnejte obé metody co do presnosti feSeni a vypocetniho casu.
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rd rd
]_5 Opakoval’ll Opakovani Opakovdni Opakovani Opakovani Opakovéni Opakovéni

V této sekci uvadime rekapitulaéni dlohy pro predeslé sekce PHISL

Karel mél na fyzikélnich praktikdch za kol mérit zavislost vysky hozeného micku na Case.
Vybral si k tomu vysokou budovu, z jejiz stfechy hodil micek (vicekrat mu to kvuli bezpecnosti
chodct nedovolili) a jeho kamarad Jenda méfil v jednotlivych ¢asovych tsecich vysku nad zemdi.
V case 0s, 1s, 2s,3s,4s mu vysla vyska 99m, 110m, 93m, 60m, a 7m. Jednou ale udélal chybu.
Objevite kdy?

Uvazujme nésledujici zpusob Sifrovéni textovych zprav. Kazdému pismenu A az Z priradime
postupné cisla 1 az 26

A—1 H— 38 O —15 V — 22
B —2 I1—9 P— 16 W — 23
C—3 J— 10 Q— 17 X =24
D—4 K—11 R — 18 Y — 25
E—5 L—12 S —19 Z — 26
F—6 M — 13 T — 20

G—7 N — 14 U — 21

Tim padem misto vstupniho textu mame posloupnost ¢isel. Nyni rozdélime posloupnost do n-tic.
Kazdé n-tice odpovidd vektoru v = (vy,...,v,)T € R™ Sifrovani probihd potom tak, Ze vek-
tor pfendsobime pfedem danou matici A € R™"*". Tedy kazda n-tice v se zaSifruje na n-tici Av.
Zagsifrovanou posloupnost ¢isel posleme a pifjemce desifruje zpravu jednoduse tak, ze rozdéli po-
sloupnost ¢fsel do n-tic a kazdou n-tici w vyndsobi matici A~! a dostane A~'w. Z tabulky pak
prelozi ¢isla zpét na znaky.

Konkrétné, desifrujte posloupnost ¢isel
15, 29, 49, 80, 9, 14, 15, 29, 30, 55, 15, 29, 38, 67, 53, 85,

za predpokladu, ze n = 2 a podarilo se vam odhalit, ze slovo ,,PIVO* se zagifruje jako 34, 59, 52,
89.

Pét piratu ulozilo nahromadény lup do trezoru Banky de Tortuga. Trojéiselné heslo si nechali
zajatym matematikem zakédovat do feSeni soustavy

11 1118
11 —-1] 6
1 2 -3 0
2 0 -1| 6
1 2 2]30

tak, aby zadni dva pirati se nemohli dostat k lupu, ale libovolnd trojice uz ano. Odvedl matematik
pozadovanou praci?

Najdete podobnou §ifru pro 6 pirata?

[Cv. 154 Mame tfindct minci a vime, Ze kazd4 mnoZina dvandcti z nich lze rozdélit na dvé Sestice tak, Ze
soucet hodnot obou ¢&sti je stejny. Ukazte, ze vSechny mince maji stejnou hodnotu. (Hint: Sestavte
vhodnou soustavu a dle cv. nahlédnéte, ze matice méd hodnost 12.)

Necht obdélnik o strandch a,b € R je rozdéleny na ¢tverce o strandch x1,...,z, € R. Dokazte,

=, % € Q pro vSechna i.

ze
ICv. 15.6] Uvazujme Sachovnici n X n ndhodné obarvenou ¢ernymi a bilymi policky. Pfipustny tah je zménit
barvu vybraného policka a jeho ¢tyf sousedi. Vymyslete postup jak pomoci sekvence tahu dospét

k bilé sachovnici nebo rozhodnout, ze to neni mozné.



Cuicent z linedrni algebry 71

[Cv. 15.71 Dokaizte, 7e soustava Az = b mé feseni pravé tehdy kdyz ATy =0, b7y = 1 nema4 fedend.

Matfyzacks knihovna obsahuje n knih a navstévuje ji n + 1 studentu. Kazdy z nich m4 pujéenu
aspon jednu knihu. Ukazte, Ze existuji dvé disjunktni mnoziny studenti, které obé maji pujceny
celkem stejny soubor knih.

[Cv. 15.9 Bud A € R™ " a definujme dvé mnoZiny matic:

C ={B € R"™"; AB = BA},
P={azA* +. . +a1A+aol,; k€N, ag,ay,...,a; € R}.

(a) Ukazte, ze C, P jsou podprostory R™*".
(b) Ukazte, ze P C C.
(c) Najdéte co nejveétsi tiidu matic z C.

Bud z1,...,z, biaze R" a bud A, B € R™ ", Ukazte, ze A = B pravé tehdy, kdyz x;frij =
ﬂ:iTij pro vsechna i, j.

Popiste véechny matice A takové, ze A 1 A~ obsahuji pouze nezdporna ¢isla.
P Yy J1 P p

[Cv. 15.12] Uvazujme blokovou soustavu (4 B8) (§) = (§)-

(a) Upravte matici do blokové odstupniovaného tvaru. Jak vypada matice representujici tuto dpravu?

(b) Jak byste nyni vypocitali feseni z,y?
Najdéte vSechna feSeni soustavy

M+...+ A, =0,
M+ +A2 =0,

T+...+ A =0.
(Hint: Vandermondova matice a uvazujte navzajem ruznd feseni nejprve.)

[Cv. 15141 Necht vektory v1,...,v, generuji prostor R”. Dokazte, ze matice Y i, v,vl je reguldrni.
Dokazte, ze hodnost matice A € T™*" se d4 ekvivalentné definovat jako:

(a) velikost nejvétsi reguldrni podmatice (podmatice vznikne odstranénim ur¢itého poctu, i nu-

lového, fadku a sloupcu).
b) nejmensi z rozméra matic B, C ze v8ech mozZznych rozkladu A = BC.
) ) Yy

[Cv. 1516l Bud A € R™*™ hodnosti r. Navrhnéte postup, jak najit B € R™*" C € R"™" takové, Ze
A = BC. Pro¢ musi mit matice B linedrné nezavislé sloupce a matice C fadky?

[Cv. 15.17

(a) Jak moc jde ,zjednodusit“ matice A € T"*™ jsou-li povoleny nejenom elementarni fadkové,
ale i sloupcové upravy?

(b) Bud'te A, B € T™*". Dokazte, ze rank(A) = rank(B) pravé tehdy, kdyz existuji reguldrni
S e Tm™*™ a Re T tak, ze A = SBR.
Hint: Ukazte, ze vlastnost A = SBR matic A, B je relace ekvivalence a zkuste najit vhodného
reprezentanta t¥id ekvivalence.

*(c) Bud A € R™" B ¢ R™*k (C ¢ R**". Ukaite, Ze maticova soustava A = BXC je fesitelna
pravé tehdy, kdyz jsou fesitelné soustavy A = BY a A = ZC (pro neznamé matice Y, 7). Hint:
Pouzijte feSeni cv.
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[Cv. 15.18] Ukazte, ze matice A € T™*™ je reguldrni pravé tehdy, kdyz rank(AB) = rank(B) pro kazdou
matici B € T™*". (A analogicky pro nasobeni zleva.)

Necht matice A € T™*"™ m4 linedrné nezavislé fadky. Ukazte, Ze existuje matice B € T"*™
takovd, ze AB = I,;, (matice B je tzv. pravou inverzi k A).

[Cv. 15.200 Ukazte, ze pro matici A € T™*" hodnosti r lze najit vektory z1,...,2, € S(4) a y1,...,y, €
R(A) tak, ze A =zy{ +...+z,9.. (Srov. cv. B.27)
Navic, vektory x1,...,x, lze volit pfimo jako vhodné sloupce A, nebo vektory y1,...,y, jako fadky

A, ale ne zédrovern.

[Cv. 15.21] Matice incidence I € R™ ™ orientovaného grafu G = (V,E) s |V| = n vrcholy a |E| = m
hranami je definovéna jako (Ig)i = 1 pokud e = (i,7) € E, (Ig)ie = —1 pokud e = (j,i) € F a
(Ig)ie = 0 jinak (i € e).
(a) Urcete hodnost Ig. (Hint: Zacnéte se stromem, pak zobecnéte na souvisly graf a nakonec
uvazujte obecny graf.)
(b) Najdéte jadro Ig.
[Cv. 15.22] Matice sousednosti Ag € R™*"™ neorientovaného grafu G = (V, E) s |V| = n vrcholy a |E| = m
hranami je definovana jako (Ag);; =1 pokud {i,j} € E a (Ag)i; = 0 jinak.
(a) Interpretujte prvky v maticich (Ag)* a (I,, + Ag)* pro pfirozené k.

(b) Uréete jak souvisi prvky matic (I,, + Ag)" ! a (Ag)" 2 + (Ag)" ! se souvislosti grafu G, tj.,
zda kazdé dva vrcholy grafu jsou spojeny posloupnosti na sebe navazujicich hran.

(c) Ukazte, ze matice sousednosti cesty liché délky je singuldrni.
[Cv. 15.23] Dokazte, ze prostor W je direktnim souc¢tem podprostoru U,V (tj., UNV ={o} aU+V =W)

pravé tehdy, kdyz kazdy vektor w € W 1ze jedinym zptusobem vyjadfit jako soucet w = u + v, kde
velUavelV.

(Cv. 15.24] Vymyslete alternativni dukaz identity dim Ker(A) + rank(A) = n pro A € T™*" s vyuzitim
RREF tvaru matice A.

Urcete pocet reguldrnich matic fadu n nad télesem T velikosti p (srov. cv. (.22]).
[Cv. 15.26] Bud' V vektorovy prostor dimenze n nad télesem Z,.

(a) Urcete pocet vektoru V.
(b) Urcete pocet bazi V.
(c) Urcete pocet isomorfismu f: V — V.

(d) Urcete pocet k-dimenziondlnich podprostoru ve V.

Cirkulant fadu n je libovolnd matice A € R™ ™ tvaru a;; = Di—i mod n, Kde po,...,pn_1 jsOu
J j
néjakd realnd c¢isla. Dokazte, ze cirkulanty fadu n tvori vektorovy prostor, najdéte jeho bazi a
dimenzi.

[Cv. 1528 Bud' V vektorovy prostor nad R a zavedme mnozinu usporddanych dvojic vektori V? :=
{(u,v); u,v € V}. Na V, déle zaved me operace

(a) Ukazte, ze V2 je vektorovy prostor nad C s operacemi

o scitani: (u1,v1) + (u2,v2) = (ug + ug, v + ve),

e ndsobeni komplexnim skaldrem a + bi € C: (a + bi) - (u,v) = (au — bv, bu + av).
(b) Uréete dimenzi V2.
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(c) Bud'te V,W vektorové prostory nad R a bud f: V — W linedrni zobrazeni. Ukazte, Ze zob-
razeni f’: V2 — W? definované predpisem f’(u,v) = (f(u), f(v)) je linedrni. Dale ukazte, Ze
Ker(f') = Ker(f)?.

(Cv. 15.291 Méjme linedrn{ zobrazeni = + (1, ;) z. Kam se zobraz{ piimka 2z — y = 57 Lze vyuzit obraz
normaly primky?
Bud v € R" dané a uvazme zobrazeni f: R” — R" s piedpisem f(z) = vz’ v.
(a)
(b)
(c)
)

(d) Najdeéte bazi B tak, aby p[f]z obsahovala co nejvice nul.

Ukazte, ze f je linearni.
Najdéte matici f vzhledem ke kanonické bézi.

Urcete jadro a obraz f.

[Cv. 15.317 Bud A € R™*" idempotentni, tj. A2 = A, bud z1,. ..,z bdze S(A) a Tp 11, ..., T, bize Ker(A).
Pro linedrni zobrazeni f(z) = Ax a bazi B = {z1,...,x,}
(a) najdéte matici f vzhledem k bazi B,
(b) dokazte, ze rank(A) = trace(A).
Bud' V vektorovy prostor a L mnozina vSech isomorfismu f: V — V. Rozhodnéte, zda L je
téleso s operaci s¢itani a skladani.
[Cv. 15331 (a) Ukazte, ze GF(2") je nad Zs vektorovy prostor.
(b) Ukazte, ze GF(2") nad Zs je isomorfni s Z% nad Zs.

Co by se stalo, kdybychom z definice vektorového prostoru vypustili podminku 1-v = v?

[Cv. 1535 Bud EA = R, kde E je reguldrni a R je RREF tvar matice A € R™*" hodnosti r. UkaZte, 7e
poslednich m — r fadki matice E tvoif bazi Ker(AT).

LU rozklad je rozklad matice A € R™*"™ na souc¢in A = LU, kde L € R™*" je dolnf trojihelnikova
matice s jednickami na diagondle a U € R™ " horni trojihelnikovd matice. Bud A; levad horni
podmatice A velikosti i (tj. vznikne z A odstranénim poslednich n — i fadku a sloupct).

Ukazte, ze LU rozklad existuje pokud matice Aq,..., A, jsou reguldrni.

Ukazte, ze regularni matice A nemuze mit LU rozklad pokud néjaké A; je singuldrni.

Ukazte, ze LU rozklad existuje préavé tehdy, kdyz matice A, ..., A, jsou regularni.

Bud A reguldrni. Ukazte, Ze existuje permuta¢ni matice P € R"™ ™ takovd, ze (PA); jsou
reguldrni pro vSechna ¢ = 1,...,n. (Hint: Matematicka indukce.)

(e) Bud A regularni. Ukazte, Ze existuje permuta¢ni matice P € R"*" takovd, ze PA ma LU
rozklad.

1 1 2
(f) Najdéte LU rozklad matice A= |2 4 3
31 2

(g) Najdéte LU rozklad matice

Q@ & & &
SO O R
o O R
_L—U O R

h) Ukazte, Ze matice A = 01 nemé LU rozklad.
2 3

(i) Dokéazete sestrojit UL rozklad (soucin horni a dolni trojihelnikové matice) matice A?
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16 Skalarni souc¢in, norma

4 )
Obecny skalarni soucin:

1. (z,x) > 0 Vz € V, a rovnost nastane pouze pro z = 0,
2. (z+y,2) =(,2) + (y,2) Vz,y,2€V,
3. (ax,y) = alz,y) Vr,y €V, Va R,

=

(z,y) = (,2) Va,yeV.

Norma indukovand skalarnim soucinem:

]l = / (2, ).

.

Ukézka 16.1 (Nestandardni skaldrni soucin). Ovéfte, ze

(z,y) = 22191 — T1Y2 — T2y1 + 272Y2
definuje redlny skaldrni sou¢in na R? a pro z = (1,2)7, y = (3,4)7 spocitejte
(a) (z,9),
(b) flll,
(c) vzdélenost = od vy,
Resend: Ovéifme axiomy z definice skaldrniho souéinu:

1. (z,x) = 2x121 — 2122 — ToT1 + 27270 = 223 — 21179 + 203 = 22 + 22 + (z1 — 22)? > 0, a rovnost
nastane pouze kdyz 1 = z9 = 0.

2. (x4 2,y) = 2(x1 +21)y1 — (21 + 21)y2 — (T2 + 22)y1 +2(22 4+ 22)y2 = (271Y1 — T1Y2 — Tay1 + 222Y2) +
(2z1y1 — z1y2 — 22y1 + 22012) = (2, y) + (2,V),

3. {ax,y) = 201y1 — ax1ys — Ay + 2aweys = a(2x1y1 — T1Y2 — Toy1 + 222y2) = alx,y),
(

4. (x,y) = 2z1y1 — T1Yy2 — T2y1 + 222Y2 = 2121 — Y122 — Yo + 2y222 = (Y, T).

Poznamenejme, ze ovéfeni prvni vlastnosti nemusi byt vzdy tak snadné jako v tomto piipadé. Obecny
postup si ukdzeme pozdéji (sekce 27]). Nyni stac¢i dosadit do predpisu skalarnfho sou¢inu a spocitat
pozadované hodnoty:

(a) (z,y) =12,
(b) llzll = v/{z,z) = V6,
(c) vzdalenost z od y je déna ||z — y|| = V8. O

Cauchyho—Schwarzova nerovnost:

Obecné: [(z,y)| < ||z] - |y]|-

Specidlné v R™: | >0 | x| < \/2?21 z? \/2?21 y2.
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Ukazka 16.2 (Cauchyho—-Schwarzova nerovnost). Dokazte, ze pro libovolna ¢isla z,y, z € R plati:

(:U+y+z><x2+y2+22
2 3 6/ 2 3 6

Resend: Nabizi se pouzit Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. Pro vektory u,v € R3 m4 tato nerovnost
tvar |(u,v)|> < (u,u)(v,v), neboli rozepsané

(u1v1 + ugvs + uzv3)® < (uf +u3 + u3)(vf + v3 + v3).

Abychom dostali pozadovanou nerovnost, nabizi se zde zase volit za vektor u konkrétné u = (%x, %y, %z)T,

z ¢ehoz pak vychdzi i volba v = (<=, 2=, 1)T. Po dosazen{ skutec¢né dostdvame pozadovanou nerovnost.

V27 V37 V6
O

Obecné norma:
1. ||z]] > 0 Va € V, a rovnost nastane pouze pro z = 0,
2. ||az| = lo| - ||z]| Yz e V,VaeR
3z +yll < llzll + llyll Va,y e V.

Ukézka 16.3 (Ekvivalence norem). Ruzné normy se nemohou lisit az tak moc, jak bychom predpokladali
— hodnoty vektort v ruznych norméach jsou uréitym zpusobem ohrani¢eny. Konkrétné, pro normy

il = D20y |l

l2ll2 = /325 27,

||xHoo = maxX;=1,...,n |$z|
prostoru R™ ukazte, ze plati nasledujici vztahy:

[2lloo < 2]l < nf|2]loo,
2lloe < llzll2 < V2o,
zll2 < llzfl < Valz]2.

Resend: Pro ilustraci ukdzeme prvni dvé nerovnosti. Nerovnost ||z|ls < ||z[1 plyne diky
|2llo0 = maxizy,__n [2il <325 il = [l
Nerovnost ||z]|; < n||z|s plyne diky

llh = 2251l < 325y maxizy, o ] < 305 [|2lleo = nl]loo- 0
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Standardni skalarni soucin
Komplexni ¢isla.
(a) Pripomente si definici komplexnich éisel, absolutni hodnotu komplexniho ¢isla a komplexni
rovinu.
(b) Piipomente si aritmetické operace. Spocitejte

3—4

(3—4i) + (1+2i), (3—4i)-(1+20), (3—4) T

(c) Pripomente si komplexné sdruzené ¢islo u ke komplexnimu ¢&islu u = a + bi. Rozhodnéte, zda
plati

=Uu, U+v=u+v, UU=UD.

Il

[Cv. 16.2] Pfipomerite si standardni skalarni sou¢in nad R a nad C, vztah skaldrniho sou¢inu a thlu mezi
vektory, a eukleidovskou normu vektoru.

Spocitejte:
{z,y),

(a)

(b) jsou z,y na sebe kolmé?
)
)

() M, lyll,
(d) vzdélenost x od vy,

pro

(a) o= (2,1,4,-1)", y = (4,-1,0,2)",
(b) = =(1,2,1,-2))T, y = (i,2i,i — 1,2)7.

Urcete tihel mezi:

(a) vektory x = (0,0,1)T a y = (1,0,-1)T.
(b) hlavni diagonalou krychle a jeji podstavou.

Najdéte viechny vektory jednotkové délky kolmé na (3, —2)7.
[Cv. 16.6] Najdéte co nejvice linedrné nezavislych vektor kolmych na vektor

(a) = =(1,2,3)7,
(b) y=(1,2,3,4)T.
Cv. 16.7 Bud
1 21
A=12 4 3
3 6 4
Najdéte nenulovy vektor v (pfip. vSechny), ktery je kolmy na

(a) vsechny fadky matice A,
(b) vSechny vektory z R(A),
(c) vsechny vektory z S(A).

Bud A € R™ " reguldrni. Ukazte, Ze pro ¢ # j je i-ty rddek matice A kolmy na j-ty sloupec
matice A~L.

[Cv. 16.9] Jaké jsou vlastnosti kolmosti jako relace? (reflexivita, symetrie, transitivita, ... )
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[Cv. 16.10] Je skaldrni soucin linedarni zobrazeni?
Vyjmenuje zakladni vlastnosti skaldarniho soucinu.

[Cv. 16.12] Uvazujme linedrni zobrazeni f: x — Ax s matici

A=

N O =
S =N
_= N O

abud z = (1,2,1)7. Najdéte vektor y € R? takovy, aby = Ly a f(x) L f(y).

Obecny skalarni soucin

Pro¢ pozadujeme ve 4. vlastnosti (x,y) = (y,z), a ne (z,y) = (y,x)?
(Cv. 16.14] Ukazte, ze:

(a) (z,y) = 27y je skaldrni soucin na R",
(b) (z,y) = 277 je skalarni soucin na C",
Y

(c) (z,y) = 2"y nenf skalarni soucin na C".
[Cv. 16.15] Rozhodnéte, zda nasledujici je skaldrni soucin v R?

(a) (x,y) = 3x1y1 + 221Y2 + T2y + 3x2Y2,
(b) (z,y) = z1y1 + T1Y2 + T2y1 + T2y,
(c) (x,y) = z1y1 + T1Y2 + T2y1 + 222Y2.

Bud D € R™ " diagonalni. Za jakych podminek je (z,y) = x’ Dy redlnym skaldrnim soucinem?
(Cv. 16.17 Zaved'te v prostoru R? skaldrni soucin tak, aby u L v pro

(a) u=(1,2)T av=(2,3)T.
() u= (527" av=(10,-4)".

Definujte redlny skaldrni souc¢in (pokud to jde) pro prostory:

(a) C™ nad télesem R.
(b) Z% nad télesem Zs.

[Cv. 16.19 Dokazte, ze nad R je x —y L x + y pravé tehdy kdyz ||z| = |ly||.
Jak je to nad C?

[Cv.16.20] Nad R dokazte obé implikace Pythagorova véty, tj. x L y pravé tehdy kdyz ||z + y||? = ||=||* +

ly[I?.
Najdéte protipiiklad nad C, kdy Pythagorova véta neplati obricené, tj. =,y nejsou kolmé a pfesto

=+l = Il + lly]1*.
Dokazte tzv. polarizacni identity:

(@) (z,y) =3 (lz[I” + |yll> = = = y*)  (nad R),
(b) (z,y) = i (||$+y||2 ||$—y\|2) (nad R),
)
)

8

(c) Re(w,y) = 5 (Ilz[P* + lyl* = e = ¢lI*)  (nad C),
(d) Im{z,y) = 5 (lz* + lyI> = o —l?)  (nad C),

Jsou-li vektory q1,...,q, € R™ ortogonélni ve standardnim skaldrnim souc¢inu, pak matice I —
y 41, q g
qqt, ..., I —q,q- navzajem komutuji. Dokazte.
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[Cv. 16.23] Bud u,v € R” a A = uv”. Najdéte nutnou a postacujici podminku pro A2 = 0.
ICv. 16.24] Pro skalarni soucin
(z,y) = 5r1y1 + Tay2 + 11a3y3 + 21Y3 + 2301
spocitejte:

(a) (z,y),

(b) jsou x,y na sebe kolmé?
) |
)

[, lyll,

pro
(a) T = (27271)7 Y= (17 17_1)7
(b) z=1(2,1,1), y = (1,0, —1).
[Cv. 16.25] Dokazte, ze pro x,y € V existuyjea € Caz e V tak,ze y=ar+za z L z.

[Cv.16.261 Bud V vektorovy prostor nad R a B néjaka jeho baze.

(a) Ukazte, ze
(@,y) = [2]5[Y] 5
definuje skalarni soucin.

(b) Najdéte explicitni vyjadfeni (z,y) pro bazi B = {(1,1)T, (1,—-1)T}.

[Cv. 16.27] Bud' V prostor dimenze n nad R a bud'te x1,..., 2, € V takové, ze (z;,z;) < 0 pro i # j.

a) Necht Y «a;z; = o pro a; € R\ {0}. Ukazte, Ze vSechna «; maji stejnd znaménka.
=1
(b) Je-li m = n + 1, pak kazda n-tice vektoru z x1, ..., x,, tvori bézi V.

(c) Ukazte, ze m < n+ 1.

Cauchyho—Schwarzova nerovnost

Dokazte, ze pro kazdé ay,as,as,as € R plati: 5a; + az + 3az + as < 6+/a? + a3 + a3 + aj.

Dokazte vztah mezi aritmetickym a kvadratickym prumérem, tj. pro kazdé aq,...,a, € R:

a f .. tan _ [a? + ...+ a2
n - n '

[Cv. 16.30] Dokazte, ze pro kazdé z,vy, 2 € R plati: zy + yz + za < 22 + 3% + 22

[Cv.16.31] Dokazte, 7e pro kazdé aj,...,a, > 0 plati: n? < (a1 + ... +an)(a]* +... +a;b).
[Cv.16.32] Dokaite, 7e pro kazdé ay,...,a, > 0 plati: a; + ... +a, < a?/as +a3/az + ... +a2/ay.
[Cv.16.33] Dokazte, Ze pro kazdé p,r, s,t € R plati:

(1 +prst)4 <(1 +p4)(1 + r4)(1 + 34)(1 + t4).
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ICv. 16.34] Dokazte, ze pro kazdé ay,...,a, € R a plati:

2

n
apz” S oar, 0<z<l1.

Dokazte |(z,y)| < 5([l]* + [ly|*).

Pfipomenme, Ze trace(A) == >, a;. Ukazte, ze plati trace(AB) = trace(BA) pro vSechny
A, BT € R™* ™ Pro¢ to neni skaldrni soucin?
V R™*" uvazujme skaldrni souéin (A, B) = trace (ATB) = >, i1 aizbij. Proved'te/dokazte:

(
(b) Zformulujete Cauchyho-Schwarzovu nerovnost.

a) Ovéite, 7ze jde o skaldrni soucin. Specidlné, ze plati trace(AT B) = trace(BT A).
)
(c) trace(A)? < ntrace(AT A),
()
)

d) trace(A?) < trace(AT A),
(e) trace(ATB) < L(trace(AT A) + trace(BT B)).

Norma
(Cv. 16.37 Pro riizné druhy norem na R? si nakreslete jednotkovou kruznici {x € R?; |z = 1}.
Ovéite, ze ||z|| = |r1 — x2| + |72| je normou na R2.
[Cv. 16.39] Porovnejte hodnoty riiznych druht norem na R?, napf#. p-normy pro p € {1,2,00}.
[Cv. 16.401 Pro¢ neni p-norma normou pro p € (0,1)? Které axiomy jsou poruseny?
Dokazte, ze vzdalenost od x k y je stejnd jako od y k x, tj. ||z — y|| = ||y — ||
Dokazte: ||ul| — |[v|| < [Ju — ]|
Bud ||| norma nad R a A € R"*" reguldrni matice. Dokazte, Ze ||x||4 = || Az| je také norma.

[Cv.16.44] Bud'te k < n pevné. Rozhodnéte, zda je normou na R™ zobrazeni, které vektoru z € R™ piiradi
soucet k nejvétsich hodnot z |z1|,...,|x,|. Co dostaneme pro k =1 a pro k = n?

[Cv. 16.45] Rozhodnéte, které prumeéry (aritmeticky, geometricky, harmonicky, kvadraticky) predstavujf
normu.

Rozhodnéte, zda pro kazdou normu na R™ resp. C"

| = [lf][l

[Cv. 16.47 Norma je monotdnni pokud pro vSechny z,y € R™ nerovnost (po slozkich) |z| < |y| implikuje
Izl < llyll-

(a) Rozhodnéte, zda p-norma je monoténni pro p € {1,2,00}.
(b) Rozhodnéte, zda je monoténni norma ||z|| == |z; — 22| + |z2| na R2.

Bud ||z|| norma na R™ a definujme tzv. dudini normu ||z|? = max|y| <1 xTy.

(a) Ukazte, ze dudlni norma je skute¢né normou.
(b) Zavedeme-li normu ||z||4 = af|z|, pak ||z||2 = o~ z]|.
(¢) Vyjédiete dudlni normu k p-normé s p € {1,2,00}.

Pozndmka. Plati (||z||P)P = ||z|| pro kazdou normu na R™ resp. C". Na nekoneénédimensionalnich
prostorech uz to neplati.
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Ukazte, ze tzv. Frobeniova norma [|A|r = /37", > 7%, a?j je normou na prostoru matic

Ran

Ukazte, Zze norma je spojité funkce.
Dokazte ||z]/oo = limy_yo0 ||Z]]p-
ICv. 16.52] Jednotkova koule obecné normy.
(a) Ukazte, ze pro kazdou normu je jednotkova koule {z € R"; ||z|| < 1} mnozina symetrickd dle
pocatku a konvexni (tj., s kazdymi dvéma body obsahuje i jejich spojnici).

(b) Bud o # x € R". Ukazte, Ze polopiimka {ax; o > 0} protne jednotkovou kruznici prave
jednou.

(c¢) Kolik stén a vrcholu mé polyedr jednotkové kruznice v 1-normé a oco-normé?
(d) Uréete jednotkovou kruznici normy ||z|| = |21 — 2| + |z2| na R2.
*(e) Bud B konvexn{ uzaviend omezend mnozina v R™ a symetrickd dle pocdtku. Nechf pocdtek

nelez{ na hranici B. Ukazte, ze B je jednotkovou kouli pro urc¢itou normu.

Pro danou normu na R" nazveme matici A € R™" isometrii pokud ||Az|| = ||z|| pro vSechna
r € R™

(a
(b

) Ukazte, ze isometrie musi byt reguldrni matici.
)
c¢) Najdéte vSechny isometrie pro 2-normu (tj., eukleidovskou normu).
J y J
)

Ukazte, ze mnozina isometrii tvoifi grupu s operaci maticovy souéin.

(d) Najdéte vsechny isometrie pro l-normu a oo-normu.
Pro normu || - || na R™ a dva vektory z,y € R™ ozna¢me
C={zeR o -2 +z -yl = [z —yl}
(a)
(b)
()
)

(d) Ukazte, ze C je konvexni mnozina.

Co representuje C pro eukleidovskou normu?
Bud z = (1,0)” a y = (0,1)”. Urcete C pro 1-normu a co-normu.

Bud =z = (1,1)T ay = (1,-1)T. Urcete C pro 1-normu a co-normu.
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17 Ortonormalni systém a Gramova—Schmidtova ortogo-

nalizace
4 )
Gramova—Schmidtova ortogonalizace vektoru x1, ..., Ty,:
1: for k:=1 ton do
k—1
2: Yk =Tk — Y _{Tk, 2)%),
j=1
1
3: Rk = Yk,
sl
4: end for
Vystup: ortonormalni béze z1, ..., z,.
<

Ukdazka 17.1 (Gramova—Schmidtova ortogonalizace). Pfi standardnim skaldrnim sou¢inu najdéte orto-
normalni bazi prostoru generovaného vektory

1= (1,0,1,007, z=(1,1,1,1)7, x3=(1,0,0,1)T.

Resend: Postupujeme piesné podle algoritmu:

Y1 = 71,
1 V2 T
21 =570 = _(1,05 1,0) ;
[y 2

2
Yo = wo — (w2, 21)21 = (1,1,1, 1) — ﬂg(l, 0,1,0)" = (0,1,0,1)7,

1 V2 T
22 = Y2 = —— 0)150,1 )
T2 = 2 0101

y3 = w3 — (r3,21)21 — (T3, 22)22

V22 V22

=(1,0,0,1)" — X=2XZ(1,0,1,0)7 — L=X=2

(?0’0?) 2 2(?0’ ?0) 2 2
1

1 T
23 = Y3 = —(1, —1, —1, 1) .
[y 2

1
(0,1,0,1)T = 5(1,—1,—1,1)T,

Vyslednd ortonormalni béze se skladd z vektoru zi, 2o, z3. ]

Projekce « do podprostoru s ortonormdalni bézi z1,..., 2, xy = Y o1 (T, %) 2.

Ukézka 17.2 (Ortogonélni projekce a vzdélenost). Najdéte projekei vektoru = = (1,2,4,5)” do podpro-
storu V' generovaného vektory

1= (1,0,1,007, zp=(1,1,1,1)7, z3=(1,0,0,1)7

a urcete vzdalenost = od V pfi standardnim skalarnim soucinu.
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Reseni: Nejprve najdeme ortonorméln{ bézi V pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. To jsme
jiz ucinili v ukédzce 7.1, a ortonorméln{ bazi jest
2 2 1
2 = gu,o, L0)", 2= §(0,1,0,1)T, 23 = 5(1,—1,—1,1)?

Nyni najdeme projekci dle vzorce

1
Ty = Z<x7 ZZ>ZZ = 5(57 77 57 7)T
i=1
Hledana vzdalenost je ||z — zy| = \\%(—37 -3,3,3)7|| =3. =

Ortonormalni a ortogonalni systémy

Bud' U podprostor V, bud z1,..., z; jeho ortonormalni béze a z1, ..., 2, jeji rozsifen{ na orto-
normalni bazi prostoru V. Bud z € V.

(a) Vyjadiete ||z||? za pouziti Pythagorovy véty.

(b) Bud 2’ projekce z na podprostor U. Vyjadiete ||z’||? a porovnejte ji s ||z|%.

Bud (-,-) skalarni soucin a (1,0,1)T, (1,2,0), (0,1,1)7 jeho ortonormélni baze. Spocitejte
hodnotu ((3,1,1)7,(2,1,6)7).

Ukazte, ze matice I, — ¢ q1 ,..., I, — quqi komutuji, pokud vektory g¢i,...,q; € R™ jsou orto-
gonalni.

Gramova—Schmidtova ortogonalizace a projekce

[Cv. 17.4] Co se stane, kdyz Gramova—Schmidtova ortogonalizace

a) dostane na vstup linedrné zavislé vektory?

b

)
)

(c) dostane na vstup ortonormélni vektory?
)

(
(b) dostane na vstup ortogondalni vektory?

(d) dostane na vstup —z; namisto x;? Jak se zmén{ vystup?
Bud @ = (1,1,0)T, @5 = (1,1,1)T:

(a) ortogonalizujte vektory xi, 2,
(b) ortogonalizujte vektory v opa¢ném poradi,

(c) najdéte projekei x = (0,1,1)7 do podprostoru U = span{zy,x2}. Jaké je vzdalenost  od U?
[Cv. 17.6] Bud

11
A=14 1
1 2

W o

1
1
4

Najdéte ortonormalni bazi R(A) a urcete projekci = = (2,2,1,5)7 do R(A).
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[Cv. I7.7 najdéte dveé rizné (nemaji spoleény vektor ani v ndsobku) ortogonalni bize R(A) pro
21 0

A=|0 1 2

2 0 -2

Nad C? ortogonalizujte (i,4,4)7, (0,i,4)T, (0,0,4)T.

[Cv. T7.9 Pro skalarni souéin (x,y) = 2x1y1 + 2oy2 + 23y3 + 24y4 zortogonalizujte (1,0,1,0)7, (1,1,1,1)7,
(0,1,1,0)T.

[Cv. 17.10] V aritmetice s omezenou presnosti na 3 ¢islice ortonormalizujte vektory:

(1,1073,107%7, (1,1073,0)T, (1,0,107%)7.

Zortonormalizujte bazi:

(a) podprostoru R?® popsaného rovnici z —y + z = 0,

(b) podprostoru R* popsaného soustavou z —y +u +v =0, 2 +u =0,
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18 Ortogonalni doplnék a projekce

Ortogonalni doplnék mnoziny vektora M C V:
Mt ={zeV; (x,y) =0Vy e M}.

Ukéazka 18.1 (Ortogonalni doplnék). Bud'te M, N dvé mmnoziny vektoru v prostoru V. Rozhodnéte
o platnosti ekvivalence:
M+ =Nt «— span(M) = span(N).

Reseni: Ekvivalence plati a pouzijeme mj. vztahu M+ = span(M)= .

»=“Tudiz span(M)*+ = M+ = N+ = span(N)*, z éehoz span(M) = (span(M)+)L = (span(N)1)+ =
span (V).

,<=* Je-li span(M) = span(N), pak M+ = span(M)* = span(N)*+ = N+ O

Ortogonélni doplnék v R™:
R(A)L = Ker(A).

Ukézka 18.2 (Ortogonélni doplnék v R™). Pii standardnim skaldrnim souc¢inu najdéte ortogondalni do-
plnék prostoru V' generovanému vektory (1,2,3)7 a (1,—1,0)7.

Regeni: Sestavime matici
. 1 2 3
—\1 -1 0/)°

Nyni V = R(A), a protoze V+ = Ker(A), staéi nalézt bazi jidra matice A, kterou tvoif napt. vektor
(1,1, -1)T. O

Matice projekce do S(A): A(ATA)~LAT.

Ukézka 18.3 (Ortogonélni projekce). Najdéte projekci vektoru z = (1,2, 4, 5)T do podprostoru V' gene-
rovaného vektory

1= (1,0,1,007, zp=(1,1,1,1)7, z3=(1,0,0,1)7,

a urcete vzdalenost x od V pfi standardnim skaldrnim soucinu.

Resend: Jsou dva zékladni postupy. Prvni jsme predvedli v ukézce I7.2], kdy jsme nasli ortonormalni
bézi V pomoci Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace, setrojili projekci vektoru = do podprostoru V a
nakonec urcili vzdalenost x od jeho projekce.

Protoze pracujeme se standardnim skaldrnim soucinem, muzeme projekci spocitat alternativné i takto:
Sestavime matici

N

Il
O = O =
— = =
_— o O =
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jejiz sloupce jsou tvoreny vektory x1,xo,x3, a projekce se spocitd dle vzorce

zy = AATA) ATy = %(5, 7,5, 7).
Poznamenejme, ze zde
3 -1 1 1
penararart[5 1
1 1 -1 3

predstavuje matici projekce jakozto linedarniho zobrazeni do podprostoru U. Takze pokud ji mame takto
explicitné vyjadrenou, tak projekce zy vektoru x se spocita jako xy = Px. O
Ukazka 18.4 (Metoda nejmensich ¢tverct a linedrni regrese). Méjme data vyvoje svétové populace:

rok | 1950 1960 1970 1980 1990 2000
populace (mld.) | 2,519 2,982 3,692 4,435 5,263 6,070

Najdéte linearni zavislost velikosti populace na ¢ase, a odhadnéte velikost populace pro rok 2009.
Resend: Chceme data prolozit co nejlépe primkou y = pz + ¢:

2,519 = p- 1950 + ¢

6,070 = p - 2000 + ¢

To odpovidé preurcené soustavé Ax = b, kde

1950 1 2.519
1960 1 2.982
| 1970 1 | 3692 (v
A=l 1|0 "7 4a | x_<q>'
1990 1 55.263
2000 1 6.070

Sestavime si soustavu normalnich rovnic (AT A)z = ATb, a jeji feseni x = (p,q)T = (0,0724, —138,84)7
je feSeni metodou nejmensich ¢tverct. Grafické zndzornéni zavislosti:

Yy
6 +
5 +
4 4+
34 y=0,0724z — 138,84
1950 1960 1970 1980 1990 2000 &
Predikci pro rok 2009 zjistime jednoduse jako 2009 - p + ¢ = 6, 6943. O
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Ortogonalni doplnék
Pro prostor V uréete V+, {o}*+ a {}*.
Bud M, N C V. Ukaite:
(a) MNM* C{o} (dokazte z definice),
(b) (M*)* = span(M),
() M CN = N+ C M, ale ne naopak,
(d) (MUN)*t =M*+nNL,
()
Najdéte podprostor U € R® takovy, ze dimU = dim U,

(M + N)t =M+-nNL

Spocitejte ortogonalni doplnék vektoru u = (1,0,0,—2)7 do prostoru V = span{v,w} =
span{(1,2,4,0)7,(0,1,2,1)7}.

Bud V & R3*3 prostor antisymetrickych matic v R3*3, tj. matic A spliaujicich A7 = —A. Pii
skalarnim soucinu ze cv. [16.36] najdéte bazi prostoru

0 1 -3\
w={[-1 0 2
3 -2 0

[Cv.I8.6 Bud A € R™ ™ takova, Ze pro kazdou matici X € R™™" trace(X) = 0, plati trace(AX) =
Ukazte, ze A = A1, pro urcité A € R. (Hint: cv. [16.30l)

Bud U podprostor V a bud'te a,b € V. Ukaite, ze afinni podprostory a + U, b+ U~ se protinaji
v jediném bodé.
Projekce

Neékolik cviceni na projekci jsme uvedli jiz v predchozi kapitole v souvislosti s Gramovou—Schmidtovou
ortogonalizaci.

ICv. 18.8 Dokazte, Zze projekce je linedrni zobrazeni.
[Cv. 18.9] Uvazujme standardni skaldrni sou¢in v R™ a piimku p = span{a}.
(a) Najdéte bod 2’ na pifmce p, ktery je nejblizsi bodu x € R™.
(b) Najdéte projekci b = (3,—2,5) na pifmku se smérnici a = (2,1,1)7.

(¢) Porovnejte velikost projekce x’ s vektorem x.

Dokazete zobecnit vysledek pro projekci do libovolného podprostoru?

(d) Sestrojte matici linedrniho zobrazeni reprezentujici preklopeni podle piimky p.
[Cv. 18101 Rozlozte:

(a) u=(3,2,6)7 nasoucet u=v+w, kde v € V = span{(1,0,0)7,(0,1,1)T} aw € V*.
(b) u=(1,2,4,6) na soucet u = v +w, kde v € V = span{(1,0,1,1)7,(1,1,0, )T} a w € V.

Uréete vzdalenost bodu a = (5,5,3,3)7 od roviny obsahujici o, b = (8,-1,1,-2)7 a ¢ =
(4,—2,2,-1)T.

Uréete vzdalenost bodu X : (6,6,4,4)7 od roviny obsahujici body A4 : (1,1,1,1)T, B: (9,1,1,-1)T,
C:(5-1,3,0)7.
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(Cv. 18.13] Urcete vzdélenost piimek

(a‘) pP= (97 _27O)T + Span{(47 _37 1)T} aq= (07 _77 2)T + Spa‘n{(_27 97 2)T}
(b) p=(-3,2,3,3)T +span{(—1,1,1,0)"} a ¢ = (6,5,7,3)" 4 span{(0,0, —1,2)7}.
(c) p=(7,5,81)T +span{(2,0,3,1)T} aq = {x € R, 21 — 4wz = —7, 2o + 223 =5, x4 = 3}.

[Cv. 18141 Bud’ P matice projekce do U € R™. Najdéte matici projekce do U~.

Bud U podprostor V a méme x € V vyjadieno jako = u + v, kde u € U a v € UL. Dokaite,
7e u je projekce x do U a v je projekce & do U™,

Cv. 1816 Bud o # a € R". Najdéte matici projekce do V = span{a}* a dokazte, Ze je singuldrni.
[Cv. 1817 Bud' S,,, prostor symetrickych a T}, prostor antisymetrickych matic v R"*™,

(a) Ukazte Si- = T,
b) Ukazte, ze projekce A € R™™ do S, je déna (A + AT).
2

[Cv. 18.18] Ukazte, ze projekce vektoru x do podprostoru U se da vyjadrit jako jednoznaény bod v pruniku
podprostoru U a afinniho podprostoru Ut + z.

Bud'te U, V podprostory prostoru W takové, ze U C V. Ukazte, ze pro projekce vektoru z € W
do podprostora U + V', U a V plati zyv = 2y + zv.
Doplnék v R"
Bud
A (1 2
S \-1 =2/
Najdéte R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrazku.
[Cv. 18.21] Najdéte ortogonalni doplnék k prostortm:

(a) V ={x € R% 21 + x2 + 2x3 = 0}.
(b) U =span{(1,0,1,1)T,(1,1,1,0)7}.

Cv. 18.22] Bud v € R” takovy, Ze v; # 0 pro véechna i. Ukazte, ze {v}* obsahuje vektory ze viech ortantii
kromé téch obsahujich v a —wv.

Bud A € R™*" a uvazujme dvé zobrazeni f: x — Ax, g: y — ATy. Ukazte, Ze pro libovolny
podprostor U € R™ plati f(U) CU = g(Ut) C UL

Cv. 18241 Bud A € R™*" B € RF*" Ukaite, ze pokud pro kazdé z € R” plati Az =0 = Bz =0, tak
potom B = C'A pro néjaké C' € RF*m™,
Projekce v R"
Najdéte matici projekce

(8) do U = span{(2,1,1)7},
(b) do roviny souradnych os z1,x2 v prostoru R™.
(c) do U =span{(0,1,1)T,(1,0,-1)T,(0,0,1)T}.

Bud P matice projekce.

(a) Do jakého prostoru U a jaké dimenze projektuje?
(b) Bud' P matice projekce. Dokazte: S(A) = {x; Pz = x}.
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(c) Dokazte: z € U+ < Pz =o.

Bud'te sloupce matice A € R™*" ortonormalni. Vyjadiete matici projekce do S(A) a ukazte,
p

vvvvvv

projekce do podprostoru s ortonorméalni bazi.
Urcete vzddlenost ¢ € R™ od

(a) podprostoru a’z =0, kde 0 # a € R™.
(b) podprostoru a’z = b, kde 0 #a € R" a b € R.

Urcete projekci bodu z € R™ na pfimku p = b + span{a}.
ICv. 18.301 Urcete vzdélenost:

(a) bodu x € R" od pfimky p = span{a}, a # o.
(b) pocatku od pifmky p = b+ span{a}, a # o, v prostoru R2.
(¢) bodu z € R" od piimky p = b+ span{a}, a # o.

Bud P matice projekce do podprostoru V' @ R". Vyjadiete vyznam zobrazeni daného matic{
H = I, — 2P. Dokazte algebraicky a vyznamové pro¢ H? = I,,.

Bud P matice projekce. Dokazte rank(P) = trace(P).

[Cv. 1833 Bud'te P, Q matice projekce v R™. Dokazte S(P) = S(Q) pravé tehdy, kdyz PQ = Pa QP = Q.
Pokud plati jedna z téchto podminek, musi P = Q7

Bud P matice projekce do U € R"™ a @ matice projekce do V € U™.

(a) Ukazte, ze PQ = 0.
(b) Ukazte, ze P + @ je matice projekce do U + V.

[Cv. 1835 Bud P matice projekce do U @ R™ a ) matice projekce do V' @ R™. Dokazte P + @ je matice
projekce do U + V pravé tehdy, kdyz PQ = QP = 0.

[Cv. 1836l Bud A = RC, kde A € R™*", R € R™*" (C € R"™", a vSechny matice maji hodnost r. Ukazte,
ze RTACT je regularni.

[Cyv. 1837 Ukazte, Ze matice spliujici P = PT P je matici projekce.
Odvod'te analogii vztahu R(AT A) = R(A) pro sloupcové prostory matice A € R™*",
Vime, ze pro matici A € R™*" hodnosti n je AT A reguldrni. Zobecnéte tvrzeni pro komplexni
matice.
Metoda nejmensich ¢tverct

[Cv. 18.401 Metodou nejmensich ¢tvercu spocitejte priblizné feSeni soustav

(a) Az =b,kde A=(1,2,1,2)T ab=(5,5,5,5)7T,
(b) Az =b,kde A= (1,...,1)T se sklad4 ze sloupce jednicek a b € R™,
2 —1 411
© | 1 1 -1]1
-1 -1 1|1

[Cy.I8.41] Jaké je feseni soustavy Az = b metodou nejmensich rovnic, pokud b € S(A)+?
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[Cv. 18.42] Vyjadriete feSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich rovnic, pokud sloupce matice A jsou
ortonormalni.

Ukazte, Ze feseni metodou nejmensich rovnic, tj. jako FeSeni normalnich rovnic AT Az = AT'b, je

g (s S I A b
stejné jako druhd ¢ast vektoru feseni soustavy < T ) <y> = < >
At 0) \x 0
[Cv. 18.44] Hookuv zdkon vyjadiuje linearni imérnost pruzné deformace materidlu na pouzité sile. Ndsledujici
tabulka obsahuje hodnoty prutahu pruziny (v palcich) v zavislosti na sile/hmotnosti (v libréch).
Odhadnéte koeficient imérnosti.

sila | 5 7 8 10 12
pritah | 11.1 154 175 22 26.3

Rakovinné buiky se mnoz{ exponencialné rychle v ¢ase. Uréete konkrétni vztah ve tvaru y = a eb?
pti nésledujicich datech.

t (Cas) |1 2 3 4 5
y (pocet bunék) [ 16 27 45 74 122

[Cv. 18.46] Urcete nejlepsi aproximaci (metodou nejmensich ¢tvercu) funkce e® na intervalu [—1, 1] pomoci
linearni funkce y = ax + b.

[Cv. 18.47] Uvazujme soustavu rovnic Az = b, kde A € R™*™ ma hodnost m. Existuje tedy vzdy aspon
jedno teSeni. Najdéte to feSeni, které je v eukleidovské normé nejblize pocatku.
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19 Ortogonalni matice

Q € R™ " ortogonalni: QTQ = I,,.
Q@ € C™*"™ unitarnf: @TQ =1,.

Ukdzka 19.1 (Unitarni matice). Ovérte, ze matice @ je ortogonélni a U je unitarni,

x/§<—1 1>, x/7<1+22‘ 1—2’>.

Q=511 1 U=—\14i 2i-1

Resent: Jednoduse ovérime z definice
T V2(-1 -1\V2(-1 1)\ _ (1 0\_
QQ—2<1 —1>2 1 1) lo 1) T
UTU:ﬂ<1—21 1—z>ﬂ<1+2z 1—z>:<1 0>:IQ‘ .

7T \1+7 —-20—-1) 7 \1+:¢ 2-—-1 01

Ukézka 19.2 (Householderova matice). Ukazte, ze Householderova matice je symetrickd.
Reseni: Householderova matice je tvaru H(u) = I, — ﬁuuT, u # o. Ovérime

T
2 2 2
H(u)" = (In - —uTu““T> = I = g ) = I = g = Hw),

tudiz je H(u) symetrickd. O

Nechf P,Q € R™ jsou ortogondlni. Je P + @ ortogondlni?

G = cosa —sina
sina  cos«

Dokazte, ze

je ortogonalni.
Najdéte matici otoéeni v R? kolem osy « o thel av = 45° proti sméru hodinovych rucicek.

Bud p € S,, permutace a P € R™*" odpovidajici permuta¢ni matice, tj. P;; = 1 pokud p(i) = j
a nula jinak (srov. cv. [6.21).

a) Dokazte, ze P je ortogonalni matice.
J g
(b) Dokazte, ze PT odpovida permutaci p~!.

(c) Dokazte, ze PQ odpovidd permutaci q o p, jestlize @) je matice permutace q.
Bud H(u) = I,, — #-uu’, u # o, Houscholderova matice.

(a) Sestrojte H(u) pro u = (1,1,0)7 a pro u = (1,1,1)7.
(b) Najdéte vsechny Householderovy matice fadu 1.

) Dokazte, ze H(u) je ortogonalni.

)

(c

(d) Ukazte, ze —I,, neni Householderova matice pro n > 2.
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(e) Rozhodnéte, zda I,, je Householderovou matici.

(f) Najdéte vsechny diagonédlni Householderovy matice.

y I, O
(g) Rozhodnéte, zda (0 H(u)

> je také Householderova matice.

(h) Jsou-li A, B Householderovy matice, rozhodnéte, zda i (61 g) je Householderova matice.

Necht P € R™*™ () € R™ " jsou ortogonalni. Je blokova matice <]OD g

Ortogondln{ matice @ obsahuje pouze prvky £3. Jaky je rozmér matice Q7

> ortogondlni?

Najdéte vsechny diagondlni ortogonalni matice fadu n. Kolik jich je?

Najdéte vSechny horn{ trojihelnikové ortogonalni matice fddu n. Kolik jich je?
Najdéte vSechny diagonalni unitdrni matice fddu n. Kolik jich je?
Najdéte vSechny ortogondlni matice fadu 1 a 2.
Které z matic elementdrnich dprav jsou ortogonalni?

[Cv. 19.13] Pro které a,b € R je matice A ortogonélni?
a+b b—a
A= .
(a -b a+ b)
Co predstavuje za itvar mnozina vsech vyslednych dvojic (a,b)?

[Cv. 19.14] Rozhodnéte, zda matice je ortogonalni:

cos(z)  sin(z)cos(y) sin(x)sin(y)
—sin(z) cos(z)cos(y) cos(z)sin(y)
0 —sin(y) cos(y)

[Cv. 19.15] Rozhodnéte, zda matice je unitarni:

14i 14
V3 V6

Bud A € R™*". Ukazte, ze matice A je ortogondln{ pravé tehdy, kdyz ||Az| = ||z|| pro vSechna
x € R" (pri eukleidovské normé).

[Cv. 19.07 Necht (ne nutné ¢tvercovd) matice A € R™*™ m4 ortonorméln{ sloupce. Ukazte, ze ||Az|| = ||z||
pro vSechna z € R™ (pfi eukleidovské norme).

[Cv. 19.18 Norma je ortogonélné invariantni pokud ||z|| = ||Qz|| pro kazdé x € R™ a kazdou ortogonaln{
matici Q € R™*". Ukazte, ze eukleidovskd norma je jedind ortogondlné invariantni norma spliiujici
lealf = 1.

Bud A € R"*" ortogondlni. Ukazte, ze matice B € R™*"™ s prvky b;; = a?j je dvojité stochasticka
(viz cv. B29).

Ukazte, ze mnozina ortogonalnich matic v R™*"™ je kompaktni.

[Cv.19.21] Cayleyho transformace C: R"*" — R™ " je definovana takto C(A) = (I — A)(I + A)~!. Ukaite:
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(a) Je-li A antisymetricka (tj. AT = —A), pak C(A) je ortogonalni.
(b) Je-li A ortogonélni a A + I reguldrni, pak C(A) je antisymetricka.

[Cv. 19.22] Bud A € R™" a bud’ z1, ..., 2, ortonormaln{ béze R". Ukazte, ze trace(4) = > | (Az;, z;) pii
standardnim skaldrnim souc¢inu (Hint: lze vyuzit cv. [4.34)).

[Cv.19.23 Rikdme, Ze zobrazen{i f je unitdrnd, pokud (f(x), f(y)) = (x,%) pro viechna z,y (tj., zachovava
skaldrni souc¢in). Ukazte, ze

(a) zobrazeni f: V — R"™ definované f(v) = [v]p, kde B je ortonormélni baze, je unitarni.
(b
(

) slozeni dvou unitdrnich zobrazeni je unitarni zobrazen,
(c) inverze k unitdrnimu isomorfismu je unitdrni isomorfismus,

d
(e

mnozina v8ech unitdrnich isomorfismt na prostoru tvoii grupu,

dva koneéné generované redlné (resp. komplexni) prostory se skaldrnim souc¢inem maji stejnou
dimenzi pravé tehdy, kdyz mezi nimi existuje unitarni isomorfismus,

(f) jsou-lizy,...,xn ayi,...,yn dvé baze takové, ze (x;, ;) = (v, y;) pro véechna i, j, pak existuje
unitdrni zobrazeni f takové, ze f(x;) = y; pro vSechna i.
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20 Determinant

det (A) = Y sgn(p) [ [ aipe)-
=1

PESH

Ukéazka 20.1 (Vypocet deteminantu z definice). Matice fadu 2:

a1l a12
a21  G22

= a11G22 — A21G12-

Matice radu 3:

all a2 ais
a1 A2 G23| = (11022033 + 421032013 + A31G12023 — A31A22013 — 4110432023 — (21G12033.
a3l asz2 ass3

Pro vypocet determinantu matice fadu 3 (pouze!) lze pouzit mnemotechnickou pomucku, tzv. Sarrusovo
pravidlo. Pokud si matici zvétsime zkopirovanim prvnich dvou fadku pod puvodni matici, pak tii kladné
¢leny v permutac¢nim rozvoji odpovidaji sou¢inu tif diagondl

a1 a2 a3 ail  aiz2 a3 aip a2 Qi3
az1 az2 a3 a1 G2 a23 az; G2 a3
aszr  azz2 assg |, asy aga2 ass |, ag1 azz2 ags |,
kan a12 (113) kan a12 313) kan ai2 a13)
az1 G2 Qg3 ag1 G2 @23 a1 a2 Aagzg

a tfi zaporné ¢leny v permutacnim rozvoji odpovidaji souc¢inu tii Sikmych diagonal, dle obréazku:

ail a2 ais ail  alz2 a3 ai; a2 Qs

ag1 Q22 a3 az1 G2z Q23 a1 agzz G23

az1 as2 ass |, aszy agz2 assz |, aszr asz2 assg | . O
kau a2 a3 ) kau a2 a3 ) kau aiz a13)

a1 a2 Q23 az1 a2 a3 a1 A a3

Ukdézka 20.2 (Vypocet deteminantu pomoci elementédrnich iprav). Determinant matice muzeme spocitat
pomoci Gaussovy eliminace s tim, ze si uvédomime jak jednotlivé elementarni vipravy ovliviuji vysledny
determinant

(a) vynéasobeni fadku ¢islem « zvétsi determinant a-krét,

(b) prohozeni dvou fadku méni znaménko determinantu,

(c) pricteni nasobku fadku k jinému fadku determinant neméni.

Konkrétné, spocitejte determinant

O N = =
N O NN
Ut =
Ut W

3 -4
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Regent:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 1 3,00 -2 -1_ 01 -1 =3 _ |01 -1 =3
2 5 5 5 01 -1 =3~ |00 —2 =1 0 0 —2 —1
0 2 -3 —4 0 2 -3 —4 0 2 -3 —4 00 -1 2
1 2 3 4 1 2 3 4
01 -1 -3 01 -1 -3
=2 00 1 05 2 0 0 1 05 g =
00 -1 2 00 0 25

Laplaceuv rozvoj: det(A) = Z(—l)”jazj det(AY).
j=1

Ukézka 20.3 (Laplaceuv rozvoj determinantu). Laplaceuv rozvoj davé rekurentni predpis pro pociténi
determinantu. Rozvoj podle i-tého radku jest

det(A) = Zn:(—l)iﬂaij det(AY).
j=1

Zde, det(AY) je determinant matice A bez i-tého fadku a j-tého sloupce. Determinanty téchto mensich
matic spoéitdme opét rozvojem, nebo pfimo, nebo elementarnimi ipravami, zalezi na nas.
Konkrétné, spocitejte determinant Laplaceovym rozvojem podle posledniho radku

12 3 4
12 1 2
2 5 5 5
0 2 —4 —4
Resent:
1 ; :1)’ ;l 2 3 4 1 3 4
=(-D)*"1.0-12 1 2[4+ (-D*.2.1 1 2
25 5 5 55 5 2 55
0 2 —4 —4
1 2 4 123
(=D (—) 12 2+ ()M (—4) -1 2 1
2 55 55
=0+2-4+4-2-4-2=38 O

Ukdzka 20.4 (Cramerovo pravidlo). Cramerovo pravidlo dava explicitni vzoreéek na vypocet feSeni
soustav linedrnich rovnic Az = b s reguldrni matici. Slozka x; feSeni x se vyjadii jako

~ det(A+ (b— As)el)
Y det(A) ’

1=1,...,n.

Konkrétné, Cramerovym pravidlem feSte soustavu rovnic

DN = =
Tt DN DN
Ot = W
S —
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Regent:
1 2 3 1 1 3 1 2 1
3 21 1 3 1 1 2 3
4 5 5 4 2 4 5 2 2 5 4 —2
r1 = :—:2, Tro = :—:1, Tr3 = =—=-1 O
1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 3 2
1 21 1 21 1 21
2 5 5 2 5 5 2 5 5
............................................ CVICeNI ...

Determinant — definice a elementarni tipravy
Spocitejte determinanty:

(a) det(—1,),

0o ... 0 1
o0
(b) ]
0o .- . :
1 0 ... O
1 2 -1 11 2 3112 4 1] |3 1 4
(¢) |0 1 2|,14 5 6,3 2 4,1 5 9|,
1 2 1 7 8 9 12 3 2/ 12 6 5
1 2 21 1 2 =2 1 1 0 0 011 2 3 4
(d)2513—1—10—122232343
0 3 0 270 1 2 10713 0 3 3”13 4 3 2
1 0 3 0 2 -1 -1 1 4 1 3 214 3 2 1
ailp a2 a3 G14 Q15 2 3
as 0 0 0 ass 1 a a a2
a 1 a a
(e) asy 0 0 0 ass |, 2 s
0 0 0 a a a 1 a
a4 45 a® a2 a 1
as1 G52 Aas3 Gs4 As5
(£) 52147 64492
52146 64491|’
(g) det(—4),
0 a O
M) [0 0 b
c 00

Pro jaké a je matice regularni? Reste nad R, Zy, Zs.
a -1 -1

a—1 1 1
a+1 1 0

Bud A € R™*™, B € R"™". Dokaite det (4 %) = det(A) det(B).

Bud 4 € R™™, B € R™" C € R™*". Dokazte det (4 §) = det(A) det(B).
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Cv. 205 Bud' A, B,C, D € R™*". Dokaite ¢i vyvratte det (& B) = det(A) det(D) — det(B) det(C).

Matice A € R™ " je antisymetrickd pokud AT = —A. Dokaite, ze pro liché n je antisymetrickd
matice singularni.

[Cv. 20.7] Jak se zméni determinant matice A € R™*", kdyz jeho fadky zpermutujeme podle permutace
p € Sy, tj. fadek ¢ se piesune na misto p(i)?

Bud A € C"*". Dokazte det(A) = det(A).

Vime, ze ¢isla 697, 476, 969 jsou délitelnd ¢islem 17. Dokazte bez vypoctu determinantu, ze 17

6 9 7
je délitelny také determinant |4 7 6.
9 6 9

[Cv.20.100 Ukazte, ze determinant matice fddu n s prvky +1 je délitelny ¢islem 271,

[Cv. 20.11] Bez vypoétu determinantu uréete koeficient u 2 a z3 ve vysledném determinantu

rx 2 1 «x

1 =z 1 3

3 3 z x|

1 1 2 =z

[Cv. 20.12] Bez vypoctu determinantti dokazte

1 a bc 1 a a?
1 b cal=11 b b
1 ab 1 ¢ 2

Bud ¢ # 0. Jak se zméni determinant matice A € R™*™ pokud kazdé a;; vyndsobime ¢islem
¢,

[Cv. 20.14] Ukazte, ze matice fadu 3 slozend pouze z prvku +1 mé nejvétsi determinant roven 4.

Bud A € R***, Kolik (minimalné) nul a na jakych pozicich matice A zajisti, aby determinant
byl zaruc¢ené nulovy?

[Cv.20.76] Bud A € R™™". Kolik maximalné nul muZe matice obsahovat, aby v permuta¢nim rozvoji byly
aspon dva ¢leny nenulové?

ICv. 20.17] Ukazte, ze pro redlnou matici fddu n > 3 nemohou byt v permutaénim rozvoji vSechny cleny
kladné.

Urcete soucet determinantu vSech matic fadu 3 obsahujici prvky 1,2, ...,9, a kazdy z nich prave
jednou.

[Cv.20.19] Bud S mnozina vsech matic ifddu n obsahujicich pouze prvky 0 a 1. Ukazte, Ze prumérny
determinant matice z S je roven 0.

1Cv. 20.201 Najdéte matici fadu 3 obsahujici prvky 1,2,...,9, a kazdy z nich préavé jednou, tak, aby méla
maximalni mozny determinant. (zdroj: American Mathematical Monthly)

Bud A € R™ ™ a ozna¢me jako A; levou horni podmatici A velikosti ¢ (tj. vznikne z A od-

stranénim poslednich n — i fddku a sloupcu). Jsou-li matice A; regularni, pak vime ze cv. [[5.36] Ze

matice A jde upravit na odstupniovany tvar A’ bez vymeény radku. Ukazte, ze pivoty ay,...,al,, to-

rrnn
hoto REF tvaru jdou vyjadrit jako al, = det(A;)

= JottAr ) i=1,...,n, pficemz dodefinujeme det(A4p) = 1.



98 Determinant

Multiplikativnost determinantu
Rozhodnéte, zda plati det(AB) = det(BA).
Zjednoduste vypocet det(SAS™!) pro A4, S € T"*".
Vime A € R3*3 a det(A) = 2. Spocitejte det(2472AT).
Jaky je determinant ortogondlni matice?
Najdéte A € R3*3 takovou, aby A% = —I3.
Bud A €e R™*™ B, CT ¢ R™*" a D € R™". Dokazte:

(a) Je-li Aresp. D reguldrni, pak det (& B) = det(A) det(D—CA™'B) = det(D) det(A—BD~'C).
(b) Je-li A reguldrni, m =n, a AC = CA, pak det (& B) = det(AD — CB).

Laplacetiv rozvoj

Spoéitejte

— o o —
DN W N
O = O W
W Ut Ut
& o o —
U W N
Ut O =~ W
=R =

[Cv. 20.29] Spocitejte determinant matice fadu n (na prazdnych pozicich jsou nuly):

a ... Q; ... Qpj.

[Cv. 20.30] O kolik se zvétsi determinant matice A = (3‘ a’ >, pokud prvek a zvétsime o 17
[Cv. 20.31] Vektorovy souéin vektort z,y € R? je definovan jako
o I3 Tr1 I3 Tr1 T2

A
T XY= .
Y ( Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2 >

S pouzitim determinantu urc¢ité matice fadu 3 dokazte, ze x X y je kolmé na oba vektory x,y.

s 9

Determinant nad télesy

ICv. 20.32] Nad télesem Zs spocitejte determinanty

1 2 3 4 -1 2 3 4
; ; g 0 2 0 1 1 -2 3 4
3 9 1 21 4 1) 1 2 =3 4]
0 3 2 3 1 2 3 —4
[Cv. 20.33] Nad télesem C spocitejte determinanty matic
i 1 0 2 1 ¢ 2 4
1 4 4 1 i 2 1 2
A= 2 1 1 0" B= 2 1 ¢ 2
2t 0 4 1 2t i 4 i
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Cramerovo pravidlo

[Cv. 20.34]1 Pomoci Cramerova pravidla feste soustavy rovnic

12 3|1 -1 2 3|1
(@ (4 5 6[1], ® [ 1 -2 3|2
78 0|1 1 2 —-3|3

Muzeme néco Fici o existenci reSeni kdyz det(A) = 07

[Cv. 20.36] Reste soustavu s parametry a, b, c # 0

a b 0fc
0 ¢c al|b
c 0 bla

Geometricky vyznam determinantu
Urcete objem ¢tyfsténu urcéeného body A : [1,1,0], B :[4,2,2], C:[3,4,4] a D : [3,2,2].

[Cv. 20.38] Urcete objem elipsiodu, ktery vznikne obrazem jednotkové koule pii zobrazeni x — Az, kde
2 3 2
A=1|5 2 1
4 3 1

[Cv. 20.39] Urcete objem elipsoidu vzniknuvsiho obrazem jednotkové koule pii linedrnim zobrazeni defino-
vaném

£(1,3,1) = (3,1,0), £(1,0,3) =(1,0,2), f(1,1,1) = (4,1,5).

ICv. 20.40l Determinanty v geometrii.

(a) Bez rozepisovani determinantu ukazte, ze piimka v roviné prochazejici body (x1,v1), (z2,y2)

ma popis
z y 1
r1 Y1 1| =0.
Ty y2 1

Konkrétné, najdéte piimku prochézejici body (0,1), (—2,3).
(b) Bez rozepisovani determinantu ukazte, ze kruznice v roviné prochazejici body (z1,y1), (2,v2),
(3, y3) md popis

ﬂ:2+y2 r Yy
Y T on

3+ y3 T2 Y

3+y3 3 Y3

—_ =

Konkrétné, najdéte kruznici prochdzejici body (0,1), (2,3), (2,—1).
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(c) Bez rozepisovani determinantu ukazte, Ze rovina v prostoru prochdzejici body (z1,y1,21),
(anyQ,ZQ)’ ($3ay3,33) ma pOpiS

r y =z 1
vyt oz 1) 0
T2 Yo 2z 1
r3 y3 23 1

Konkrétné, najdéte rovinu prochézejici body (0,1,2), (1,—1,-2), (3,1,0).
[Cv.20.41] Ukaite, ze plocha trojihelniku s vrcholy (z1,y1), (z2,v2), (¥3,y3) € R? je rovna |d|/2, kde

rp yr 1
d= T2 Y2 1].
3 y3 1

(Hint: Vnotte trojuhelnik do 3-dimenziondlniho prostoru.)

(Cv.20.42] Bud'te (x1,%1), (72,%2), (x3,3) € R? nekolinedrni body lezici na kruznici po sméru hodinovych
rucicek. Pro libovolné b € R? oznaéme

b%—}—b% by by 1
d— ﬂﬁi—i‘yi 1y 1

x5 +y; w2 Y2 1

3+y; w3 yz 1

Ukazte, ze d > 0 pokud b lezi uvniti kruznice, d = 0 pokud b lezi na kruznici, a d < 0 pokud b lezi
vné kruznice.

[Cv.20.43] Odvod'te zédkladni vlastnosti determinantu na zdkladé jeho geometrické interpretace. To jest,
vime-li, Ze zobrazeni x — Az méni objem s koeficientem det(A) (az na znaménko), ukazte hlavni
myslenku pro

(

)

(b) charakterizaci regularity,
)
)

o

multiplikativitu,

(c
(d

radkovou linearitu,

interpretaci definice.

[Cv. 20.44] (Hadamardova nerovnost) Ozna¢me jako d; := || A, i = 1,...,n, délky vektoru v rédcich
matice A € R"*". Z geometrického ndhledu urcete nejvétsi hodnotu det(A).

Determinant velkych matic

[Cv. 20.45] Spocitejte determinant

2 1 1
1 :
S
1 1 2
Spocitejte determinant
1 -1 0 0
1 1 -1
Dn=1lo 1 1 0
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[Cv. 20.47] Spocitejte determinant

T 0 0
r Y
ol -
0O ... 0 T Yy
y 0 0 =z
Vyteste v proménné x € R
1 1 1 ap air a2 Qn
x oz
(a) 1 =0, (b) al =0
1 : an,
1 1 T 1 ap ail an—-1 T
[Cv. 20.49] Spocitejte determinanty
1 0 0 b
R b
- aT c - 0 )
o ... 0 1 b,
al a9 Qp, C
a b
142191 ... 142198
B_ . . o a b
- . . ) 277, - b a
14+zpy1 -.. 1+ 2xpyn
b a
[Cv. 20.501 Spocitejte determinanty
1 2 3 n 1 2 2 2
2 3 n n 2 2 2 2
A=13 nn n, B=1{2 23 2|
n n 2 2 2 n
1 2 3 4 n
L n n -1 0 3 4 n
-1 -2 0 4 n
c=1" . D=
n
n n n
-1 -2 -3 0
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[Cv. 20.51] Dokazte pro a # b

a+b ab 0 ... 0
1 an+1_bn+1
0 0 | = a—b
: . .. .. ab
0 ... 0 1 a+b
[Cv. 20.52] Oznaéme
aq 1 0 0
-1
D(al, "an) =10 0
o
0 0 -1 ap
Dokazte, ze
D(ah Qn 1
=a; +
D(az,....an) " 1
az +
N 1
a
s 1
(279}

Radkova linearita determinantu

Cv. 20.53] Ukazte, ze det(A+B) = > cp det(C), kde D je mnozina viech matic C' takovych, Ze pro kazdé i
je Cz* = Al* nebo CZ* = Bl*

[Cv. 20.54] Spocitejte determinanty

o1 l4+a a ... an
1 e g ap l+ay ... ap
A: . .2 . . ) B: . )
1 1. M a ag ... l+a,
a b b ar b b
C:b a D= b as
b : b
b b a b b an,

[Cv.20.55] Bud' A € R™" hodnosti 1. Ukazte, ze det(A + I,,) = trace(A) + 1.
ICv. 20.56]

(a) Bud a,b € R". Spocitejte det (I, — ab’).

(b) Bud a,b € R a A € R™™ reguldrni. Spocitejte det(A — ab?).

[Cv. 20.57] Ukazte, ze pro kazdou matici A € R™*" existuje diagonalni matice D s prvky +1 na diagonéle
a takova, ze A+ D je reguldrni. (Hint: Matematickd indukce a fddkova linearita.)
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21 Adjungovana matice

Definice: adj(A);; = (—1)""7 det(A7).
Véta: Aadj(A) = det(A)I,

Ukézka 21.1 (Adjungovand matice). Najdéte adjungovanou matici k
1 2 3
A=1|1 2 1
2 5 5

Resend: Podle definice adjungované matice poéitdme postupné

2 3

adj(A)z = (—1)'? 55

=5 ..

Nakonec dostaneme

A jako dusledek mame rovnéz

Spoéitejte adjungovanou matici k zadanym

1 0 2
(a)A:@ i) =11 20
011
a 1 1 a b
(by C=1(0 a 1), D= 1 ¢,
0 0 a 001

(c) zrcadlové preklopend jednotkova matice,

(d) permuta¢ni matice P definovana: P;; = 1 pokud p(i) = j a nula jinak, kde p € S, je dana
permutace.

Vyjédiete adj (29).

[Cv. 213 Vyjadiete (2 b)

Spocitejte adj(Iy,).

Spocitejte adj(diag (dy, ..., dy)).
Urcete det(adj(A)).



104 Adjungovand matice

[Cv.21.7 Bud'te A, B € R™*" reguldrni. Doplitte rovnost: adj(AB) = ....
Jak to bude pro A singuldrni?

[Cv. 21.8 Bud'te 4, B € R™*". Rozhodnéte, zda plati adj (5 ) = <adj0(A) adjO(B) )
Jak vypada adjungovana matice k horni trojuhelnikové?
Bud A € R™" antisymetricka, tj. A = —AT. Jaka je adj(A)?
Rozhodnéte, zda plati adj(A~1) = adj(A)~L.
Bud' A reguldrni a AB = BA. Ukazte, ze adj(A)B = Badj(A).

[Cv. 21.13] Pro libovolné n najdéte matici A € R™*™ takovou, aby adj(A4) méla jediny nenulovy prvek na
pozici 1, j.

Najdéte co nejvice matic A € R™*™ splaujicich A = adj(A).

[Cv. 21.15] Necht matice

a b 0
A=1c 0 d
0 e f

m4 determinant 1. Urcete A~L.

Bude inverzni matice k polynomidlni matici
1z 2
A=10 2 0
0 2z 3

[\)

zase polynomidlni matice? A jak bude vypadat?

Bud A € Z™*". Ukazte, Ze A mé celociselnou inverzi pravé tehdy, kdyz jde upravit na jednotko-
vou matici pouze s vyuzitim elementarni ipravy vynasobeni fadku —1 a pfi¢teni fddku k jinému.

Cv. 2118 Bud a,b € Z". Dokaite, ze (I, — 2ab”)~! je celociselnd pravé tehdy, kdyz a’b je nula nebo
jedna.

Cv. 21191 Bud a,b € R". Zjednoduste adj(I, + ab’). (Hint: cv. 2U50(a)])

[Cv. 21.20 Bud z,y € R® a A € R™ " regularni. Dokazte
Yy g

A .
det (yT 0> = —yl adj(A)z.

Pomoci Cramerova pravidla odvod'te vzorec pro inverzni matici a porovnejte jej s adjungovanou
matici.

Pomoci véty o adjungované matici odvod'te Cramerovo pravidlo.

Uvazujme determinant jako funkci R"*"™ — R. Urcete parcidlni derivaci det(A) podle a;; a
sestavte matici parcialnich derivaci.
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22 Vlastni ¢isla

Vlastni ¢islo a vektor: Az = Az, = # o.

Charakteristicky polynom: pa(\) = det(4 — A\L,).

Ukdzka 22.1 (Vlastni ¢isla a vlastni vektory). Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

0 —1
A= (0 ).
Resend: Uréime charakteristicky polynom
1 =X

pa(\) = det(A — \I,,) = det (‘A _1> =\ + 1.

Kofeny polynomu, a tedy vlastnimi ¢isly matice A, jsou hodnoty A\y = i, As = —i. Vlastni vektory,
prislusejici vlastnimu vektoru A1, najdeme jako bazi jadra matice

-1 —1
(7Y,
Bézi Ker(A — A1) tvoif napt. vektor o1 = (1, —i)T. Podobné vlastni vektory k Ay jsou bazické vektory
jadra matice
i —1
A= Dol = ( L > ,

coz je napiiklad vektor zo = (1,4)7. O

Ukézka 22.2 (Soucet a soucin vlastnich ¢isel). Bez pocitani vlastnich ¢isel, urcete, ¢emu se rovnd jejich

0 -1
A= .
Resend: Soucet vlastnich &fsel je roven souctu diagondlnich prvki matice A, tedy 0, Soucin vlastnich
C¢isel je roven determinantu A, coz je 1. Muzeme pak ovérit vypocétem vlastnich ¢isel A\ = i, Ao = —1i

(ukdzka 227]). O

soucet a jejich souc¢in, pro matici

Ukézka 22.3 (Vlastni ¢isla a vlastni vektory pii inverzi). Jak se zméni vlastni ¢isla a vlastni vektory
reguldrni matice A € C™*™ pokud ji invertujeme?

Reseni: Bud A € C libovolné vlastni ¢islo a & € C™ odpovidajici vlastni vektor matice A. Pak plati
Ax = \x. Prendsobenfm A~! dostaneme x = AA~ !z, a vydélenim \ # 0 pak mdme A~ 'z = A~lz. Tudiz
vlastni ¢isla budou prevracené hodnoty téch puvodnich a vlastni vektory zustanou stejné. U
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Vlastni c¢isla, vlastni vektory

[Cv. 22 1] Spocitejte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory nasledujicich matic:

() 56 =)

Jak moc jsou vlastni vektory jednoznacné?

Spocitejte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory nasledujicich matic:
1 2 0 1 -8 —6
A‘(o 1)’ B_<—2 2)’ C‘<12 10)'

Spocitejte vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory nasledujicich matic:

1 -1 0 5 —3 2 -3 5 -2 011
A=|8 -2 6|, B=|6 -4 4|, c=|5 -3 2|, D=1 01
1 1 2 4 —4 5 —2 2 -1 110

01 0 ... 0
1

A=1o0 0
: . .. o]
0 ... 0 1 0

Ukazte, ze pokud vektoru v zménime na sudych pozicich znaménka, porad zustane vlastnim vekto-
rem. Jakému vlastnimu ¢islu bude pfisluset?

[Cv. 22 5] Spocitejte spektralni polomér matic A, B, A + B, je-li

1= () = (a i L)

Co tento priklad ilustruje?

A mé vlastni ¢islo A a vlastni vektor z. Jakd vlastni ¢isla a vektory maji matice:

Nechf AF = 0. Co lze Fici o vlastnich ¢islech matice A?
[Cv. 22.8 O matici A € R™" vime, ze A2 = A + 2I,,. Co lze Fici o jejich vlastnich éfslech?
Najdéte nejmensi ¢islo o € R tak, ze A + 1, je reguldrni pro vSechna 3 > a.

[Cv. 2210 Bud A € R™*" singularni. Dokazte, Ze existuje posloupnost reguldrnich matic A;, i = 1,...
konvergujici po slozkach k A.

[Cv. 22.17] Ukazte, ze jeden vlastni vektor matice A € R™*" nemuze piisluset riznym vlastnim ¢islum.

)
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[Cv. 22,121 Zname-li vlastni ¢isla a vektory matic A € R™*™, B € R™*™  jak je spocitat pro M = (6‘ %)?
[Cv.22.73] Jak4 vlastni ¢isla mé ortogonalni matice @ € R™*"?

Bud P € R3**3 permutacéni matice. Jaké jsou viechny moznosti pro jeji determinant, stopu a
vlastni ¢isla?

ICv. 22.15] Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory permutacni matice

o 1 0 ... 0
0

A= 0
0 IR |
1 0 0 0

[Cv. 22.16] Pro jakda n € N m4 rotace n-dimenziondalni sféry kolem poc¢atku pevny bod (bod, ktery se zobrazi
na sebe)?

Bud P € R™ ™ projekéni matice. Jakéd mé vlastni ¢isla a vlastni vektory?
proj

[Cv. 2218 (a) Bud c¢,d € R™. Jaké vlastni ¢isla a vektory ma matice cd’?
(b) Budte hy, ..., h, € R\{0}. Urcete vlastni ¢isla a vektory matice A € R™*" s prvky a;; = h;/h;.

Budte a,b € Z. Najdéte vlastnf ¢isla a vlastni vektory matice (¢ °). Kdy budou vlastn{ &fsla
celociselna?

Bud'te a,b,c,d € R tak, Ze a + b = ¢ + d. Najdéte vlastni &isla matice (¢ 4).
Kdy jsou vlastn{ ¢fsla matice (&) redlnd?

Najdéte nenulovou (vSude nenulovou) matici jez ma vSechna vlastni ¢isla nulova.
Najdéte matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem.

Bud' b vlastni vektor reguldrni matice A € R™*™. Vyfteste soustavu Ax = b.
Bud'te A, B € R™*", Dokazte, ze AB a BA majf stejnd vlastni ¢isla.

[Cv. 22.26] Dokazte: Je-li A € C vlastnf ¢islo redlné matice A, pak i A je jejim vlastnim éislem. Jak to bude
s vlastnimi vektory?

Bud'te ),  ruznd vlastni ¢isla matice A € R™™ ™. Necht x je vlastni vektor A prislusny A, a necht
i
y je vlastni vektor AT piislusny u. Ukazte, 7e = L .

Bud A € R™" takovd, Ze a;; = 1 pro vSechna i. Dokazte p(A) > 1.
p
Necht A € R3*3 m4 vlastn{ éisla 0,3,5 a odpovidaji vlastnim vektortim u, v, w.

(a) Najdéte bazi Ker(A) a bazi S(A).
(b) Vyfeste soustavu linedrnich rovnic Az = v + w.

(c) Vyfteste soustavu linedrnich rovnic Az = w.
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Charakteristicky polynom
Najdéte matici A € R2X? takovou, aby jeji vlastni éisla byla:

(a) i a —i,
(b) i a 2i.

[Cv. 22.37] Rozhodnéte o platnosti: A, B € R™*™ maji stejné charakteristické polynomy = A, B maji stejnd
vlastni ¢isla.

Co naopak: A, B € R™"™ maji stejné charakteristické polynomy < A, B maji stejné vlastni ¢isla.
Cv.22.32] Bud pa(\) = (=1)"A\" + a1 A" 1 + ... + a1\ + ap. Vyjadiete hodnotu a,_1, ap.
Matice

10 0 7 =7
4 5 2 =2
A= 16 4 15 -8
30 4 26 -19

Ma vlastni ¢isla 3, —4, 5. Dopocitejte zbylé.
ICv. 22.34] Najdéte a,b € R tak, aby 1,2, 3 byla vlastni ¢isla matice

2 -1 1
A=|-1 2 a
1 -1 b

Najdéte a € R tak, aby 2 bylo jedno z vlastnich ¢isel matice

-1 4 =2
A=|-4 8 -3
—4 a -1

Necht prvky matice A jsou jen 0,1 a necht m4 matice vSechna vlastni ¢isla realnd kladnd. Ukazte,
ze pak nutné jsou rovna 1. (Hint: AG nerovnost.)

[Cv. 2237 Bud' A € R™*". Dokazte, ze p4-1(A) = pa(0)~LH(=A)"pa(A71).

Bud A € R™™ ortogondlni. Dokazte, ze pa(\) = £A"pa(A~1). (Hint: Pro z € C s vlastnost{
|zl =1jez=1/z.)

1Cv.22.39 Dokazte, 7e vlastni &fsla jsou spojité funkce vzhledem k prvkim matice. Presné feceno, bud
déna matice A € R™ "™ a \ jeji vlastni ¢islo. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze kazd4 matice
B e R™" splaujici |a;; — bi;j| < 6 ma né&jaké vlastni ¢islo p splaujici |p— A| < e.

Bud A € R™*" a 2 € R™. Nechf matice S = (x| Az | A%z | ... | A" '2) je reguldrni. Ukazte, Ze
X~1AX je matice spole¢nice charakteristického polynomu matice A, tj. X 1AX = C(pa).

Cayleyho—Hamiltonova véta

Cv. 2241 Bud A = (12).

(a) Overte Cayleyho-Hamiltonovu vétu,
(b) Vyjadiete A~! jako linedrni kombinaci I a A.
(c) Vyjadiete A* jako linedrni kombinaci I a A.

(Cv. 22.42] Matice A mé vlastni ¢éisla 0,1, 2. Jakd mé vlastni ¢isla matice A(A — I)(A — 21)?
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Invariantni podprostory

U C R" je invariantni podprostor matice A € R™*"™ pokud:
Az e UVz e U.

[Cv.22.43] Najdéte nékteré obecné invariantni podprostory matice A € R™*™,

[Cv.22.44] Bud
4 4 4

A=[-2 -2 5|, z=(2,-1,007, y=(-1,2,-1)T.
1 2 5

Ukazte, ze V' = span{z,y} je invariantni podprostor.
[Cv. 22.45] Najdéte vSechny invariantni podprostory pro A = (92 %)

[Cv.22.46] Bud B = {u1,...,ur,v1,...,0s} baze redlného prostoru V, bud f: V — V linedrni zobrazeni
s matici p[f]p = (4 %), kde A € R™", B € R**%. Ukaite, ze span{ui,...,u,} a span{vi,...,vs}
jsou invariantni podprostory V.

[Cv. 22471 Bud U € R" invariantni podprostor ortogonalni matice Q € R™*". Ukazte:

(a) f(U)=U pro linedrni zobrazeni f(z) = Qz,

(b) Ut je také invariantni podprostor.
Bud'te U, W invariantni podprostory matice A € R™*". Rozhodnéte, zda plati:

(a) UNW je také invariantni podprostor,
(b) U + W je také invariantni podprostor.

Dokazte, ze kazdd matice A € R™ ™ m4 invariantni podprostor dimenze 1 nebo 2. (Hint:
cv. 22.26])

Vlastni ¢isla linearnich zobrazeni
Najdéte vlastni ¢isla a vektory linedrniho zobrazeni:

(a) f:P? — R definovaného f(a + bz + cx?) = (Ta + 2b + 3¢) + (7b)z + (2b + ¢)z?.

(b) f:R?2 4 R definovaného f (‘cl 3) = (31225 2“32517).

[Cv.22.57] Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrnfho zobrazent:

(a) A AT na prostoru matic R?*2,
(b) A+ L(A+ AT) na prostoru matic R™*™.

Na prostoru redlnych posloupnosti R* uvazujme linedrni zobrazeni x1, o, x3, X4, ... — 0,21, T2, X3, ...
Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory. Co jiného ndm feseni ukazuje?

Na prostoru realnych posloupnosti R* uvazujme linedrni zobrazeni 1, o, 3, T4, ... — T2, T1, T4, T3, . ..
Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory.

[Cv.22.54] Na prostoru konvergentnich redlnych posloupnost{ uvazujme linedrni zobrazeni {x;}:2, — {z; —
limy, 00 2z, }52, . Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory.

Bud f: V — V linedrni zobrazen{ abud A = g[f]5 matice f vzhledem k bazi B = {wy, ..., w,}.
Ukazte, ze
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(a) vlastni ¢isla zobrazeni f a matice A jsou stejnd,
(b) vektor v € V je vlastnim vektorem f pravé tehdy, kdyz [v]p je vlastnim vektorem A.

(Cv.22.56] Bud'te f,g: R™ — R” linearni zobrazeni. Pfedpoklddejme, Ze existuje bdze B = {vy,...,v,}
prostoru R™ takova, ze v; je vlastnim vektorem obou zobrazeni f i g pro kazdé i = 1,...,n. Dokazte

gof=rfoy.
Bud' V vektorovy prostor nad R dimenze n a bud U jeho m-dimenzionalni podprostor. Ukazte:

(a) Je-li U invariantni pro linedrni zobrazeni f,g: V — V, pak je i pro zobrazeni f + g.

(b) Je-li U invariantni pro linedrni zobrazeni f: V — V, pak je i pro zobrazeni af, kde a € R je
libovolné.

(¢) Mnozina vsech linedrnich zobrazeni f: V — V| pro néz je U invariantni podprostor, tvori
vektorovy prostor. Urcete jeho dimenzi.



Cuicent z linedrni algebry 111

23 Podobnost, diagonalizovatelnost, Jordanova normalni
forma

Podobnost: A ~ B pokud 35 takovd, ze A = SBS~L

Ukdzka 23.1 (Podobnost). Najdéte vsechny matice podobné nulové matici fadu n.
Resend: Podobné matice jsou tvaru S0S~! = 0, ¢ili nulova matice je podobnd jen sama sobé. U

Ukdazka 23.2 (Diagonalizace). Diagonalizujte matici
31
A= .
(3 3)
Reseni: Nejprve spocitame vlastni ésla a vlastni vektory A. Vlastni éfsla jsou 4 a 2 a prislusné vlastni

vektory (1,1)7 a (—1,1)7. Necht matice S ma ve sloupcich tyto vlastni vektory (v uvedeném poiadi!).
Pak A=5S(49)S O

Ukdzka 23.3 (Nediagonalizace). Dokazte, ze matice
01
e (00).

Resend: Matice A mé obé vlastnf ¢isla nulové. Pokud by byla diagonalizovateln4, tak by byla podobna
nulové matici: A = S0S~! = 0, coz je spor. O

neni diagonalizovatelné.

Ukézka 23.4 (Jordanova normélni forma). Urcete Jordanovu normélni formu matice

5 -2 2 -2 0
0o 6 -1 3 2
A=12 2 7 -2 =2
2 3 1 2 -4
-2 -2 -2 6 11
Reseni: Matice mé vlastni ¢islo 5 ndsobnosti 2, a 7 ndsobnosti 3. Déle rank(A — 5I5) = 3, tedy

k vlastnimu ¢éislu 5 existuji dva vlastni vektory. Proto 5 bude ve dvou Jordanovych buiikach, které nutné
musi mit velikost 1 (soucet velikosti d4 ndsobnost ¢isla 5). Analogicky, rank(A —715) = 3, tedy i k ¢islu 7
existuji dva vlastni vektory a tak 7 bude téz ve dvou Jordanovych buiikach. Jedind moznost je, ze jedna
bunka bude mit velikost 1 a druhd velikost 2. Vysledny Jordantuv normélni tvar je:

O O O O Ut
o O O Ut O
O O N O O
O N O O O
= O O O
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Podobnost
VysSetiete vlastnosti podobnosti jakozto relace.
Najdéte vSechny matice podobné matici I,,.
Rozhodnéte, zda matice jsou si podobné
1 00 -1 0 1
A=(o 1 0], B=[1 00
1 11 -1 0 2

[Cv. 234 Jak se na matici A € R™ " projevi podobnostni transformace SAS™!, kde S je matice ele-
mentarni radkové upravy?

Najdéte matici S takovou, ze A = SBS~!. To ukaze, ze matice A, B jsou podobné.
- (2800,
oas( D7)
0a-3 - (1)

[Cv. 23.6] Vime, Zze podobné matice maji stejnd vlastni ¢isla. Plati to i naopak? Pripadné, za jakych
predpokladu?

Jak se méni vlastni vektory podobnych matic?

Rozhodnéte o platnosti: A ~ B = A% ~ B2,
Co naopak: A ~ B <= A% ~ B??

Bud p(x) polynom a A ~ B. Rozhodnéte, zda p(A) ~ p(B).
Bud A € R™", B € R™*™. Dokaite, ze (4 %) je podobnd (5 9).
Najdéte vSechny matice podobné jen samym sobé.
Dokazte, ze idempotentni matice stejného rozméru a hodnosti jsou si podobné. (Hint: cv.[I5.311)
Ukazte, ze neexistuji linedrni zobrazeni f,g: V — V takové, aby go f — f o g = id.

Ukazte, ze jsou-li A, B € R™™ podobné skrze komplexni matici P + i@, P,Q € R™ " pak jsou
podobné skrze realnou matici (Hint: Nahlédnéte, ze je-li P 4 i@ reguldrni, pak P + AQ je regularni
pro néjaké \ € R).

Ukazte, ze algebraickd nésobnost vlastniho é&isla je vzdy vétsi nebo rovna geometrické ndsobnosti.
s g J y g
(Hint: Doplite vlastni vektory do matice a uvédomte si, proé¢ je tiloha v této sekei.)

Bud'te A, B € R™™" podobné. Ukazte, Ze maticova soustava AX —X B = 0 mé feseni X € R™"*",

[Cv. 2317 Matice C € R™ " se nazyvd komutator pokud se dé vyjadrit ve tvaru C' = AB — BA pro vhodné
matice A, B € R*"*"™,

(a) Ukazte, ze stopa komutatoru je 0. (Hint: cv. B.32])

(b) Ukazte, ze komutétory jsou uzaviené na podobnost.
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Diagonalizovatelnost

[Cv. 2318 Najdéte pifklad nediagonalizovatelné matice fadu 2, a to jednak a by byla singuldrni a jednak
aby byla regularni.

Diagonalizujete (nebo ukazte, ze to neni mozné) matice ze cv. a cv. 223
Rozhodnéte, zda je matice A = (2, 2) diagonalizovateln.

[Cv.23.27] Diskutujte jednoznacnost diagonalizace.

Necht A = SAS™! je diagonalizaéni rozklad matice A. Urcete vlastni vektory A”.

[Cv.23.23] Bud A € R™ " diagonalizovatelnd a X jeji libovolné vlastni éislo. Ukazte, Ze existuji =,y € R®
tak, ze Az = Az, ATy =My, 27y = 1.

Jak je to pro nediagonalizovatelné matice?
ICv. 23.24] Jsou diagonalizovatelné matice uzaviené na:
(a) ndsobky?
(b) soucty?
(c) souciny?
Pro diagonalizovatelné matice dokazte vlastnosti ze cv. 22.6] pomoci spektralniho rozkladu.
Bud A € R™" diagonalizovatelné. Ukazte, ze A ~ AT,

[Cv. 2327 Budte A € R™*™ B ¢ R™". Plati, ze A, B jsou obé diagonalizovatelné pravé tehdy, kdyz
(‘3 g) je diagonalizovatelna?

Bud ¢,d € R™. Kdy je matice cd’ diagonalizovatelns?

Najdéte chybu v nésledujici tvaze: Vyjdéme z rovnice Ax = Az. Je-li vlastni éislo A = 0,
pak = € Ker(A). Je-li vlastni ¢islo A # 0, pak z € S(A). Protoze dimKer(A) + dimS(A) =
n—rank(A)+rank(A) = n, ma matice A plny pocet vlastnich vektoru a je tudiz diagonalizovateln4.

Dokazte piimo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.

[Cv.23.3T] Najdéte viechny diagonalizovatelné matice A € R%*? spliaujici A% + 4A + 4l = 0. Najdete i
néjaké nediagonalizovatelné?

Odvod'te predpis pro (3 4)".

Urete limy o (77 175", timo e (1357

Spocitejte vlastni ¢isla matice (Hint: cv. 2212)

2 3 02 0
0 0 00 O
3 =214 0
0 -1 01 0
-3 2 1 2 -3

ICv. 23.35] Diagonalizovatelnost koso-diagonalni matice.

(a) Zjistéte, kdy je diagonalizovatelnd matice ( 001 ).
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(b) Zjistéte, kdy je diagonalizovatelna matice

0O ... 0 ¢,
: 0
0 C
C1 0 0
Cv. 23.36
(a) Urcete vlastni ¢isla matice otoceni G(p) = (C.OS oo SD) )
sing  cosp

(b) Bud A € R?*2 matice s komplexnimi vlastnimi ¢fsly A + ui. Ukazte, ze je podobnd kladnému
nasobku matice G(¢p).

(c) Ukazte, ze kazda diagonalizovatelnd matice A € R™*™ je podobna blokové diagondlni matici,
jejiz bloky jsou velikosti 1 nebo 2, a kazdy blok velikosti 2 je tvaru kladného nésobku G(p) pro
néjaké .
Jordanova normalni forma
Najdéte matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem.

Najdéte takovou matici, aby tim jedinym vlastnim vektorem byl v = (1,1,1)7.

V kolika Jordanovych buiikich matice A € R'6*16 je vlastni éislo 8 pokud vime rank(A —811) =
97

Najdéte Jordanovu normalni formu matic

10 1 111 9 2 -1
A=(o11], B=lo 1 1|, c=[-1 -1 1],
00 2 00 2 1 -2 2
1 3 0 0 1 1
3 5 0 0 0
D=|yo5 53 1| F=

3 04 1 1 ; 01

[Cv. 23.40] Najdéte Jordanovu normalni formu matice

6 4 4 7

-3 3 4 =3
A= 2 -4 -5 2
-3 0 0 -4

Miizete vyuzit toho, ze pa(A) = (A2 — 1)2.
Kolik je tfid ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice fddu 4 s vlastnimi ¢isly 7,
(b) matice fadu 3 s vlastnimi éisly 5 a 7.

(c) matice fadu 4 s vlastnimi ¢isly 5 a 7.

[Cv. 2342 Bud A € R3*3 matice s jedinym vlastnim vektorem. Existuje A~1?
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[Cv.23.43] Bud A € R™ ™ hodnosti k. Jakd je ndsobnost vlastnfho é&isla 07?
[Cv.23.44] O kolik ¢i kolikrat se maximalné zmensi hodnost matice A € R"*" kdyz ji umocnime A??
Jinak: vime rank(A?) < rank(A). Dokazte rank(A?) > rank(A4) — %.
Rozhodnéte, zda plati pro A, B € R"*™:
(a) rank(A*) = rank(A*+1) implikuje rank(A*) = rank(A*¥+2),
(b) rank(B) = rank(BA) implikuje rank(B) = rank(BA?).
Ukazte, zZe ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro A € R™*":
(a) A je nilpotentni, tj. A¥ = 0 pro né&jaké k,
(b) A™ =0,
(¢) p(A) =0, tj. vSechna vlastni ¢isla jsou nulova,
(d) pa(d) = (=1)"A™
(e) trace(A¥) =0 pro véechna k =1,...,n.

[Cv. 2347 Bud A, B € R™ "™ a nechf A + AB je nilpotentn{ pro n + 1 rtiznych hodnot A € R. Ukazte, ze
A, B jsou nilpotentni.

Pro A # 0 odvod'te J,,(\)~!. Zkuste vyuzit cv. a toho, ze J,(0) je nilpotentni.

Ukazte, ze kazdd matice A € R™ " se d4 vyjadfit jako soucet diagonalizovatelné a nilpotentni
matice.

Dokazte Cayleyho—Hamiltonovu vétu za pouziti Jordanovy normalni formy.
Ukazte vztah vlastnich ¢Gisel a stopy matice za pouziti Jordanovy normélni formy.
Najdéte vSechny matice X € R™*" spliiujici danou rovnost.

(a) X2 =1,

(b) X? —4X +41I, =0,
Umocnovéani Jordanovy buriky.

(a) Spocitejte J,(0)* pro k =0,1,.

(b) Ukaste, ze Ju(\)F = 325 (* )AZBk i kde B = Ay, — Jn(N).

*(c) Ukazte, ze Jp,(A\)* — 0 pro k — oo pravé tehdy, kdyz |A| < 1. (Hint: B je nilpotentni.)
Dokazte, Ze

a) kazda matice A € R™*" se dé vyjadfit jako soucin dvou symetrickych matic.
¥J J

(b) kazda antisymetrickd matice A € R™" (tj., AT = —A) se da vyjadiit jako A = ST — T'S, kde
S, T jsou symetrické matice.

(c) kazdd matice A € R"*™ n > 2, se d4 vyjadfit jako soucet dvou singuldrnich.
Najdéte Jordanovu normalni formu matice J,,(\)7.
Plati, ze kazdd matice je podobnd svoji transpozici?

[Cv. 23.56] Ukazte, ze hodnost matice A € R™*"™ je vétdi nebo rovna poétu nenulovych vlastnich éisel.
Najdéte priklad, kdy je vétsi.

Bud A € R™*". Ukazte, ze rank(A) = rank(A2) pravé tehdy, kdyz geometrickd a algebraickd
néasobnost 0 jako vlastniho ¢isla je stejna.
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(Cv. 2358 Bud A = J,(\). Ukazte, Ze existuje vektor z € R™ takovy, 7e z, Az, A%z,..., A" 1z tvoii
bézi R™.

Ukazte, ze idempotentni matice (tj. A2 = A) jsou diagonalizovatelné. Jak je to s maticemi
spliujicimi A¥ = A pro k > 2?
Budte A1,...,\, vlastn{ ¢fsla A € R™*". Urcete vlastni ¢isla adj(A).

Bud A € R™ " nediagonalizovatelnd. Dokazte, Ze existuje posloupnost diagonalizovatelnych
matic A4;, i = 1,..., konvergujici po slozkich k A. (Mnozina diagonalizovatelnych matic je tedy
hustd v R™*™.)
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24 Vlastni c¢isla symetrickych a nezapornych matic

Ukézka 24.1 (Spektralni rozklad). Najdéte spektralni rozklad matice

3 1
A= .
Reseni: Nejprve spocitame vlastni ésla a vlastni vektory A. Vlastni éfsla jsou 4 a 2 a piislusné vlastni
vektory (1,1)7 a (—1,1). Nyni musime vlastni vektory zortonormalizovat. Protoze odpovidaji riznym

(2, ¥2)T

vlastnim ¢éislim, jsou na sebe kolmé, proto je staci jen znormovat na jednotkovou velikost a
(—g, g)T a dat je do sloupcu matice @) v tomto poradi. Spektralni rozklad pak je
VBN gy o\ (2 2
A= QAQT — 2 2 2 2
viovs o 2)\ v va) .
2 2 2 2

Ukdzka 24.2 (Markovovy fetézce). Migrace obyvatel USA mésto—predmésti—venkov probihé podle em-
piricky zjisténého pravidla:

z mésta:  96% zustane, 3% do predmésti, 1% na venkov
z predmésti: 1% do mésta, 98% zustane, 1% na venkov
z venkova: 1.5% do mésta, 0.5% do predmésti, 98% zustane

Pocéatecni stav je: 58 mil. obyvatel ve mésté, 142 mil. na pfedmésti, a 60 mil. na venkové. Urcete jak se
bude situace vyvijet v Case a zda se ¢asem ustéli.

Reseni: Sestavme matici
0.96 0.01 0.015

A:=10.03 0.98 0.005
0.01 0.01 0.98

Je-li g = (58, 142,60)T pocatecni rozlozeni obyvatelstva, pak vyvoj v ¢ase probihd takto: Az, A%,
A?’xo, PN ,Aooxo.
Abychom rozhodli o pfipadném ustéleni, spocitejme diagonalizaéni rozklad

1 0 0
A=Q |0 095 0 |Q L
0 0 097
Nyni spocitame
1 00 0.23 0.23 0.23
A*=Q |0 0 0]Q '=Q,Qy} =043 043 043
00 0 0.33 0.33 0.33

Protoze vsechny sloupce A jsou stejné, vysledné rozlozeni nezavisi viibec na pocateénim rozlozeni oby-
vatelstva (jen na jejich po¢tu) a bude: 23% ve mésté, 43% na predmésti, a 33% na venkové.

V fadé pifpadil jde vypocet zjednodusit. Zabyvejme se ted situaci, kdy 1 je jednoznaéné dominantni
vlastni éislo A. Vlastnim é&islem je uréité, nebot ATe = e, kde e = (1,...,1)T. Dominantni je také,
to vyplyne pozdéji z Gerschgorinovych disku. Jednozna¢nost nastane diky Perronové vété kdyz A > 0.
V tomto piipadé podle odvozeni nahofe mame A = Q*lQl_*l, kde Q.1 je vlastni vektor A k &islu 1, a
Qf*l je vlastni vektor AT k éfslu 1. Vime jiz, ze Qf*l = e, tedy opét sloupce A% budou stejné a vysledné
rozlozeni odpovidé slozkdam vlastniho vektoru Q. (ty jsou kladné, opét podle Perronovy véty). Takze
v piipadé A > 0 staci jen spocitat kladny vektor z Ker(A — I,,), coz odpovida intuici, ze ustélené rozlozeni
representované vektorem v mé spliiovat Av = v. Nicméné, uvedeny rozbor analyzuje kdy a za jakych
podminek rovnovazna situace nastava. O



118 Viastni ¢isla symetrickych a nezdpornych matic

Symetrické matice

[Cv. 24.1] Ukazte, ze rozklad A = QAQT, kde A je diagonélni a @ ortogonalni, existuje pouze pro symet-
rické matice.

ICv. 24.2] Najdéte symetrickou komplexni matici s ryze komplexnimi vlastnimi ¢isly.

Dokazte, Ze pro libovolnou matici A € R™*" m4 matice AT A viechna vlastni éisla nezaporna.
Kdy budou kladna? A plati véta i naopak?

[Cv. 24,41 (a) Dokazte z definice, ze vlastni vektory pro ruzna vlastni ¢isla symetrické matice jsou na sebe
kolmé.
(b) S pomoci pfedchoziho bodu dokazte vétu o spektralnim rozkladu pfimo pro symetrické matice

s ruznymi vlastnimi ¢isly.

Bud v vlastni vektor symetrické matice A € R™*". Dokazte: w € {v}+ = Aw € {v}+. Jinymi
slovy, {v}* je invariantni podprostor matice A.
Poznamka: Pomoci této vlastnosti se da také dokéazat véta o spektralnim rozkladu. Zacne se s jednim
vlastnfm vektorem v a pak se pouzije indukce na podprostor {v}+.

[Cv. 24.6] Dokazte z definice, ze vlastni ¢isla redlné symetrické matice fadu 2 jsou redlna.

1
ICv. 24.7] Najdéte ti ortonormalni vlastni vektory matice | 1
1

—_ = =

1
1
1
K jednomu vlastnimu &fslu nalezi dva ortonormalni vlastni vektory x,y. Spocitejte P = za® +yy”,

popiste jeji vyznam a ukazte, Ze nezavisi na volbé x, y.

[Cv.24.8 Najdéte odmocninu v/ A pro matici A = <g ?)
Bud A € R™" symetrickd a necht A* = I,, pro néjaké k > 1. Ukaite, ze A% = I,,.
Cv. 24101 Najdéte viechny symetrické matice A € R™ ™, které jsou nilpotentni (tj. A*¥ = 0 pro néjaké k).
Jak by to bylo pro komplexni matice?

(Cv.24717] Bud A € R™" symetrickd s vlastnimi &sly 0 a 1. Ukazte, Ze je to matice projekce. (Srov.
cv. 22.17)

ICv. 24.12] Uvazujme matici

al —bl 0 0
ap—1  —bp_1
0 0 —cpoq an

kde b;, ¢; > 0. Dokazte, ze mé redlnd vlastni ¢isla (dokonce maji ndsobnost 1). Hint: Jistd symetrickd
matice ma shodny charakteristicky polynom.

Dokazte, ze hodnost symetrické matice A € R™*" se da ekvivalentné definovat jako velikost
nejvetsi reguldrni hlavni podmatice (hlavni podmatice vznikne odstranénim fadku a sloupcu se
stejnymi indexy); srov. cv. [[5.15]

(Cv. 24141 Ukaite, Ze pro symetrickou matici A platf rank(A) > trace(A)?/ trace(A?). (Hint: cv. [6.29))

Rozhodnéte, zda A — Apax(A) je linedrni zobrazeni na prostoru symetrickych matic, kde
Amax(4) je nejvetsi vlastnf ¢islo A.
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[Cv.24.76] Ukaite, Ze pro vlastn{ &fsla A1, ..., A, symetrické matice A € R™ " plat{ >  \? = P i1 a?j.
(Hint: Prozkoumejte A2.)

[Cv. 2417 Piipomerime, Ze matice A je antisymetrickd pokud A7 = —A. Dokazte:

(a) Vlastni ¢isla antisymetrické matice jsou ryze imaginédrni.
(b) Inverzni matice k regularni antisymetrické je opét antisymetricka.
c) Poku e antisymetrickd, pak I + A je regularni.
Pokud A j tisymetrickd, pak I + A je regularni
(d) Pokud A je antisymetrickd a D, D" diagonaln{ s kladnou diagondlou, pak AD+ D’ je reguldrni.
(e) Vlastni vektory, odpovidajici ruznym nenulovym vlastnim ¢islim, jsou na sebe kolmé.
je diagonalizovatelnd do tvaru A = , kde D € je diagondlni a U € je
f) A je di li telnd do t A = UDU*, kde D € C™"*" je di ilni a U € C™*" j

unitarni.

(g) Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice (91 (1])

(h) Ukazte, ze antisymetrickd matice A € R™™ "™ je podobnd blokové diagonalni matici s bloky
velikosti 1 nebo 2, pricemz bloky velikosti 1 jsou nulové a bloky velikosti 2 jsou tvaru < —OA 6‘)

Jaka jsou pak vlastni ¢isla matice A7

[Cv. 2418 Bud A € C™™" ne nutné symetrickd (!). Ukazte, Ze jde rozlozit na tvar A = UTU*, kde T' € C"*"
je horni trojihelnikovd a U € C™*™ unitarni (tzv. Schurova véta). Hint: Upravte dukaz spektralniho
rozhladu symetrickych matic.

Bud Q € R™"™ ortogondlni a ne nutné symetrickd (!). Dokazte, ze skrze ortogondlni matici
prechodu je podobnd blokové diagonalni matici, pficemz bloky velikosti jedna jsou +1 a velikosti
dva jsou matice rotace tvaru (¢ %), ¢ + s = 1. (Hint: cv. [010 a cv. BZ49)

s C

To, Ze mé matice reilnd vlastni ¢isla se nékdy d4 nahlédnou tak, Ze je podobna symetrické matici.
Uvazujme matici A € R™*", kterd je tridiagonalni, tj. a;; = 0 pro |i — j| > 1. Piedpokladejme, ze
symetrické pary slozek matice maji stejné znaménko, tedy a;;y1a;41; > 0 pro¢ = 1,...,n — 1.
Ukazte, ze A je podobnd symetrické matici skrze diagonalni matici, tj. DAD™! = S, kde D je
diagonalni a S symetrické.

Courantova—Fischerova véta

M= max z'Az, M\,= min z!Az.
z:||z||2=1 z:||z||2=1

Bud'te A, B € R"*" symetrické. Dokazte A\ (A + B) < A\1(A) + A\ (B).

[Cv. 24.22] Bud A € R™ " symetrickd matice s vlastnimi &fsly Ay > ... > \,. Dokazte, Zze A1 > ai; > A\,
pro kazdé i = 1,...,n.

[Cv. 2423 Bud A € R™ " symetrickd matice, jejiz prvek a; zvétsime o e > 0.

(a) Zveétsi se nejvetsi vlastni ¢islo A\1? Pripadné jak noc se muze zvysit?

(b) Zveétsi se nejmensi vlastni ¢islo A,? Piipadné jak noc se muze zvysit?

[Cv.24.24] Bud A € R™ "™ symetrickd matice, A1 jeji nejvétsi vlastni ¢islo, odpovidajici viastnimu vektoru
x1. Dokazte vztah pro druhé nejvétsi vlastni ¢islo

Ao = max{zT Az; ||z|s = 1, = L x1}.

(Hint: Vyuzijte vhodné formy spektralniho rozkladu A.)
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Uvazujme linedrn{ zobrazeni x — Az, kde A € R™*", Jak moc miize zobrazeni prodlouzit vektor
x v eukleidovské normé? Uvazujme dva piipady kdy A je obecnd a kdy A je symetrické.

V feci vlastnich ¢isel vyjadrete maximalni hodnotu vyrazu
aiaz + asaz + ...+ ap—1ay + anaq

pokud ay,...,a, € R musi splitovat > ;a; =0a Y., a? = 1. (Hint: cv. 24.241)

Nezaporné a markovské matice

( )

1. A>0 = p(A) je vlastni ¢islo a prislusny vlastni vektor je nezdporny.

2.A>0 = p(A) > 0 je vlastni ¢islo (jediné dominantni), a prislusny
vlastni vektor je kladny. Jinému vlastnimu ¢islu neodpovida nezaporny
vlastni vektor.

[Cv. 2427 Bud A > 0 a necht A* > 0 pro néjaké k € N. Co dokazete Fict o vlastnich &islech a vlastnich
vektorech matice A?

Difuze 1écebné latky mezi dvéma bunkami probihd podle pravidla: 50% latky z prvni bunky
piejde do druhé, ale jen 25% latky z druhé prejde do prvni. V jakém poméru se mnozstvi latky
ustali?

Ve mésté Matfizakové funguji tii lokalni politické strany: Anarchisté (A), Blahovi (B) a Cilevédomi
(C). Volby se idi nasledujicim pravidlem. Z voli¢u A voli opét tuto stranu 75% jejich volicu, ale
k B piejde 5% a k C dokonce 20%. Z volicu B piejde k A rovnych 20% a k C také 20%. Nakonec,
z volicu C' zustane jen 80%, zbytek se rovnomérné rozdéli mezi A a B. Jaké je rozdéleni podpory
stran za del${ ¢asovy horizont?

Uvazujme t¥i genotypy AA, Aa, aa. Kifzime-li AA s AA, tak se stejnou pravdépodobnosti
dostaneme typ AA jako Aa. Kiizime-li AA s Aa, tak s poloviéni pravdépodobnosti dostaneme Aa
a se Ctvrtinovymi ostatni genotypy. Koneéné, kifzime-li AA s aa, tak s poloviéni pravdépodobnosti
dostaneme Aa i aa. Je-li na zacdtku pomér genotypu vyrovnany, jaky bude za ¢as, provadime-li
kiizeni pouze s genotypem AA?

Dokazte ¢ast Perronovy véty: Pro kazdé A > 0 vime, Ze p(A) je vlastnim ¢islem ndsobnosti 1, a
y véty p(A) :
prislusi mu kladny vlastni vektor. Dokazte, ze zddnému jinému vlastnimu ¢islu neprislusi nezdporny
vlastni vektor.

Ukazte, 7e vlastnosti kladné matice z Perronovy véty neplati pro nezdpornou matici. Konkrétné,
najdéte takovou matici A > 0, ze plati postupné vlastnosti

(a) p(A) =0,
(b) p(A) je vicendsobné vlastni ¢islo,

(c) existuje vlastni ¢islo A # p(A) takové, ze || = p(A).

Bud A > 0 a oznacme r := p(A). Ukazte, Ze limy_,o0 (%A)k existuje a zjistéte jeji hodnost.
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25 Odhady a metody na vypocet vlastnich ¢isel

Ukézka 25.1 (Gerschgorinovy disky). Pomoci Gerschgorinovych disku spocitejte odhad vlastnich ¢isel
matice

2 1 0
A=1[-2 5 1
-1 -2 -3

Resend: 7 prvniho fadku A uréime v komplexni roviné disk se stfedem v 2 a polomérem 1, z druhého
rfadku disk se sttedem v 5 a polomérem 3 a ze tretiho fadku disk se stfedem v —3 a polomérem 3, viz
obrazek. Kazdé vlastni ¢islo tedy nalezi do aspon jednoho disku. Naopak to neplati, coz snadno ovéiime
spo¢itanim skutec¢nych vlastnich ¢éisel A} = —2.78, Ao = 3.39 + 0.64, A3 = 3.39 — 0.64.

—7 9 Re

Gerschgorinovy disky
Aniz byste je pocitali, rozhodnéte, zda matice

1 0 -2 0
12 0 —4
A= -1 0 -1 0
0 5 0 0
ma aspon dvé realnd vlastni ¢isla.
Je nasledujici matice reguldrni?
10 -1 5 2
2 =7 1 2
A= 0 3 -5 1
2 -1 3 7
Bud
46 1 1 2
1 3 01
A= 1 0 6 4
2 1 4 8

Rozhodnéte, zda (I — A~1)¥ — 0 pro k — oc.
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[Cv. 25.4] Jaké je nejvétsi vlastni ¢islo markovské matice?

[Cv. 25.5] Mé&jme matici A fadu n = 11 a predpoklddejme, ze ngjakd metoda tuto matici upravi na po-
dobnou B, jejiz mimodiagonalni prvky jsou v absolutni hodnoté nanejvys 10710, S jakou pfesnosti
diagondlni prvky B aproximuji vlastni ¢isla A?

Metody
[Cv. 25.6] Aplikujte vétu o deflaci nejvétsiho vlastniho ¢isla na matici
1 2 1 2
21 2 1
A=11 21 2
21 2 1

[Cv. 25.7 Aplikujte vétu o deflaci nejvétsiho vlastniho ¢isla na matici

1 31
A=13 1 1
1 1 3
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26 Positivni (semi-)definitnost

- N 2
Positivni definitnost: Positivni semi-definitnost:
1. 27 Az > 0, Va # 0, 1. zT Az >0, Vz € R,
2. vlastni ¢isla A jsou kladna, 2. vlastni ¢isla A jsou nezaporna,
3. 3U € R™*" hodnosti n: A =UTU. 3. U e R™": A=UTU.
. .

Ukézka 26.1 (Choleského rozklad). Najdéte Choleského rozklad matice

4 -2 4
A=1-2 10 1
4 1 6

Resend: Schematicky si muZeme znézornit postup takto

0 .
LT 0 0
Ll A -0 0 4 -2 4
. 0 -2 10 1
4 1 6
Nejprve urcime prvek Lq1 z vlastnosti Ll*Lfl = Ai1, neboli L%l = Ay; = 4, tudiz L;; = 2 (hodnota
Li; = —2 neni pfipustnd, protoze pozadujeme, aby L méla kladnou diagondlu). Nyni spoé¢itdme Lo;
z vlastnosti LQ*L:{l = Asq, neboli LoyLy; = Ay = —2, tudiz Ly = —1. Podobné spoc¢itdme L3; = 2.

V dalsi fazi uréime prvky L ve druhém sloupci shora: Loy = 2, L3y = 1. A konecné ve tifetim sloupci:
L33 = 1. Takze mame hledany rozklad:

2 -1 2
0 3 1
LT 0 0 1
L| A 2 0 0 4 -2 4
-1 3 0 -2 10 1
2 1 1 4 1 6 0

Ukazte, ze matice A = (1 1) je positivné semidefinitni, a to vSemi tfemi zpusoby (na zdkladé t{
ekvivalentnich definic).

Necht A, B € R™™" jsou positivné definitni. Ukazte, ze A + B je také positivné definitni.
Jak to bude se sou¢tem positivné semidefinitnich matic?
Jak to bude se sou¢tem positivné semidefinitni a positivné definitni matice?

Jak to bude s nasobkem positivné definitni matice?
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Positivni (semi-)definitnost

Otestuje

(a) rekurentnim vzoreckem,

o ‘f) jepos.def. & a>0aA— éaaT je pos. def.

A= (e

(b) Choleského rozkladem,

A= LL", kde L je dolnf trojihelnikova s kladnou diagonalou.

(c) Gaussovou eliminaci,

Odstupniovany tvar A ma kladnou diagonélou, pouzijeme-li jen
pri¢itani nasobku radku s pivotem k jinému, co je pod nim.

(d) Sylvestrovym kriteriem

det(A;) > 0,...,det(Ay) > 0, kde A; vznikne z A odstranénim
poslednich n — i fddku a sloupcu.

positivni definitnost matic

4 =2
A=1-2 10
4 =2

4

-2

8

)

1 2 -3
2 4 1
-3 1 2

Najdéte piiklad matice ilustrujici, Ze nefunguje piimocaré zobecnéni na testovani positivni se-
midefinitnosti pomoci rekurentniho vzorecku, Gaussovy eliminace, Sylvestrova kriteria pro positivni
definitnost resp. Choleského rozkladu.

Najdéte positivné semidefinitni matici, kterd ma determinanty vSech hlavnich vedoucich matic

nezaporné. Tzv., Ze pfimocard analogie Sylvestrova kriteria nefunguje.

Najdéte vSechny matice A € R™*™ takové, ze A a —A jsou positivné semidefinitni.

Najdéte reguldrni matici, kterd je positivné semidefinitni, ale ne positivné definitni.

Bud A € R™" positivné definitn{ a S € R™*" reguldrni. Dokazte dvéma zpusoby, ze STAS je

positivné definitni.

Ukazte, 7e kazda symetrickd matice se d4 zapsat jako rozdil dvou positivné semidefinitnich matic
A =P — R. (D4 se jednoduse zobecnit na rozdil dvou positivné definitnich.)

Urcete, pro které a € R je matice positivné definitni

A:

O = Q

—Q =

Q= O
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[Cv. 26.17] Najdéte Choleského rozklad matice

[Cv. 26.12] Pomoci Choleského rozkladu invertujte matici

A= 2 5 =2
-1 -2 2

[Cv. 26.13] Pomoci Choleského rozkladu vyteste soustavu rovnic Az = b, kde

4 -2 2 2
A=-2 2 -3|, b=[-2
2 -3 6 5

Nechf symetrickd matice A nenf positivné definitni. To znamen4, Zze Cholesky rozklad zhavaruje,
protoze nedokaze spocitat hodnotu L;; (musel by odmocnit nekladné ¢islo). Navrhnéte zptusob, jak
najit = # o, pro ktery 7 Az < 0.

[Cv. 26.15] Porovnejte pocet aritmetickych operaci (nejhorsi pipad) potiebnych k danym transformacim.
Staci fadové jako nasobek rozméru n dané positivné definitni matice.

(a) Gaussova eliminace a Choleského rozklad,

(b) inverze matice klasickym zpusobem a pomoci Choleského rozkladu.

[Cv.26.76] Bud' A € R™*" positivné definitn{ matice tvaru pdsové matice o fice k, tj. a;; = 0 pro vSechna
i,j takova, ze |i — j| > k.

(a) Ukazte, ze matice L z Choleského rozkladu A = LL” je také pasové matice o fice k.

b) Urcete pocet aritmetickych operaci k vypoctu L.
b

[Cv. 26.171 Rozhodnéte ruznymi zpusoby, zda matice fadu n je positivné definitni

2 -1 0 0

-1

0 0
1

0 0 -1 2

Bud A positivné definitni. Dokazte, ze (z,y) := x7 Ay definuje redlny skaldrni souéin.

Dovedete normu, indukovanou timto skalarnim souc¢inem, vyjadfit pomoci eukleidovské normy?

ICv. 26,19 Bud’ A positivné semidefinitni a Qg — 0 pro jisté i. UkaZte, ze ’L'—ty/ radek a Sloupec matice A
jSOU nulové.

Bud' A positivné semidefinitni. Ukazte, ze 27 Az = 0 pro néjaké = # o implikuje Az = o.
[Cv. 26.2T] Ukazte, ze A positivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz plati implikace

2TAz <0 = Az =0.
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[Cv. 26.22] Ukazte, ze A je positivné semidefinitni pokud pro jeji hlavni vedouci matice plati det(A;) > 0,
..., det(Ap—1) > 0, det(A,) > 0.

Bud' A je positivné definitni a nechf R je matice v odstupiiovaném tvaru, pokud v Gaussové eli-

minaci pouzivdme jen operaci pfi¢teni nasobku fadku s pivotem k jinému pod nim. Necht Ay,..., A,
v ; ; . .« > . , _ det(4)) .
znac¢i hlavni vedouci podmatice. Dokazte, ze pro pivoty plati vztah r; = Tet(A, ) L= 2,...,m.

[Cv. 26.24] Bud A € R™ " je positivné semidefinitni a hodnosti 7. Ukazte, Ze A m4 hlavni podmatici fddu r,
ktera je positivné definitni.

Bud A positivné semidefinitni a p(\) polynom takovy, ze p(A) > 0 pro A > 0. Ukazte, ze p(A)
je positivné semideinitni.
Bud A € R™ " positivné semidefinitni a B € R™*" symetrickd. Ukazte, Ze AB je diagonalizo-

vatelna.

ICv. 26.27] Ukazte, ze kazdé diagonalizovatelnd matice s redlnymi vlastnimi ¢isly se d& vyjadiit jako soucin
positivné definitni a symetrické matice.

Pro positivné semidefinitn{ matici A € R™*" dokazte {/det(A4) < 1 trace(A).
[Cv.26.29] Bud'te A, B € R™ " symetrické a Apin(A) > Amax(B). Dokazte, Ze A — B je positivné definitni.

[Cv.26.300 Bud' A symetrickd matice jejiz vlastni éisla jsou vétsi nez 1. Ukazte, ze A — A~! je positivneé
definitni.

[Cv. 26.31] Dokazte, Ze symetrickd matice v blokovém tvaru (

BCT ) je positivné definitni pravé tehdy, kdyz
obé matice A a C' — BA™!B jsou positivné definitni.

A
B

Ukazte, ze positivné semidefinitni odmocnina z positivné semidefinitni matice je jednoznacna.

Bud A € R™" positivné definitni. Ukazte, ze Ay;(A~1)y; > 1,7 = 1,...,n. (Hint: Cauchyho—-
Schwarzova nerovnost.)

[Cv. 26.34] Bud A € R™ "™ symetrickd a b € R™. Ukazte, Ze nasledujici jsou ekvivalentni:
(a) A je positivné semidefinitni na podprostoru Ker(b), to jest 7 Az > 0 pro viechna z € R”
takova, ze bTx = 0.

(b) Matice UAU m4 nezapornd vlastni ¢isla, kde U je matice projekce na Ker(bT).

Pozndmka. Matice UAU reprezentuje zobrazeni x +— Az kdyZz se omezime na podprostor
Ker(bT).

*(c) Existuje a > 0 takové, ze A + abb’ je positivné semidefinitni.
Nad symetrickymi maticemi z R"*" definujme relace < a < piedpisem A < B pokud B — A je
positivné definitni a A < B pokud B — A je positivné semidefinitni.
) Ukazte, ze =< je relace ¢astecného usporadani.
) Necht 0 < A. Rozhodnéte, zda 0 < A1
) Necht 0 < A. Rozhodnéte, zda 2I,, < A+ A~L.
(d) Necht A < B. Rozhodnéte, zda UT AU < UTBU.
)
)
)
)

(e) Necht 0 < A, B. Rozhodnéte, zda 0 < AB + BA.

(f) Necht 0 < A < B. Rozhodnéte, zda A% < B
*(g) Nechtf 0 < A < B. Rozhodnéte, zda B~! < A~1,
*(h) Nechf 0 < A < B. Rozhodnéte, zda vA < v/B.

1Cv. 26.30] Stopa a positivni semidefinitnost (Hint: viz cv. B.32 a cv. [16.30]).
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(a) Bud'te A, B € R"*™ positivné semidefinitn{ a trace (AB) = 0. Ukazte, ze pak AB = 0.

(b) Bud A € R™". Dokazte, Ze A je positivné semidefinitni pravé tehdy, kdyz trace(AX) > 0 pro
vSechny positivné semidefinitni X € R™*",
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27 Bilinearni a kvadratické formy

( )

Bilinearni forma: b: V2 — T

blau + pv,w) = ab(u,w) + Bb(v,w), Va,B €T, Yu,v,w €V,
b(w, au + pv) = ab(w,u) + Bb(w,v), Va,B €T, Yu,v,w € V.

Matice A formy b vhledem k bézi ui, ..., un: a;; = b(u;, u; ).

Kvadratickd forma: f(u) = b(u,u).

.

Ukdzka 27.1 (Bilinedrni forma). Uvazme bilinearni formu na R?

b(x,y) = x1y1 + 2x1y2 + dxoyr + 10z2ys.

Najdéte maticové vyjadieni formy vzhledem ke kanonické bazi.
Resend: Protoze matice A formy je definovand a;; = b(e;, e;), dostavame

1 4
A‘(z 10>’

ba,y) = T Ay = (21 ) @ 140> @’;)

Tuto matici lze nahlédnout i pifimo z rozpisu. U

tedy

Ukdzka 27.2 (Kvadratickd forma). Uvazme kvadratickou formu na R?
f(z) = 2% + 62129 + 1023
Najdéte symetrickou bilinearni formu indukujici f a maticové vyjadieni forem.

Reseni: Formu si vyjadiime

1 3 z
2 2 :
f(z) = o1 + 6z122 + 1023 = (21 2) (3 10> <~"32> .

Nyni médme matici vzhledem ke kanonické bazi

1 3
A= (3 10) ’
a symetrick bilinedrni forma indukujici f je b(x,y) = 27 Ay. O

Ukézka 27.3 (Diagonalizace kvadratické formy). Urcete signaturu matice

1 2 -1
A= 2 5 =3
-1 -3 2

Reseni: Na matici aplikujeme stiidavé elementarni fadkové a analogické sloupcové upravy a prevedeme
na diagonalni tvar takto:

1 2 -1 1 2 -1 1 0 -1
2 5 =3~ 0 1 1]~ 0 1 -1
-1 -3 2 -1 -3 2 -1 -1 2

1 0 -1 1 0 0 1 00

~10 1 -1]~]J0 1 —-1|~10 1 0

0 -1 1 0 -1 1 0 0 0

Matice mé tudiz signaturu dvé jednicky a jedna nula, takze je positivné semidefinitni. O



Cuicent z linedrni algebry 129

Ukézka 27.4 (Diagonalizace kvadratické formy a poldrni baze). Najdéte bazi, vuci niz je diagonaln{
matice kvadratické formy f(z) = 27 Az, kde

1 2 -1
A= 2 5 =3
-1 -3 2

Resend: Na matici A aplikujeme stifdavé elementarni fadkové a analogické sloupcové tipravy a prevedeme
na diagonaln{ tvar, souhrnné ST AS = I,,. Polarni béze je skryta ve sloupcich matice S, kterd predstavuje
matici pfechodu od polarni do kanonické baze. Matici S lze ziskat tak, ze soucasné s upravami matice A
aplikujeme na jednotkovou matici I,, pouze sloupcové tpravy:

1 2 -1]1 0 O 1 2 -1j1 0 O 1 0 -1]1 -2 0
2 5 =3|0 1 0 |~ 0 1 -1(0 1 0 |~ 0 1 =10 1 0 |~
-1 -3 2|0 0 1 -1 -3 2|0 0 1 -1 -1 210 01
1 0 -1|1 -2 0 1 0 01 -2 1 1 0 01 =21
~1 0 1 =110 1 0 ]~10 1 =10 1 0|~ 01 —1]0 1 0 |~
0 -1 110 0 1 0 -1 110 0 1 00 0j0 01
1 0 01 -2 -1
~1 0 1 0|0 1 1
00 0|0 O 1

Bilinearni a kvadratické formy a jejich matice
Ukazte, ze pro kazdou bilinearni formu b plati b(u,0) = b(o,u) = 0.
Je nasledujici bilinedrni formou R? x R? — R?

(a) b(z,y) = 27 + yi + 22201,

(b) b(x,y) = z1y2 + z2y1,
(c) b(z,y) = 1y2 + x2.

Je bilinedrn{ formou zobrazeni b: R™*P x RP*™ — R™*™ definované b(A, B) = AB?
[Cv. 27.4] Bud V vektorovy prostor nad T a f1, fo: V — T linedrni zobrazeni. Ukaite, ze

(a) b(x,y) = fi(x) - f2(y) je bilinedrni forma,
(b) f(x) = fi(z) - fa(z) je kvadraticka forma.

Rozhodnéte, zda nésledujici bilinedrni formy na R? jsou symetrické. Pokud ne, najdéte pro-
tipriklad.

(a) b(x,y) = 2x1y1 + T1Y2 + 32201 — T3Y3
(b) b(z,y) = 21y1 — T1Y3 + 2T2y2 — T3Y1
Najdéte matici bilinearnich forem vzhledem ke kanonické bazi.

(a) b(z,y) = z1y1 — 21Y2 + 3x2y1 + 222y2 — 223y
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(b) b(z,y) = z1y1 — T1Y2 — T2y1 + 222y + DTays + Hx3Y2
Jak souvisi symetrie bilinearni formy a symetrie jeji matice?
Najdéte matici kvadratické formy
flx) = x% 4 2x179 + Qx% — 2913

vzhledem ke kanonické bézi. Déle, najdéte symetrickou bilinedrni formu b(z,y), kterd indukuje
f(z).
[Cv. 27.8 Najdéte kvadratickou formu f nad R? takovou, aby f((2,1)7) =7, a navic
(a) f byla jakékoli,
(b) f byla positivné definitni,
(¢) f byla indefinitni.
Najdéte kvadratickou formu f nad R? takovou, aby
(a) f((LO)T) =1, fF((0,)T) =3, f((2,-3)") =T,
(b) f((1,0)") =2, f(1L,1)T) =2, f((1,2)") = -2
[Cv. 27.10] Najdéte matici kvadratické formy
f(z) = 2} = 2m123 + wow3
vzhledem ke kanonické bazi a postupné nad télesy R, Zo a Zg.
Najdéte matici kvadratické formy
flx) = Qx% + 2z 29 — 22123 — 22023 + x%

vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k bazi B = {(1,1,1)T, (1,1,0)T, (1,0,0)T}. Pouzijte dva
ruzné postupy: z definice a pomoci matice prechodu.

(Cv. 27.12] Necht kvadraticka forma f mé vzhledem k béazi B = {(0,0,1)", (0,1,2)7, (1,2,3)”} matici
1 20
A=12 2 1
01 3

Najdéte analytické vyjadieni f.
Pro zobrazeni b: P? x P2 — R definované b(p, q) = p(0)q(2) ukazte:

(a) b je bilinedrni forma,
(b) najdéte matici formy vzhledem k bazi B = {1, 1+ =z, (1 —x)?},
(c) vyeislete b(1 — x, 2% — 22 + 2) dvéma zpisoby,
(d) najdéte matici formy vzhledem k bazi B’ = {1, z, 22} s vyuzitim té staré.
[Cv. 27141 Bud b: V2 — T bilinedrn{ forma a téleso T charakteristiky rtizné od 2. Pak b se nazyvéa antisy-
metrickd pokud spliuje b(u,v) = —b(v,u) pro kazdé u,v € V.
(a) Ukazte, ze kazda bilinearni forma lze rozlozit na soucet symetrické a antisymetrické.
(b) Aplikujte postup na bilinedrni formu b(x,y) = x1y1 — 2x1y2 + 4x1y3 — 622y3, a najdéte matice
vsech forem vzhledem ke kanonické bazi.
(c) Bud f(u) = b(u, u) kvadratickd forma indukovana antisymetrickou bilinedrn{ formou b. Ukazte,
ze f je nulova.
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[Cv. 27.15] Vektorovy prostor, tvofeny formami.
(a) Ukazte, ze bilinedrni formy, symetrické bilinedrni formy a antisymetrické bilinedrni formy na
prostoru V' tvoii vektorové prostory a urcete jejich dimenze.

(b) Ukazte, ze prostor bilinedrnich forem je direktnim souc¢tem prostoru symetrickych a antisyme-
trickych bilinedrnich forem.

c azte, ze kvadratické formy na prostoru V tvoii vektorovy prostor a urcete jeho dimenzi.

Ukazte, ze kvadratické f t V tvori vekt 7 t cete jeho di i

Bud' V vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky ruzné od 2. Ukazte, 7Ze kazd4 symetrickd
bilinedrni forma b: V2 — T je uréena hodnotami b(v,v), v € V. To v disledku znamens, 7e ze

znalosti kvadratické formy jsme schopni zrekonstruovat jednoznac¢nou symetrickou bilinedarni formu,
kterd ji indukuje.

[Cv. 27.17] Jednoznac¢nost kvadratické formy.

(a) Necht A, B € T™™" jsou symetrické a necht 27 Az = 27 Bz pro véechna z € T". Rozhodnéte,
zda A = B.

(b) Rozhodnéte, zda matice kvadratické formy vzhledem k dané bazi je jednoznac¢na.
(c) Najdéte matici kvadratické formy nad Zy vzhledem ke kanonické bézi: f(z) = 23 + 23.

(d) Rozhodnéte, zda kvadratickd forma je jednoznaéné urCena obrazy béaze.

Sylvestruv zakon setrvacnosti

[Cv. 27.18] Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi

2 -1 1 3 -3 -1 3 -1 -1
(a) A=|-1 1 1], B=|-3 3 1|, c=(-1 5 =2
1 1 5 -1 1 5 -1 -2 5
01 2 1 -1 2 01
byD=[11 1], E=(-1 -1 0 ,F:<1 0>
2 10 2 0 -1

a urcete bazi, viiéi niz je matice formy diagonalni.

Diagonalizujte kvadratickou formu s matici

I, A
b= <AT on>’

kde A € R™*™ m4 hodnost n.
[Cv. 27.21] Rozhodnéte, zda matice A € R™*" definovana a;; := min{é, j} je positivné definitni.

Uvazme relaci kongruence, kdy A, B € R™*" jsou v relaci pokud existuje regularni S tak, ze
B=STAS.

(a) Jaké vlastnosti ma relace kongruence?

(b) Kolik existuje tfid ekvivalence?

[Cv. 27.23] Vyjadiete kvadratickou formu f(z) = 27 Az jako soucet ¢tverci linedrnich forem, kde
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1 -2 1
(a) A=1-2 5 =3,

1 -3 2

2 -2 2
b) A=|-2 5 1

2 1 5

Ukaite, Ze dan4 rovnice popisuje elipsu v R? a zjistéte jeji charakteristiky (postupem z prednasky).
(a) 522 + 8zy + 5y% = 1,
(b) 1322 + 102y + 13y? = 72.

[Cv. 27.25] Mé&jme n pozorovani zi,...,x, € R. Primér je definovan jako Z = %2?21 x; a rozptyl jako

o2 =" (z; — )% Ukazte, ze o je kvadratickd forma, najdéte jeji matici a urcete signaturu.

Ukazte, Ze pro kazdou realnou kvadratickou formu existuje matice A této formy, ktera je blokoveé
diagondlni s prvky 0, 1 a (9 }), nebo —A4 mé tuto vlastnost.

[Cv. 27.27 Piipomenme, 7ze matice A je antisymetricks pokud AT = —A.

diagondlni a jeji bloky jsou bud’ nuly nebo maji tvar (_01 é)

(e) Ukazte, ze hodnost antisymetrické matice je sudé ¢islo.

[Cv. 27.28 Bud' A € R™ ™ positivné definitn{ a definujme B € R™*™ po slozkach b;; := a;;/./@ia;;. Ukazte,
ze B je positivné definitni, na diagonéle mé jednicky a mimo diagonalu m4 ¢isla v absolutni hodnoté
mensi nez 1.

[Cv. 27.29] Plati Sylvestruv zdkon setrvacnosti na komplexnim prostoru?
[Cv. 27.301 Ukazte, 7e pro symetrické A, B € R™ ™ stejné hodnosti existuje S € C**" takova, ze ST AS = B.
[Cv. 27.3T] Uvazujme kvadratické formy na R™.

(a) Ukazte, ze formy tvoii vektorovy prostor.
(b) Urcete dimenzi tohoto prostoru.

Zvolte si kvadratickou formu f nad R* se signaturou (1,1, —1, —1), a najdéte podprostor V € R*
dimenze 2 spliujici f(z) = 0 pro vSechna x € V.

[Cv. 2733 Bud f: V — R kvadratickd forma a h: V — V isomorfismus.

(a) Ukazte, ze f o h je kvadratickd forma na V.
(b) Ukazte, ze obé kvadratické formy f, f o h maji stejnou signaturu.
[Cv. 27.34] Bud A € R™ "™ positivné semidefinitni a B € R™*" symetrickd. UkaZte, Ze AB m4 stejny pocet
redlnych kladnych, zdpornych a nulovych vlastnich ¢éisel jako B (srov. cv. 26.20]).
Daéle ukazte, ze kazda diagonalizovatelnd matice M € R™*" s redlnymi vlastnimi ¢isly se da vyjadrit
jako souéin positivné definitni a symetrické matice.

[Cv. 27.35] Simultanni diagonalizovatelnost.

(a) Bud A € R™*" positivné semidefinitni a B € R"*"™ symetrickd. Ukazte, ze existuje redlnd C €
R™*™ takova, ze obé matice CT AC a CTBC jsou diagonalni. Tudiz A, B mizeme simultanné

diagonalizovat. (Hint: Odmocnina z A.)
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(b) Bud'te A, B € R™ " positivné semidefinitni. Ukazte, ze det(A + B) > det(A) + det(B).

Bud A € R™" symetrickd a A; nechf znaé&f levou horni podmatici A velikosti i, tj. vznikne
z A odstranénim poslednich n — i fadku a sloupcu. Predpokladejme, ze det(A;) # 0 pro vSechna
1 = 1,...,n. Ukazte, ze signatura A neobsahuje nuly a pocet —1 je roven poctu zmén znaménka
posloupnosti det(A41),...,det(Ay). (Hint: Analyzujte vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych
uprav.)
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28 Maticové rozklady (QR rozklad a SVD)

Ukéazka 28.1 (QR rozklad). Najdéte QR rozklad matice

0 —-20 -14
A=(3 21 -4
4 11 =2

Resend: Nejprve si sestavime Householderovu matici, kterd prevede prvni sloupec matice A na vektor
(1 4:11,0,0)" = (5,0,0)". Definujme

uy = Ay — ||Asiler = (=5,3,4)7,
pak hledanou matici je

T [0 15 2

Qii=I; — 2L — (1 16 -1
Y1t 20 —12 9
Po prendsobeni matice A dostaneme
5 25 -4
R1 = QlA = 0 0 —10
0 —25 -10

Tedy skutecné se eliminuji vSechny prvky pod prvnim pivotem.
Podobné postupujeme v druhé iteraci pro podmatici

0 -10
Az = (-25 —10> ‘
Definujme

ug == (0, —25)T — 25e; = (—25,-25)7,

a sestavime se Householderovu matici

T
o gUgUy 0 -1
Q2 =1 2T —<_1 0).

Us Ug

Prendsobenim dostavame
25 10
Ry = Q14 = <0 10).

Ted uz miZeme iterace ukonéit, protoze Rs uz je horni trojihelnikové matice s nezdpornou diagonalou.
Nyni dopocitame kyzeny QR rozklad A = QR takto

1 0 L [0 —20 -15 5 25 —4
Q:Q1<0 Q>:% 15 12 —-16|, R=[(0 25 10
2 20 -9 12 0 0 10

Matice @) tedy vznikla souc¢inem vSech Householderovych matic pouzitych béhem iteraci, s tim, ze je
musime rozsifit na rozmér n x n. Matice R zase vznikla z Ry nahrazenim bloku vpravo dole matici Rs;
ve vyS§Sich dimenzich by se nahrazovalo postupné. O
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Householderova matice

Householderova matice: H(u) = I, — ﬁuuT, u # o.
Householderova transformace y = H(z — y)z, kde = # vy, ||z||2 = |ly|2.

[Cv. 2811 Ukazte, 7e kazda Householderova matice je tvaru I,, — 200, kde |lv]|2 = 1.
[Cv. 282 Ukaite, ze kazda Householderova matice H spliuje H ' = H.
Doplnéni na ortonormalni bézi.

(a) Bud u € R", |lul]|2 = 1. Sestrojte ortogonalni matici @ s prvnim sloupcem rovnym wu. (Jinymi
slovy: dopliite u na ortonormalni bézi R™.)

(b) Doplitte u = 1(1,1,1,1)T na ortonormaln{ bézi R*.
Necht H(u)x = x pro jisté u,z € R™ Dokazte u L z.

Urcete vlastni ¢isla, vlastni vektory a determinant H (u).

QR rozklad

Najdéte netrividlni piiklad, kdy QR rozklad neni jednoznacny.
[Cv. 287 Necht A = QR je QR rozklad. Uréete QR rozklad matice A pro o € R.

[Cv. 28.8] Sestrojte QR rozklady matic:

(a) €,

Pro matici A =

— = =
O NN O N

(a) najdéte QR rozklad,
(b) najdéte ortonormalni bazi S(A),
(c) najdéte matici projekce do S(A).

[Cv. 28.101 Blokovy rozklad:

(a) Pokud A; = Q1R1 a Ay = Q2R3 jsou QR rozklady, najdéte QR rozklad (%1 122 ) Jaké musi

mit matice Ay, Ay rozméry?

(b) Pokud A1 = Q1 R; a Az = Q2R jsou QR rozklady, najdéte QR rozklad (’%1 ﬁz >

Pomoci QR rozkladu (nejlépe jen jednoho) vhodné matice popiste vechna feSeni soustavy Ax =
b, kde A mé linearné nezavislé radky.

[Cv. 28.12] Urcete ortonormalni bazi Ker(1,2,2,4).

[Cv. 28 13| Za pouziti software na pomocné vypocty urcete:
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(a) ortonormélni bdzi S(A) pro
-4 -2 -4 =2
A= 2 -2 2 1
-4 1 -4 =2

(b) projekci v = (3,3,3)7 do S(A).
Pomoci QR rozkladu dokazte vétu o Choleského rozkladu (nebo jeji variantu ¢i zobecnéni) pro
matici tvaru A = BTB, kde B € R™*".

SVD rozklad

( )

SVD rozklad: A =UXV7, kde S = diag (01,...,0,,0,...,0),
U,V ortogonalni,
Redukovany SVD rozklad: A = U, S Vi kde S = diag (ay,...,0,),
Pseudoinverze: AT = V,$71UT.

&

[Cv. 28.15] Urcete singuldrni ¢isla matic:

(@) (80),
(b) (1111);
(c) a=(a1,...,a)",
(d) a=(ar,...,an),
(e) a= 1ag(a1, cy ),
(f) symetrické matice s vlastnimi ¢isly Aj, ..., Ay.
(g) positivné definitni matice s vlastnimi ¢isly Aj,..., Ay,.
0 a 0 ... 0
0 )
(h) A= 0
0 . . ang
a, 0 ... 0 0

Bud A = zy”, kde z,y € R™. Uréete o1(A), p(A) a porovnejte je. Kdy se rovnaji?
p

Ukazte, ze matice A € R™™ m& nulové singuldrni ¢islo préavé tehdy, kdyz mé nulové vlastni
¢islo.

[Cv. 2818 Necht matice A € R™™ m4 singuldrni &fsla o1 > ... > o,. Dokazte:

(a) on < ||Aix|]2 pro libovolné i =1,...,n.
(b) p(A) < on.

[Cv. 2819 Necht vsechna singuldrn{ ¢isla matice A € R™*" jsou stejnd. Ukazte, Ze A je ndsobek ortogonaln{
matice.

[Cv. 28200 Necht regularni matice A € R™™ ™ m4 singuldrni ¢isla o1 > ... > 0,. Najdéte singuldrni ¢isla
matic AT, A1 a adj(A).
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: . , . R . . m A .
[Cv.28.21] Necht matice A € R™*" m4 singuldrn{ éfsla o1 > ... > o, > 0. Ukaite, Ze matice (BlT 0 ) ma

za nenulova vlastni ¢isla oq,...,0., —01,...,—0p.
Vime, ze matice AB a BA maji stejnd (nenulova) vlastni ¢isla. Co singuldrni ¢isla?

Najdéte SVD rozklad matice A € R™*" kterd ma ve sloupcich ortogonalni vektory délky
di,...,dy, > 0.

Poldarni rozklad matice A € R™" je rozklad A = PQ, kde P je positivné semidefinitni a @
ortogondlni.

(a) Ukazte, ze kazdd matice A € R™™ m4 poldrni rozklad.

(b) Ukazte, ze matice P je jednoznacné urcend tak, ze vyjadiite P = VAAT .

(c) Zobecnéte tvrzeni na obdélnikové matice: Kazdd matice A € R™*™ m > n, md rozklad
A = PQ, kde P je positivné semidefinitni a () mé ortogondlni sloupce.

(d) Najdéte polarni rozklad matice a € R™.

(e) Ukazte, ze poldrni rozklad a SVD rozklad jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze jeden lze snadno
odvodit z druhého.

Pseudoinverze

[Cv. 28.25] Urcéete SVD rozklad a pseudoinverzi pro

(a) - Om ;10

(b) A =diag(ay,...,an), a1 > ... >a, >0,
(c) A=diag(ay,...,an),

(d) matici A s ortonormalnimi sloupci.

ICv. 28.26] Dokazte:
(a) AAT je symetricka,
(b) A= (ANTAT 4,
Bud A € R™*", Ukaite, 7Ze

(a
(b) ATA je matice projekce do R(A),

)
)
(c) I, — ATA je matice projekce do Ker(A),
(d) Ker(A) = S(I, — ATA).

Bud A € R™*" b€ R™ a pro soustavu Az = b ukazte, Ze

AAT je matice projekce do S(A),

(a) mé (aspoi jedno) feseni pravé tehdy, kdyz AATH = b,

(b) m4 nanejvys jedno feseni pravé tehdy, kdyz AAT = I,,,

(c) ma pravé jedno feseni pravé tehdy, kdyz AATh = b a AAT = I,

(d) ma-li aspori jedno feseni, pak viechna feseni jsou vyjadiit jako ATh 4y — AT Ay, kde y € R™ je

libovolné.

Ukazte, ze pokud plati C = AX =Y B, potom existuje matice Z takovd, ze C = AZB. (Jinymi
slovy, pokud sloupce matice C jsou z prostoru S(A) a fadky z prostoru R(B), pak matici C' muzeme
vyjadrit nardz jako kombinaci sloupcu A i rddku B.)

Cv. 28301 Ukazte, ze maticova soustava rovnic AX B = C s libovolnymi maticemi vhodnych rozmériu ma
feseni pravé tehdy, kdyz AATCBTB = C. Navic, mnozina fesenf je tvaru X = ATCB' + YV —
ATAY BBT, kde Y je libovolnd matice pifslusnych rozméri.
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Maticové normy
Pro¢ neni spektralni polomér maticovou normou?

Dokazte, ze pro P matici projekce do netrividlniho vlastniho podprostoru plati

Pllz = [[I=Pll2.
Ukazte, ze pro libovolnou matici A € R™*" je max; j |a;;| < ||Afl2.

Ukazte, ze Frobeniova a p-norma jsou skuteéné maticovymi normami.

Bud A € R™". Dokazte ||All2 < ||A|lr < /n||All2 a ukazte, ze meze nelze zlepsit.

Bud A € R™ " reguldrni a \ jeji vlastni ¢islo. Dokazte ||A~1|51 < |A| < [|A|2.

Ukazte, ze pro Frobeniovu a maticovou 2-normu plati

Plati tvrzeni i pro jiné normy?

Al = [1AT].

Ukazte, Ze pro kazdou matici A € R™*" a pro kazdé € > 0 existuje diagonalizovatelnd matice
A" € R™ ™ takova, ze ||[A — A'||l2 < e. (Tedy libovolné blizko k matici se nachdz{ diagonalizovatelna
matice.)

Bud A € R™*". Dokaite, Ze ze viech symetrickych matic je matice 3(A+ AT) nejblize k matici A
ve Frobeniové a maticové 2-normé.

[Cv. 2840 Bud A € R™"™ a Y = USVT jeji SVD rozklad. Dokazte, Ze ze viech ortogonélnich je matice
UVT nejblize k matici A ve Frobeniové a maticové 2-normé.
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I rd
29 OpakOVanl Opakovani Opakovdni Opakovadni Opakovani Opakovéni Opakovani

V této sekci uvadime rekapitulaéni dlohy pro predeslé sekce [TGH28]

[Cv. 29.1] Pro standardni skaldrni sou¢in v R™ dokazte poucku (z,y) = ||z|| - ||yl cos (), kde ¢ je tihel
mezi vektory z, y.

[Cv.29.2] Bud'te U,V dva realné vektorové prostory se skaldrnim souc¢inem. Linedrn{ zobrazeni f: U — V
ag: V — U jsou navzdjem adjungované pokud pro véechnau € U av € V plati (f(u),v) = (u, g(v)).
Zde piirozené (f(u),v) je skaldrni soucin ve V a (u, g(v)) zase v U. Ukazte:

(a) Ke kazdému linedrnimu zobrazeni f: U — V existuje nejvyse jedno adjungované zobrazeni
g:V-=U.

(b) Uvazujme linedrni zobrazeni f1, fo: U — V a g1,92: V — U. Jsou-li f1 a g1 adjungované a fo
a go adjungované, pak f1 + fo a g1 + g2 jsou také adjungované.

(¢) Jsou-li f: U — V a g: V — U adjungované, pak af a ag jsou adjungované pro libovolné
a € R.

(d) Jsou-li f1: U =V agy: V — U adjungované, a jsou-li fo: V.— W a go: W — V adjungované,
pak fo o fi a g1 o go jsou také adjungované.

(e) Budte f: U — V a g: V — U linedrni zobrazen{ a A resp. B jejich matice vzhledem k orto-
normalnim bazim By, By resp. Bo, B1. Pak f, g jsou navzajem adjungované pravé tehdy, kdyz
A= BT

(f) Jsou-li U,V koneéné generované, pak pro kazdé linedrni zobrazeni f: U — V existuje prévé
jediné s nim adjungované.

(g) Budte U,V kone¢né generované a f: U — V linedrni zobrazeni. Pak jiddro adjungovaného
zobrazeni tvoii f(U)* a obraz tvoii Ker(f)*,.

[Cv. 29.3] Slunce zrovna vychéazelo nad hory, kdyz sip vystfeleny indidnem protnul slune¢ni kotou¢ a stin
§ipu se promitnul na starou bizoni kuzi. Uréete, kolikrat byl stin mensi nez vlastni §ip, pokud vime,
ze slunce se nachdzelo ve sméru vektoru (3,2, 1)T, sip byl vystieleny z bodu (1,2, 3)T po piimce se
smérnici (5,5,5)7 a bizonf kiize se susila kolmo na sluneéni paprsky.

[Cv. 29.4] Ukazte, ze ortogonalni matice fadu 2 musi byt tvaru (fb 2) nebo (g b ), kde a® +b* = 1.

a

Najdéte linedrni zobrazeni f: R™*™ — R™*™ takové, aby det(f(X)) = 211 det(X) a navic:
(a) f(In) = A, kde A € R"™" je dané,
(b) f(A) = B, kde A, B € R™ " jsou dané a A regularni,

(c) najdéte co nejvetsi tiidu takovych linedrnich zobrazeni.
Pro linedrni zobrazeni f(z) = Az, kde A € R™*"™ ukazte

(a) R(A) je isomorfni s f(R"™),
(b) R(A) je isomorfni s f(R(A)).

(Tudiz f(z) omezeno na R(A) tvori isomorfismus.)

Dokazte, ze v kazdém kroku Gaussovy—Jordanovy eliminace se kazdy nenulovy prvek matice dd
vyjadrit bud jako determinant, nebo podil dvou determinantii podmatic ptivodni matice.

Pro jaké hodnoty x je matice A reguldrni?
x4+ a as ... anp,
ai r+ay ... anp

A=

aq a9 R A )
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[Cv.29.9 Bud A € R™" diagonalizovatelnd a A1,...,\, jeji vlastni ¢isla (bez ndsobnost{). Ukazte, Ze
existuji matice Aq,..., A € R™ "™ spliujici najednou vsechny nasledujici vliastnosti

(d Zf:l A; = In,

Matice sousednosti Ag € R™*" (neorientovaného) grafu G = (V, E) je definovéna jako (Ag)j =
1 pokud {i,j} € E a (Ag)i; = 0 jinak (srov. cv. 15.22).
(a
(

) Urcete vlastni ¢isla a vektory matice sousednosti uplného grafu K.

b) Urcete vlastni ¢isla a vektory matice sousednosti tiplného bipartitntho grafu Ky, .
)
)

(c
(d

Urcete spektralni polomér matice sousednosti cyklu C,.

Urcete spektralni polomér matice sousednosti hyperkrychle @,,. Ta je definovana tak, ze vrcholy
tvoii binarni vektory délky n a hrany vedou mezi vrcholy liSici se v pravé jednom bitu.

—~
D

Urcete nejveétsi vlastni ¢islo matice sousednosti d-reguldrniho grafu (vSechny stupné rovny d).

(f) Uvazme d-regularni graf G. Dokazte, Ze G je bipartitni praveé tehdy, kdyz nejmensi vlastni ¢islo
Ag je rovno —d.

(g) Uvazme d-reguldrni graf G. Dokazte, Ze G je nesouvisly prave tehdy, kdyz druhé nejvétsi vliastni
¢islo Ag je rovno d.

[Cv. 29.11] Bud A € R™*" hodnosti m.

(a) Spocitejte projekei do Ker(A).

(b) Dokazte, ze projekce se dé ekvivalentné spocitat jako u-slozka feseni soustavy
I, AT\ (u (b
A 0,/ \v) \o/°

T
Bud P € R™ "™ positivné definitni a A € R™*™ hodnosti m. Dokazte, Ze matice <Z 1% > je

regularni.

Bud P € R™" positivné semidefinitni a A € R™*" hodnosti m. Dokazte, Ze néasledujici
P AT
A 0 )

podminky jsou ekvivalentni s regularitou matice M = <

(a) Az =0,z #0 = 2Pz >0.

(b) Ker(P)NKer(A) = {o}.

(c) FTPF je positivné definitn{, kde F € R™ (™) je matice spliujici R(F) = Ker(A).
(d) P+ ATRA je positivné definitni pro néjakou positivné semidefinitni matici R.

Daéle ukazte, ze je-li M reguldrni, pak ma n kladnych a m zdpornych vlastnich éisel.

Bud'te A, B € R™*™ symetrické a A positivné definitni. UkaZte, Ze existuje matice R takovd, Ze
RART = I, a R BR je diagonalni (tedy tak trochu diagonalizujeme obé matice najednou!).

[Cv.29.15] Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim souéinem a wi,...,w,, € V. Pfipomenme, Ze
Gramova matice G € R™*™ je definovand G;; = (w;, wj). Ukazte:

(a) G je positivné semidefinitni.
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(b) Jsou vektory wi,...,wy,, linedrné nezdvislé, tak G je positivné definitni.

(c) rank(G) = dim(span{wy, ..., wmy}).

(d) Bud V=R"aW := (w; | -+ | wp,). Pak existuje positivné definitn{ matice A € R"*" takov,
ze G=WTAW.

[Cv.29.76] (a) Bud A € R™ ™ symetrickd a B ortonormalni béze prostoru R", sklddajici se z vlastnich
vektorii matice A. Vyjddiete hodnotu kvadratické formy 2”7 Az vzhledem k soufadnicim [z]p.

(b) Adaptujte predchozi pro piipad, kdy A je positivné definitni a B je libovolna ortonormalni
béze pii skaldrnim soucinu (z,y) := 2T Ay.
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30 Humor a zajimavosti

Humor

\Cv. 30.1] Dopliite posledni Fadek:

Nemam rad permutace.
Permutace nemam rad.
Rad nemam permutace.
Nemam permutace rad.
Rad permutace nemam.

Pro¢ je sbirka tloh z linearni algebry nestastnd?
[Cv. 30.3] Co je to dilemma?

ICv. 30.4] Zjistéte, pro¢ ma Turecko na 10 lirové bankovce napséno

n

Arf(q) = Zq(ai)q(bi) € Zs Yai, by, i=1,...,n
i=1

a co to znamena.

(Novorocni) Vyjédiete nezndmé matice X,Y,Z z nésledujicich vztahtu. VSechny matice jsou
reguldrni a Y, Y jsou rizné matice.

(a) BINYX ™S = (S7'B)T(TA),
(b) (NO)~ 1Y(AY) L_ya-t
(c) (Z")"NCK)" = (R) (OT) er,

Zajimavosti
[Cv. 30,6l Bud C' € R"*"™. Pak C' = AB — BA pro néjaké A, B € R™*" pravé tehdy, kdyz trace(C) = 0.

Bud C € R™". Pak C = ABA™'B~! pro néjaké regularni A, B € R™*" privé tehdy, kdyz
det(C) = 1.

[Cv. 308 Bud A € R™*" B € RPX9, C € R™*4, Pak C = AX — Y B pro néjaké X € R™X4 a Y € R"*P
pravé tehdy, kdyz rank (’6‘ g) = rank (A 0 )

(Frobenius, 1897) Kazdé linearni{ zobrazeni f: R™*™ — R™ ™ gpliujici det(f(X)) = cdet(X)
pro dané ¢ # 0 musi byt bud tvaru f(X) = AXB nebo f(X) = AXTB, kde A, B € R™*" jsou
pevné matice takové, ze det(AB) = c.

[Cv. 30.101 Kazd4 matice A € R™*"™ s kladnym determinantem se d& vyjadfit jako soucin péti positivné
definitnich matic. (Zkuste to pro A = —I5.)
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31 Otevrené otazky

Je kazda kladnd matice A € R™™" diagonalizovatelnd (z pohledu teorie vlastnich ¢isel)?
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Reseni

Cast [
Cv. 1.3 Ano. Cv._ 231 (a) (1,2,4,...,2"7Y),
Cv. 110 Ano. (b) (1,=2,3,—4,...,(=1)""'n).
Cv. 1.13] Rovina = + z = 2.
2. Cv. 3.8 (a) Ne, (b) Ne.
Q=25 -3 (a) 0 nebo 1, (b) Ne, (c) Ano.
B Cv. 3.20] Ne.
Cv. 3211 C = (& 9).
1 f(x) = 75 Cv_3.31 (a) Ne, (b) Ne, (c) Ne.
(—1/2,-5/2).
7 (10, 20, 30, 40). Cv._4.1] Singulérni.
(a) (1,0,2), (b ) (1,2,3). Cv. 4.2 Singuldrni.
v 0. 19 (a) ( ) (2’ ) Cv. 4.4] Nemusi.
()(001)+(1—20) Cv. 45 Proa#b, a# (1—n)b.
[Cv 213 (2,1,0) +t(—1,0,1), t € R. Cv. 47 (a)n=1, (b) n=1,2.
Jen (a), (b). Ce Tl 4 (251, (0, i),
15. - Cv 41T L (31 B _54), (é 2 _21), 3.
Cv. 219 (a) (1g01> —1001) (b) (0,=1), (c) (1,—1). 1 -1-2/"310 1
Cv. 2.24] Ano. C—1B~1A-1 AT,
Cv. 225 (2,1,1), (1,0,3), (4, —1,-1). ‘(“)10' e V)
. Cv. 419 (a) X = B YA 'DCHT, b) X =
(-1,2). W
[Cv.2.27] Nem4 feseni. e 1 . 2-10 .0
Cv. 228 (a) 2 =1/3,y=6, 2 =1/2, , . R -2
b) x=16/9, y = 3/2, z = 2. Cv. 422 )z | . 7 @] gy
(b) /9,y =3/2,
. IR | .. .
Cv.2.29] (b) pro a = —1:1, 1 .. 1 2-n (:) - : 31 —11
proazl:[10]+t( 1), t R, _ . .
pro a # +1: 1+a(1+a+a a), Cv. 4.23] (fﬁ ;I:)
(c) proa=3/4:1, Cv. 4.35] Ne.
jinak: 7L (3a% +a + 1,1 - 3a%), Cv. 24T (a) (631 _11>, (b) ( ! 31).
(d) proa=—1:10, L4 =2 -l 2
proa=0:[1,0,0] +¢(0,1,—-1), t € R,
jinak: 1+a(1’1’ 1). (Cv. 5.3 Ano.
(a) prob=(t,s,—2t+s,—t+s), t,s € R, Cv. 5.4 (a) Ano, (b) Ano, (c) Ano.
(b) pro kazdé b € R3. Cv. 5.6l (d) Ne, (e) Ne.
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Cast IT
Cv. 16.11 (b) 4 — 26, 11 + 24, —7 — 244, —1 — 2i, 0.
(c) ano.
Ano.
Cv. 16.4] (a) arccos(—v/2/2) = 135°, _ _
(b) arccos(v/6/3) ~ 35.26°. Cy. 19.13] Ano.
Cv. 16.7 —1,0)7 -7, : n
6.7 (a) (2,—-1,0)", (b) (1,1,-1) (a) (=1)", (b) (-1 ){QJ
Cv16.15 (a) Ne, (b) Ne, (¢) Ano. (C)Q”?’ —90
0 (a’) e’ ( ) € (C) n (d) 4 9 2 ( ) (1_0/2)3’
[Cv. 1623 u L v. (f) 12345, (g) —4, (h) abe.
) 4 4
Cv. 20.13] Nezméni.
Cv. 175 Projekee (1,1,1)7, vzddlenost 2. Cv_20.15 4.
(1,1073,1073)7, (0,0, —1)7, (0, —0.709, —0.7MW20.16] n? — n — 2.
Cv. 2018 0.
oty £ Cv. 20,201 412.
Béze (2,5,10,1)T. o077 Ne.
[CvI8TI0 (a) v = (3,4,4)7, w = (0,-2,2)", (b) rvon97 4
v=(4,1,3,4)T, w=(-3,1,1,2)T
Cv. 2025 +1.
Cv. 18111 7.
Cv. 2028 3, 6.
Cv. 1812 7.
Cv. 2029 a;.
Cv. 1813l (a) 7, (b) 10, (c) 6.
Cv.20.30) det(A").
Cv. 1814 I,, — P. _
Cv. 2032 2, 1, 1.
(v IR OF 1 (422 T T
Cv. I825) (2) 5 <§ i %)’ (b) erer +esey, (c) Is. Cv. 2033 det(A) = —6, det(B) = 5i.
Cv_ 1820 (a) S(P). Cv. 2034 (a) (—1,1,0)7, (b) (5,1,5)T.
(v IR2R (a) 1974 by le¥ed Cv. 2036 ((a? + 2 v?)/(2ac), (B*> + & —
flall [la] a?)/(2bc), (a? 4+ b — ) /(2ab))7 .
[Cy_1844] 2.1961.
A 2190 Cv. 2037 1.
~ Q _ 0.507t
y=9.731e¢ . I
Cv. 2040 (a) +y—1= 0, (b) 2% +y*—dz—2y+1 = 0.
Cv. 19.1] Ne.
n+ 1.
[Cv. 19.6] Ano.
Cv. 2047 2™ + (—1)"+Hyn,

Cv. 19.8] 2™.

Cv. 19.9] 2™.

(a) x =1, (b) Pro ap = 0 je x € R, jinak

xe{ay,...,an}
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(v 2040 A = ¢ —aTh, B=0pron > 2, C = (v.2235 a = 6.
(a? — v?)".

Cv. 22471 (b) 1A — 315, (c) 145A — 541,.

1
3
A= (=12 B = (=2)(n - 2),

C = nl(—1)"L, D = nl. Nulova.
: P ED 5 JNY TR no (a) ano, (b) ano.
A== B=1+ 24,
C = (a—b)" + nb(a — b)" 1, (a) £1, (b) O a 1.

D =TI (a; —b)+ > 7" b1 .i(a; —b).

Cv.20.56] 1 —aTb.

ZAdné nem4.

Cv. 22.53| Vlastni ¢isla —1 a 1.

2 4\ [C 5 { ¢isl 1.
Cv 210 adj(A) = (73 —12)’ adj(B) = (71 11 % )7 Cv. 22.54] Vlastni ¢isla 0 a
d(C) <a2 —g 1—a> d (D)
al = 0 —a |, a = .
! 0 @ ! Ce238 (a) (94), (0) (5.%). (©) (90)
1 —a ac—b
<8 o 1 ) Cv.93.6 Ne
Cv. 212 (4. 20). Cv. 238 Ano, ne.
A (4.0 pro ad # be. Cv. 23.20] Ne.
I,. Cv. 23.24] Ano, ne, ne.
Ne. Cv. 23311 A= —2I,.
Cv_2111 Ano. Cv. 2333 (50 4), 5(13).

0,1,1,2,—3.

Cv 221 (a) 1 : (1,0)T, 2 : (0,1)T, (b) 0

(1’0)T7 (071)T7 ()1 (170)T’ (0, 1)T. (a) ¢; = ca =0 nebo ¢1,c9 # 0.

(a) 1: (1,007, (b) 1+ : (1,1 £0)7T, (c) b

—2:(1,-1)7T, 4:(1,-2)T. (a) 5, (b) 4, (c) 10.

i L~ I~ L~ L~ I~
x = o e

Cv.22.3 (a) 0 : (1,1,-1)T, -1 : (1,2,-1)T, 2 : Jak kdy.
(-1,1,2)", (b) 1: (1,2,1)", 22 (1,1,0)7,
30 (1,2,2)7, (¢) 0 : (=1,1,4)7T, 2 Nékde v [n — k,n].
(LLO)Ta -9: (2a _2a 1)Ta d)2 : (Llal)Ta
—1:(1, _1’0)T’ (1,0, _1)T_ Cv. 23.44] Max. dvakrat.
Cv. 221710 a 1. V ) ) .
Cv. 247 Napi. (11, nr, Z(L-L0)",
Cv. 22,18 (a) vlastni &isla 0 a c’'d, %(1, 1,-2)T. Matice P je matici projekce
(b) vlastni ¢isla 0 a n. do span{z, y}.
Cv. 2220l a + b, a — c. Cv. 248 + (92) nebo i%(ng 2).
Cv. 22211 ab > 0. Ne.
Cv. 22.31] Ano. (a)—(b) Ano, max. o €.
Cv. 22.33 7. Cv. 2428 1:2.
Cv. 2230 a=1,b=2. Cv. 2429 2:1: 3.
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Cv. 2430 1:2: 1.

Cv.24.32 (a) (§4), (b) (§50)s () (

[Cv. 25.1]1 Ano.
Ano.
1.

Cv. 255 1079,

[Cv26.6] Jen A = 0.
V267 7.

Oy 2610 a > 2.
w2610 L= (7 57)-
comm - (4 71)

z=(1,3,2)T.

0
1

1
0

).

(a) Ne, (b) Ano, (c) Ne.
Ne.

(a) Ne, (b) Ano.

1 0 -1
Cv_ 2710 <0 0 1/2>,3ﬂ, (58%>.
“11/2 0 220
. 131
e 2213 (v) (131). (0) 2

(a) A, B ~ diag(1,1,0), C' ~ diag (1,1, 1),

(b) D ~ dla‘g (17 _170)7
E ~ diag (1,-1,-1),
F ~ diag (1,-1).

(b) ("£2).

Cv. 285 det(H(u)) = —1.

Cv. 2815 (a) 0 a1, (b) 0 a v/8,
(c)~(d) [lall2, pokud a # o.

Cv. 208 z #0ax#—Y . a;.
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Znaceni

Mnoziny
N, Z, Q, R
Ln,
U+V
UxV
2M

, C mnozina pfirozenych, celych, racionédlnich, redlnych a komplexnich ¢isel

mnozina {0,1,...,n — 1}, s¢itdn{ a ndsobeni modulo n

soucet mnozin (tj. i prostoru), U+ V ={u+v;u € Uv eV}
kartézsky sou¢in mnozin, U x V = {(u,v); u € U,v € V'}
mnozina vSech podmnozin mnoziny M

Matice a vektory

El(a)
Eij Oé)
E;;
rank (A)
trace (A)
AT

A*

At

A
pa(N)
p(A)
C(p)
REF
RREF
A
Ay
diag(v)
Je(A)
O, 0
Ly

I,, I
€

e

[

2]]2

elementarni matice pro vynasobeni i-tého Ffadku ¢islem « # 0
elementarni matice pro pri¢teni a-nasobku j-tého rfadku k i-tému
elementarni matice pro prohozeni dvou radku i, j

hodnost matice A

stopa matice A, trace(A) = 1" | A;

transpozice matice A

Hermitovska transpozice matice, A* = A’

pseudoinverze matice A

norma matice A

charakteristicky polynom matice A

spektralni polomér matice A, nejvétsi absolutni hodnota z vlastnich ¢isel
matice spole¢nice polynomu p(z)

odstupniovany tvar matice

redukovany odstupnovany tvar matice

-ty fddek matice A

j-ty sloupec matice A

diagondlni matice s diagonalnimi prvky vq,...,v,

Jordanova buiika

nulovd matice (vSechny slozky jsou rovny 0)

jednickovd matice (vSechny slozky jsou rovny 1)

jednotkovéd matice (diagondlni s jednickami na diagondle)
jednotkovy vektor, e; = I,; = (0,...,0,1,...,0)T

vektor ze samych jednicek, e = (1,...,1)7

1
p-norma vektoru z, ||z, = (31 |2|P)?

eukleidovskd norma vektoru z, ||z|j2 = /> 22
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Prostory
kan kanonicka baze, eq,..., e,
S(A) sloupcovy prostor matice A
R(A) radkovy prostor matice A
Ker(A)  jadro matice A
Pr prostor redlnych polynomu proménné z stupné nanejvys n
Clap) prostor spojitych redlnych funkef na intervalu (a, b)
€ podprostor
span(W) linearni obal mnoziny vektoru W
[v]B soutradnice vektoru v vzhledem k bézi B
Zobrazeni

sgn(p)  znaménko permutace p

Sn mnozina vSech permutaci na {1,...,n}

gof slozené zobrazeni, (go f)(z) = g(f(z))

f ) obraz mnoziny U pfi zobrazeni f

Ker(f) jadro zobrazeni f

B,If]p, ~matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bazi By, B2

kladnd €dst redlného &fsla, r+ = max(r,0)

T zdpornd ¢ast redlného ¢isla, r~ = max(—7,0)
Re(z) redlnd ¢ast komplexniho ¢isla z

Im(z) imagindrni ¢ast komplexniho éisla z

z komplexné sdruzené ¢islo, Z =a + bi = a — bi
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