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z
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Tento text slouž́ı jako podkladový materiál ke cvičeńım pro přednášky Lineárńı algebra I a II pro prvńı
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Text je rozložen do tématických sekćı a každá z nich se skládá ze dvou část́ı. Prvńı část je de-
monstrativńı a je v ńı uvedeno vždy několik ilustrativńıch ukázek jak pracovat s pojmy a metodami
předvedenými na přednášce. Slouž́ı předevš́ım při samostatném studiu. Na začátku také bývá občas
v rámečku připomenuta nejd̊uležitěǰśı věta, definice či metoda. Druhá část obsahuje př́ıklady na pro-
cvičeńı. Př́ıklad̊u je dost aby pokryly cvičeńı a zbylo ještě na př́ıpadné procvičeńı doma. Hvězdička
označuje náročněǰśı úlohu. Př́ıklady jsou typové a každého typu tam je většinou jen jeden či několik málo
exemplář̊u. Proto tento text neslouž́ı jako klasická sb́ırka úloh.

Většina př́ıklad̊u neńı originálńıch, a ani o to nebylo usilováno. Děkuji všem, kteř́ı přispěli pěknou
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18 Ortogonálńı doplněk a projekce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Řešeńı 145
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1 Analytická geometrie

Ukázka 1.1 (Popis př́ımky v rovině). Parametrický popis př́ımky p v rovině R2 je

p : [x1, x2] = A+ t · u, t ∈ R,

kde A = [a1, a2] je jeden pevný bod př́ımky, u = (u1, u2) je směrový vektor a t je parametr reprezentuj́ıćı
libovolné reálné č́ıslo. S t́ım, že jak násob́ıme parametrem t vektor u, tento vektor se prodlužuje jedńım
či druhým směrem a dostaneme tak postupně všechny body [x1, x2] na př́ımce p.

p

0 x1

x2

A

A+ u

A− 2uu = (u1, u2)

u

−2u

Př́ımku můžeme v rovině R2 definovat i s využit́ım jej́ı normály r = (r1, r2), což je vektor kolmý na
př́ımku. Zat́ım berme jako fakt, že dva vektory u = (u1, u2), v = (v1, v2) jsou navzájem kolmé, pokud je
jejich skalárńı součin u · v = u1v1 + u2v2 roven 0. Mějme zadaný bod A = [a1, a2] a normálový vektor
r = (r1, r2). Od libovolného bodu X = [x1, x2], který má ležet na př́ımce chceme, aby vektor u = X − A
byl kolmý na vektor r. Pomoćı skalárńıho součinu zapsáno

(X −A) · r = 0.

Po rozepsáńı skalárńıho součinu dostaneme

(x1 − a1)r1 + (x2 − a2)r2 = 0.

Po roznásobeńı dostaneme

r1x1 + r2x2 = c, kde c = a1r1 + a2r2.

Dostáváme takzvanou obecnou rovnici př́ımky.

p : r1x1 + r2x2 = c

0 x1

x2

u

r = (r1, r2)

Odtud už se můžeme jednoduchými úpravami přesunout k směrnicové rovnici ve tvaru x2 = px1 + q,
za předpokladu r2 6= 0. Zat́ımco z parametrické rovnice rovnou vid́ıme směrový vektor, v obecné rovnici
je př́ımo vidět normála r = (r1, r2). Ve směrnicové rovnici je zase vidět, jak název napov́ıdá, směrnice
př́ımky. Plat́ı p = tanα, kde α je úhel, který př́ımka sv́ırá s osou x1.

Výše zmı́něný zp̊usob vlastně i ukazuje, proč obecnou rovnici př́ımky můžeme napsat jen pokud se
pohybujeme v rovině R2. Kdybychom byli v prostoru R3, tak na normálu r bude kolmá nejen př́ımka,
kterou chceme popsat, ale i celá rovina tvořená př́ımkami kolmými na r.
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Ukázka 1.2 (Jednoduchý převod popisu př́ımky). Toto je konstrukce, která se může občas hodit. Určete
rovnici př́ımky (v rovině R2), která procháźı body A = [a1, a2], B = [b1, b2], kde předpokládáme a1 6= b1.
Určete ji bez jakéhokoli poč́ıtáńı směrového vektoru. Idea je jednoduchá, nejprve si uvědomı́me, že rovnice
př́ımky obsahuje proměnné x1, x2 pouze v prvńı mocnině a současně koeficienty u x1, x2 nejsou oba zaroveň
nulové. Budeme vytvářet rovnici př́ımky tak, aby pokud za x1 dosad́ıme a1, dostaneme výsledek x2 = a2
a podobně pro x1 = b1 dostaneme x2 = b2. Naše rovnice by pro začátek mohla vypadat takto

x2 = a2 · . . .+ b2 · . . .

Nyńı přidáme k a2, b2 daľśı prvky tak, aby když do rovnice dosad́ıme a1, člen s b2 bude nulový a vypadne.
Stejně tak pro b1. To se udělá jednoduše

x2 = a2 · (x1 − b1) + b2 · (x1 − a1).

Nyńı vid́ıme, že po dosazeńı a1 nám sice vypadne druhý člen, ale na pravé straně ještě pořád neńı a2,
je tam něco nav́ıc. To vyřeš́ıme tak, že členy ještě vhodně poděĺıme jiným členem. Snadno můžeme
dosazeńım ověřit, že takto je to už v pořádku

x2 = a2 ·
x1 − b1
a1 − b1

+ b2 ·
x1 − a1
b1 − a1

.

Ukázka 1.3 (Dostáváme se k rovině). Je jasné, že bod a směrový vektor pro určeńı roviny v prostoru R3

nestač́ı. Muśıme mı́t směrové vektory dva. Rovinu ̺ tedy definujeme pomoćı dvou r̊uzných (tzv. lineárně
nezávislých, tedy jeden neńı násobek druhého) směrových vektor̊u u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) a
jednoho bodu A a dvou reálných parametr̊u s, t takto

̺ : [x, y, z] = A+ t · u+ s · v.

Obrázek schematicky znázorňuje situaci:

A

u

v

̺

Rovinu můžeme zadat i pomoćı rovnice

ax1 + bx2 + cx3 = d,

kde (a, b, c) je normálový vektor a aspoň jedna jeho složka je nenulová. Normálový vektor je kolmý na
oba směrové vektory, to jest

(a, b, c) · (u1, u2, u3) = au1 + bu2 + cu3 = 0,

(a, b, c) · (v1, v2, v3) = av1 + bv2 + cv3 = 0.

Obrázek opět ilustruje situaci:

A

u

v

(a, b, c)

̺ : ax1 + bx2 + cx3 = d
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Ukázka 1.4 (Poč́ıtáme pr̊useč́ık). V prostoru R3 určete pr̊useč́ık roviny, zadané rovnićı

̺ : 2x1 + 4x2 − 3x3 + 1 = 0

a př́ımky, zadané parametricky

p : [x1, x2, x3] = [0, 3,−1] + t · (1,−1, 2), t ∈ R.

Řešeńı: Hledáme bod, který splňuje obě rovnice. Dosad́ıme souřadnice bodu s parametrem t z popisu
př́ımky, tj.

x1 = t, x2 = 3− t, x3 = −1 + 2t,

do rovnice roviny a dostaneme

2 · (t) + 4 · (3− t)− 3 · (−1 + 2t) + 1 = 0.

Po vyřešeńı rovnice dostáváme t = 2. Pr̊useč́ık P dostaneme tak, že zpětně parametr dosad́ıme do
parametrické rovnice př́ımky.

P = [0, 3,−1] + 2 · (1,−1, 2) = [2, 1, 3].

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 1.1 Jaké jsou možné popisy př́ımky v rovině?

Cv. 1.2 Převed’te rovnicový popis na parametrický a naopak.

Cv. 1.3 Zjistěte, zda bod [3, 1] lež́ı na př́ımce p definované parametricky p : [x1, x2] = [2, 3] + t(−1, 2).

Cv. 1.4 Jaké jsou možné popisy roviny v prostoru?

Cv. 1.5 Jaké jsou možné popisy př́ımky v prostoru?

Cv. 1.6 Najděte rovnicové vyjádřeńı roviny s bodem [1, 1, 1] a směrnicemi (1, 2, 3), (2, 0, 1).

Cv. 1.7 Najděte parametrické vyjádřeńı roviny 3x1 − x2 + 2x3 = 5.

Cv. 1.8 Určete parametrický popis př́ımky, zadané dvěma rovnicemi: −x1+x2+x3 = 1, −x1+2x2 = 3.

Cv. 1.9 Najděte dvě rovnice popisuj́ıćı př́ımku [2, 1, 1] + t(1, 2, 0).

Cv. 1.10 Zjistěte, zda bod D = [−1,−1, 3] lež́ı v rovině dané body A = [1, 2,−1], B = [3, 1, 1], C =
[−1, 1, 0].

Cv. 1.11 Určete všechny možné vzájemné polohy dvou př́ımek v prostoru R3. Dále, popǐste, jak lze dané
polohy zjistit, pokud jsou obě př́ımky definovány parametrickými rovnicemi nebo obecnými rovni-
cemi.

Cv. 1.12 Určete vzájemnou polohu tř́ı př́ımek zadaných bodem a směrnićı

p : [1, 0, 1], (1, 2, 3), q : [0, 1, 2], (0, 1, 1), r : [1, 0, 1], (0, 2, 2).

Cv. 1.13 Určete množinu bod̊u stejně vzdálených od bod̊u [2, 1, 2] a [0, 1, 0].

Cv. 1.14 Určete vzdálenost mezi bodem A = [1, 2, 3] a rovinou ̺ : 2x+ y + 2z − 6 = 0.

Cv. 1.15 Na př́ımce určené rovnicemi x + y + 2z = 1, 3x + 4y − z = 29 najděte bod Q, který je stejně
vzdálený od bodu A = [3, 4, 11] jako od bodu B = [−5,−2,−13].
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2 Soustavy lineárńıch rovnic

Ukázka 2.1 (Elementárńı operace). Uvažujme elementárńı řádkové operace:

1. vynásobeńı i-tého řádku č́ıslem α 6= 0,

2. přičteńı j-tého řádku k i-tému,

3. přičteńı α-násobku j-tého řádku k i-tému, i 6= j,

4. výměna i-tého a j-tého řádku.

Posledńı dvě operace se daj́ı vyjádřit pomoćı prvńıch dvou. Vyjádřete je.
Řešeńı: Třet́ı operaci jednoduše uděláme následovně, pokud je α = 0 logicky neděláme nic. Pokud je

nenulové, j-tý řádek vynásob́ıme α, přičteme ho k i-tému a pak j-tý řádek zpátky vyděĺıme α.
Čtvrtou operaci vyjádř́ıme následovně:












...
ui
...
uj
...












j-tý přičteme
k i-tému∼












...
ui + uj

...
uj
...












i-tý odečteme
od j-tého∼












...
ui + uj

...
−ui
...












j-tý přičteme
k i-tému∼












...
uj
...

−ui
...












j-tý
vynásob −1∼












...
uj
...
ui
...












.

Ukázka 2.2. Dokažte formálně, že elementárńı řádkové úpravy neměńı množinu řešeńı soustavy.
Řešeńı: Necht’ (A | b) o rozměrech m×n je p̊uvodńı soustava, a necht’ (A∗ | b∗) je soustava s provedenou

elementárńı řádkovou operaćı. Stač́ı ukázat pro prvńı dvě elementárńı řádkové úpravy, že když nějaký
vektor x řeš́ı (A | b), tak řeš́ı i (A∗ | b∗) a naopak. Jinými slovy, že množina řešeńı obou soustav je stejná.
A tedy elementárńı řádkové úpravy zachovávaj́ı množinu řešeńı. Je nutno podotknout, že zat́ım jsme
si neřekli, co vlastně může všechno být množina řešeńı soustavy rovnic, i bez takového vysloveńı bude
následuj́ıćı d̊ukaz korektńı. Uvědomme si dále, že jediný řádek, který je v obou soustavách rozd́ılný je
řádek i-tý. Proto zkoumáme jen onu rovnici reprezentovanou t́ımto řádkem.

1.
”
⇒“ Necht’ x je řešeńı (A | b). Zkuśıme, zda x bude vyhovovat i pro i-tý řádek soustavy (A∗ | b∗):

A∗
i1x1 + . . .+A∗

inxn = αAi1x1 + . . .+ αAinxn = α(Ai1x1 + . . .+Ainxn) = α(bi) = b∗i .

Prvńı rovnost dostaneme z definice operace násobeńı řádku skalárem, druhou z distributivity násobeńı
reálných č́ısel, třet́ı z toho, že v́ıme, že x řeš́ı soustavu (A | b), a tedy i jej́ı i-tý řádek, a posledńı
rovnost máme opět z definice násobeńı řádku skalárem.

”
⇐“ Vektor x necht’ řeš́ı (A∗ | b∗). Zkuśıme, zda řeš́ı i (A | b).

Ai1x1 + . . .+Ainxn =
α

α
(Ai1x1 + . . . +Ainxn) =

A∗
i1x1 + . . . +A∗

inxn
α

=
b∗i
α

=
αbi
α

= bi.

Prvńı rovnost jsme dostali jedńım pěkným trikem, druhou z definice násobeńı řádku skalárem, třet́ı
z toho, že x řeš́ı (A∗ | b∗) a předposledńı opět z definice násobeńı řádku skalárem.

2.
”
⇒“ Necht’ x je řešeńı (A | b). Pak

A∗
i1x1 + . . . +A∗

inxn = (Ai1 +Aj1)x1 + . . .+ (Ain +Ajn)xn

= (Ai1x1 + . . . +Ainxn) + (Aj1x1 + . . .+Ajnxn) = bi + bj = b∗i .
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”
⇐“ Vektor x necht’ řeš́ı (A∗ | b∗). Pak

Ai1x1 + . . . +Ainxn = (Ai1x1 + . . . +Ainxn) + (Aj1x1 + . . .+Ajnxn)− (Aj1x1 + . . .+Ajnxn)

= (A∗
i1x1 + . . . +A∗

inxn)− bj = b∗i − bj = bi + bj − bj = bi.

U d̊ukaz̊u je potřeba si uvědomit, co už znám (už v́ım, že x mi něco řeš́ı), a ve správný čas to použ́ıt.

Ukázka 2.3 (Gaussova eliminace). Vyřešte Gaussovou eliminaćı soustavu rovnic

2x1 + x2 + x3 = 1,
6x1 + 2x2 + x3 = −1,

−2x1 + 2x2 + x3 = 7.

Řešeńı: Naṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy a aplikujeme postupně elementárńı řádkové úpravy.





2 1 1 1
6 2 1 −1

−2 2 1 7




II. − 3×I.∼





2 1 1 1
0 −1 −2 −4

−2 2 1 7




III. + I.∼





2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 3 2 8



 ∼

III. + 3×II.∼





2 1 1 1
0 −1 −2 −4
0 0 −4 −4



 .

Zpětnou substitućı směrem od posledńıho řádku k prvńımu dostáváme z posledńıho rovnici x3 = 1.
Z druhé rovnice −x2 − 2x3 = −4 dostáváme x2 = 2 a konečně z prvńı rovnice 2x1 + x2 + x3 = 1
dostaneme x = −1. Řešeńı je tedy pouze jedno a to vektor (x1, x2, x3) = (−1, 2, 1).

Ukázka 2.4 (Gaussova–Jordanova eliminace). Vyřešte Gaussovou–Jordanovou eliminaćı soustavu lineárńıch
rovnic

2x1 − 1x2 + 2x3 = 3,
x1 − 2x2 + x3 = 0,

5x1 − 9x2 + 6x3 = 2.

Řešeńı: Postupujeme podobně jako u Gaussovy eliminace, ale tentokrát chceme matici soustavy
převést do redukovaného odstupňovaného tvaru, ve kterém je každý pivot rovný 1 a všechny ostatńı
prvky ve sloupci s pivotem jsou 0. Zaṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy





2 −1 2 3
1 −2 1 0
5 −9 6 2



 ,

na kterou postupně aplikujeme elementárńı řádkové úpravy:





2 −1 2 3
1 −2 1 0
5 −9 6 2




I. ↔ II.∼





1 −2 1 0
2 −1 2 3
5 −9 6 2




II.−2·I.∼





1 −2 1 0
0 3 0 3
5 −9 6 2





III.−5·I.∼





1 −2 1 0

0 3 0 3
0 1 1 2





1
3
·II.∼





1 −2 1 0

0 1 0 1
0 1 1 2




I.+2·II.∼





1 0 1 2

0 1 0 1
0 1 1 2





III.−II.∼





1 0 1 2
0 1 0 1

0 0 1 1




I.−III.∼





1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1



 .

Z redukovaného odstupňovaného tvaru matice již snadno vyčteme jediné řešeńı soustavy (x1, x2, x3) =
(1, 1, 1).
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Ukázka 2.5 (Homogenńı soustava). Najděte všechna řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 0.

Řešeńı: Naṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy a eliminujeme postupně pomoćı elementárńıch řádkových
úprav.





1 2 2 3 0
2 4 1 3 0
3 6 1 4 0




II. − 2×I.∼





1 2 2 3 0
0 0 −3 −3 0
3 6 1 4 0




III. − 3×I.∼





1 2 2 3 0
0 0 −3 −3 0
0 0 −5 −5 0



 ∼

III. − 5
3
×II.∼





1 2 2 3 0
0 0 −3 −3 0
0 0 0 0 0



 .

Je vidět, že matice má menš́ı hodnost než 4, a tedy budeme mı́t volné proměnné, které budou fungovat
jako parametry. Jsou to nebázicke proměnné x2 a x4. Budeme s nimi provádět normálně klasicky zpětnou
substituci a pomoćı nich parametricky vyjádř́ıme všechna možná řešeńı. Z druhé rovnice −3x3 − 3x4 = 0
dostaneme x3 = −x4. A z prvńı rovnice x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 0 dostaneme x1 = −2x2 − 2x3 − 3x4 =
−2x2 − x4. Řešeńı tedy je ve tvaru

x4 = x4,

x3 =− x4,

x2 = x2,

x1 =− 2x2 − x4.

Jiný užitečný zápis řešeńı je v následuj́ıćı podobě. Když se pod́ıváme na maticové operace po řádćıch
dostaneme výše zmı́něný zápis.

(x1, x2, x3, x4) = x2 · (−2, 1, 0, 0)
︸ ︷︷ ︸

h1

+x4 · (−1, 0,−1, 1)
︸ ︷︷ ︸

h2

, kde x2, x4 ∈ R.

Všimněme si, že všechna řešeńı této soustavy jsme schopni popsat jako nějakou kombinaćı dvou vektor̊u
h1 a h2. Dále je dobré si povšimnout, že h1 i h2 jsou také řešeńımi soustavy, nebot’ stač́ı vždy u jednoho
parametru zvolit 0 a u druhého 1.

Na pravé straně zadané soustavy jsou samé nuly. Taková soustava se nazývá homogenńı. Na druhou
stranu máme i soustavu nehomogenńı, ta na pravé straně obsahuje alespoň jednu nenulu. Homogenńı
soustava má vždy alespoň jedno řešeńı, jedná se o nulový vektor, tzv. triviálńı řešeńı.

Ukázka 2.6 (Soustava se nekonečně řešeńımi). Vezmeme si nyńı stejnou soustavu jako v ukázce 2.5,
akorát nenulovou pravou stranou.

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 4,
2x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = 5,
3x1 + 6x2 + x3 + 4x4 = 7.

A aplikujeme na ni tytéž eliminačńı kroky jako na soustavu dř́ıvěǰśı.





1 2 2 3 4
2 4 1 3 5
3 6 1 4 7




II. − 2×I.∼





1 2 2 3 4
0 0 −3 −3 −3
3 6 1 4 7




III. − 3×I.∼





1 2 2 3 0
0 0 −3 −3 −3
0 0 −5 −5 −5



 ∼

III. − 5
3
×II.∼





1 2 2 3 0
0 0 −3 −3 −3
0 0 0 0 0



 .
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Zpětnou substitućı dostaneme řešeńı

x4 = x4,

x3 = 1− x4,

x2 = x2,

x1 = 2− 2x2 − x4.

Po rozepsáńı do druhého tvaru má řešeńı x = (x1, x2, x3, x4) tvar

x = (1, 0, 1, 0)
︸ ︷︷ ︸

u

+x2 · (−2, 1, 0, 0)
︸ ︷︷ ︸

h1

+x4 · (−1, 0,−1, 1)
︸ ︷︷ ︸

h2

, kde x2, x4 ∈ R.

Dostali jsme zde stejné vektory h1, h2. Je vidět, že celé řešeńı nehomogenńı soustavy je posunuté
oproti řešeńı př́ıslušné homogenńı soustavy o nějaký nenulový vektor u. Tud́ıž všechna řešeńı nehomo-
genńı soustavy lze vyjádřit jako jedno konkrétńı řešeńı nehomogenńı soustavy plus množina všech řešeńı
př́ıslušné homogenńı soustavy.

Ukázka 2.7 (Soustava s parametrem). Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic s parametrem a ∈ R:




a+ 1 1 a+ 1 2
2 2− a 2 2
2 1 2a 2



 .

Řešeńı: Opět využijeme Gaussovu nebo Gaussovu–Jordanovu eliminaci a pomoćı řádkových úprav
převedeme matici soustavy do odstupňovaného tvaru. Řešeńı soustavy pak vyjádř́ıme v závislosti na
hodnotě parametru a. (Pozor na děleńı/násobeńı řádku nulou!)





a+ 1 1 a+ 1 2
2 2− a 2 2
2 1 2a 2




I.↔III.∼





2 1 2a 2
2 2− a 2 2

a+ 1 1 a+ 1 2





II.−I.∼





2 1 2a 2
0 1− a 2− 2a 0

a+ 1 1 a+ 1 2




2·III.∼





2 1 2a 2
0 1− a 2− 2a 0

2a+ 2 2 2a+ 2 4





III.−(a+1)·I.∼





2 1 2a 2
0 1− a 2− 2a 0
0 1− a −2a2 + 2 2− 2a




III.−II.∼





2 1 2a 2
0 1− a 2− 2a 0
0 0 −2a2 + 2a 2− 2a





Z třet́ıho řádku upravené matice dostaneme a(2 − 2a)x3 = 2 − 2a, tedy x3 = 1
a pro a /∈ {0, 1}. Dále

zpětnou substitućı źıskáme hodnoty x2 = − 2
a a x1 =

1
a .

Pro a = 0 má třet́ı rovnice tvar 0x3 = 2, soustava tedy nemá řešeńı.
Pro a = 1 dostaneme odstupňovaný tvar





2 1 2 2
0 0 0 0
0 0 0 0



 .

Množinu řešeńı tud́ıž popisuje rovnice 2x1 + x2 + 2x3 = 2, ze které můžeme vyjádřit proměnnou x1 =
1− 1

2x2 − x3 pomoćı volných proměnných x2, x3. Všechna řešeńı tedy lze zapsat jako

(1− 1
2x2 − x3, x2, x3) = (1, 0, 0) + x2 · (−1

2 , 1, 0) + x3 · (−1, 0, 1)

pro x2, x3 ∈ R.
Řešeńım dané soustavy lineárńıch rovnic v závislosti na parametru a je







( 1a ,− 2
a ,

1
a) pro a /∈ {0, 1},

(1, 0, 0) + x2 · (−1
2 , 1, 0) + x3 · (−1, 0, 1), x2, x3 ∈ R pro a = 1,

∅ pro a = 0.
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Ukázka 2.8 (Poč́ıtáńı s omezenou přesnost́ı). Jak vypadá floating point number? Odpov́ıdá tvaru

±d1, d2d3 . . . dt × βǫ

Ṕısmeno t znač́ı přesnost, neboli počet č́ıslic reprezentace, a ṕısmeno β představuje základ, ve kterém
poč́ıtáme – na paṕı̌re to bývá 10, na poč́ıtači 2. Čı́slo reprezentujeme tak, že d1 6= 0. Ṕısmeno ǫ je
exponent. Plat́ı 0 ≤ di ≤ β − 1 pro všechna i > 1. Označme fl(v) poč́ıtačovou reprezentaci č́ısla v ∈ R,
v našem př́ıpadě uvažujeme zaokrouhleńı k nejbližš́ımu reprezentovatelnému č́ıslu.

Př́ıklad. Soustava

−10−4x+ y = 1,

x+ y = 2

má přesné řešeńı x1 = 1
1.0001 , x2 = 1.0002

1.0001 . V aritmetice s přesnost́ı na 3 č́ıslice (tj., t = 3) však Gaussova
eliminace uprav́ı matici na tvar

(
−10−4 1 1

1 1 2

)

∼
(
−10−4 1 1

0 104 104

)

,

protože

fl(1 + 104) = fl(1.0001 × 104) = 1.00 × 104 = 104,

fl(2 + 104) = fl(1.0002 × 104) = 1.00 × 104 = 104.

Zpětnou substitućı dostaneme řešeńı x2 = 1, x1 = 0, což je hodně daleko od
”
správného“ řešeńı.

Co s t́ım? Pomoci nám může někdy tzv. částečná pivotizace, kdy v pivotńım sloupečku hledám koe-
ficient s maximálńı absolutńı hodnotou. Tı́mto postupem dostaneme

(
1 1 2

−10−4 1 1

)

∼
(
1 1 2
0 1 1

)

,

protože

fl(1 + 10−4) = fl(1.0001 × 100) = 1.00 × 100 = 1,

fl(1 + 2× 10−4) = fl(1.0002 × 100) = 1.00 × 100 = 1.

To nám dává řešeńı x1 = 1, x2 = 1, což už je bližš́ı správnému řešeńı.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Motivace k soustavám rovnic

Cv. 2.1 Diskutujte geometrickou interpretaci řešeńı soustav rovnic jako hledáńı pr̊uniku nadrovin.

Cv. 2.2 Co je řešeńım soustavy 3× 3?

Cv. 2.3 Najděte kvadratickou funkci, procházej́ıćı body [0, 3], [1, 2], [3, 6].

Podotázka: kdy při prokládáńı bod̊u polynomem existuje řešeńı a je jednoznačné?

Cv. 2.4 Najděte hyperbolu tvaru f(x) = ax+b
x+c , procházej́ıćı body [1, 4], [2, 3], [4, 2].

Cv. 2.5 Určete střed kružnice, procházej́ıćı body [0, 1], [−1, 1] a [2, 0].

Cv. 2.6 Určete střed kulové sféry, procházej́ıćı body [3, 3, 3], [5, 3, 1], [1, 2, 0] a [2, 0, 1].
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Cv. 2.7 Biologický laborant chová 100 myš́ı ve čtyřech komorách spojených následuj́ıćımi pr̊uchody:
1 − 2, 2 − 3, 2 − 4 a 3 − 4. Empiricky vypozoroval, že v každé komoře z̊ustane 40% myš́ı a zbytek
se rovnoměrně rozptýĺı do sousedńıch komor. Pokud na konci pokusu v komorách bylo 12, 25, 26 a
37 myš́ı, kolik jich bylo na začátku?

Cv. 2.8 Ethan se na vzduchu spaluje na vodu a oxid uhličitý, což se vyjadřuje chemickým vzorcem

C2H6 +O2 → CO2 +H2O.

Striktně vzato, toto neńı chemická rovnice, protože počet jednotlivých atomů vod́ıku, kysĺıku a
uhĺıku se na levé straně lǐśı od těch napravo. Doplňte počty molekul, aby rovnost platila.

Cv. 2.9 Uvažujme neobývaný d̊um se čtyřmi mı́stnostmi dle obrázku:

x1 x2

x3 x4

25◦C

20◦C

5◦C

10◦C

Z jihu je d̊um ohř́ıván pr̊uměrnou teplotou 25◦C, z východu 10◦C, ze západu 20◦C a ze severu
5◦C. Určete teplotu x1, . . . , x4 v jednotlivých mı́stnostech pokud známe (zjednodušenou) fyzikálńı
poučku, že teplota dané oblasti je pr̊uměrem teplot okoĺıch oblast́ı.

Gaussova a Gaussova–Jordanova eliminace

Cv. 2.10 Definujte pojem (redukovaný) odstupňovaný tvar matice.

Cv. 2.11 Vyřešte Gaussovou a Gaussovou–Jordanovou eliminaćı soustavy lineárńıch rovnic

(a)





1 2 3 7
1 −3 2 5
1 1 1 3



 , (b)





−3 2 2 7
3 2 −1 4
1 6 −4 1



 .

Cv. 2.12 Vyřešte soustavy lineárńıch rovnic

(a)





5 −3 6 2
1 −2 1 3
2 3 3 −1



 , (b)





2 1 2 1
3 1 3 2
3 2 1 3



 , (c)





2 1 3 3
4 2 2 2
4 2 1 1



 .

Cv. 2.13 Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic





5 −9 5 1
1 −2 1 0
2 −3 2 1



 .

Co se stane s množinou řešeńı když pravou stranu změńıme na samé nuly? Nebo jinak?
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Cv. 2.14 Určete, které homogenńı soustavy maj́ı stejné množiny řešeńı

(a)





1 1 1 0
3 1 0 0
2 0 −1 0



 , (b)







1 3 4 0
2 2 2 0
0 2 3 0
2 −2 −4 0







,

(c)





1 1 1 0
2 2 2 0

−1 −1 −1 0



 , (d)





1 1 1 0
2 0 1 0
0 2 1 0



 .

Cv. 2.15 Kolik existuje r̊uzných REF tvar̊u (typově bez konkrétńıch č́ısel) pro matice 3× 4?

Cv. 2.16 Necht’ matice A je v REF tvaru. Jaké podmatice A jsou také v REF?

Cv. 2.17 Proč se dělaj́ı elementárńı úpravy na řádky a ne na sloupce?

Cv. 2.18 Jaké jsou obĺıbené neekvivalentńı řádkové úpravy?

Cv. 2.19 Uvažujme soustavu

(
10−3 −1 1
1 1 0

)

.

(a) Vyřešte soustavu přesně.

(b) Vyřešte soustavu s aritmetikou s omezenou přesnost́ı na 3 č́ıslice a bez pivotizace.

(c) Vyřešte soustavu s aritmetikou s omezenou přesnost́ı na 3 č́ıslice a s částečnou pivotizaćı
(pivotem je kandidát s největš́ı absolutńı hodnotou).

Cv. 2.20 Najděte

(a) soustavu 3 lineárńıch rovnic o 4 proměnných s řešeńım

(x1, x2, x3, x4) = (1, 0, 1, 0) + x2 · (−2, 1, 0, 0) + x4 · (−3, 0, 2, 1), kde x2, x4 ∈ R.

(b) čtvercovou soustavu s řešeńım

(x1, x2, x3) = (1, 2, 0) + t · (2, 1, 1), kde t ∈ R.

Cv. 2.21 Najděte soustavu 3× 4 maj́ıćı za řešeńı

(a) t · (−2, 1, 0, 0), t ∈ R,

(b) t · (−2, 1, 0, 0) + s · (−3, 0, 2, 1), t, s ∈ R,

Cv. 2.22 Najděte konkrétńı matici A takovou, aby počet řešeńı soustavy (A | b) byl:

(a) ∞ pro každé b,

(b) 1 pro každé b,

(c) 0 nebo 1, v závislosti na b,

(d) 0 nebo ∞, v závislosti na b.

Cv. 2.23 Bud’ A ∈ Rm×n hodnosti r. Jaký muśı být vztah mezi m,n, r, aby soustava rovnic (A | b):

(a) měla jediné řešeńı pro každé b,

(b) neměla řešeńı aspoň pro jedno b,
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(c) měla nekonečně mnoho řešeńı pro každé b,

(d) měla jediné řešeńı nebo žádné řešeńı, v závislosti na b.

Cv. 2.24 Může se při elementárńıch řádkových úpravách matice A objevit řádek r nebo s?

A =

(
1 1 1
4 −1 6

)

, r =
(
3 −2 5

)
, s =

(
1 4 −1

)
.

Cv. 2.25 Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic s r̊uznými pravými stranami





0 2 −3 −1
1 −5 4 1
−3 1 2 −3



 ,





0 2 −3 −9
1 −5 4 13
−3 1 2 3



 ,





0 2 −3 1
1 −5 4 5
−3 1 2 −15



 .

Cv. 2.26 Vı́me, že A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, n ≥ 2 a všechny prvky matice (A | b) brány postupně po řádćıch
tvoř́ı aritmetickou posloupnost. Vı́me-li ještě, že řešeńı soustavy je jednoznačné, máte všechny indicie
jej nalézt!

Nelineárńı soustavy

Cv. 2.27 Vyřešte soustavu nelineárńıch rovnic





2 sinα − cos β 3 tan γ 3
4 sinα 2 cos β −2 tan γ 10
6 sinα −3 cos β 1 tan γ 9



 .

Cv. 2.28 Vyřešte soustavy nelineárńıch rovnic

(a) xyz = 1, xy = 2, yz = 3.

(b) xy3z = 12,
√
x y = 2, yz2 = 6.

Soustavy s parametry

Cv. 2.29 Vyřešte soustavy lineárńıch rovnic s parametrem a ∈ R

(a)

(
a 1 1
1 a 1

)

, (b)

(
a 1 a2

1 a 1

)

, (c)

(
a a+ 3 2a+ 1

2a− 1 2a+ 1 a

)

,

(d)





2a+ 1 a 2a 1
a 1 a+ 1 0
2a 0 2a 0



 .

Cv. 2.30 Pro jaké parametry maj́ı soustavy řešeńı?

(a)







1 −3 b1
3 1 b2
1 7 b3
2 4 b4







, (b)





1 2 3 b1
2 5 3 b2
1 0 8 b3



 .



18 Soustavy lineárńıch rovnic

Velké soustavy

Cv. 2.31 Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic n× n

(a)









1 0 . . . 0 1

−1 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

−1 . . . −1 1 1









, (b)












2 1 0 . . . 0 0

1
. . .

. . .
. . .

...
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
...

. . .
. . .

. . . 1 0
0 . . . 0 1 2 (−1)n+1(n+ 1)












.
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3 Operace s maticemi

Maticový součin: A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n, pak AB ∈ Rm×n a

(AB)ij =
∑p

k=1AikBkj.

Ukázka 3.1 (Základńı operace s maticemi). Spočtěte následuj́ıćı výrazy:

(a) 2A,

(b) A+B,

(c) A−B,

(d) CT ,

(e) Cv,

(f) AB,

(g) BC,

kde

A =

(
1 2
2 −1

)

, B =

(
−1 −1
0 3

)

, C =

(
3 0 1
2 −2 0

)

, v =





1
2
3



 .

Řešeńı:

(a) Pokud matice A je řádu m× n výsledná matice bude také řádu m× n. Výslednou matici źıskáme
tak, že každou složku matice A násob́ıme př́ıslušnou konstantou (tj. hodnotou 2). Dostáváme:

2A = 2

(
1 2
2 −1

)

=

(
2 · 1 2 · 2
2 · 2 2 · (−1)

)

=

(
2 4
4 −2

)

.

(b) Abychom mohli seč́ıst matice A, B muśı mı́t shodné rozměry (všimněme si, že obě jsou shodného
řádu 2×2). Výsledná matice bude mı́t stejné rozměry jako matice A (resp. B), tedy 2×2. Výsledek
źıskáme sč́ıtáńım po složkách, tj. každá pozice výsledné matice je součtem hodnot z matice A a B
na dané pozici. Dostáváme:

A+B =

(
1 2
2 −1

)

+

(
−1 −1
0 3

)

=

(
1 + (−1) 2 + (−1)
2 + 0 −1 + 3

)

=

(
0 1
2 2

)

.

(c) Obdobně jako v předchoźım př́ıpadě, matice A,B muśı být shodného řádu a výsledná matice bude
také daného řádu. Výsledek źıskáme rozd́ılem po složkách, tj. každá pozice výsledné matice je
rozd́ılem hodnot z matice A a B na dané pozici. Tedy dostáváme:

A−B =

(
1 2
2 −1

)

−
(
−1 −1
0 3

)

=

(
1− (−1) 2− (−1)
2− 0 −1− 3

)

=

(
2 3
2 −4

)

.

Poznamenejme, že na rozd́ıl matic můžeme také pohĺıžet jako na součet matice A s matićı (−1)B.

(d) Je-li p̊uvodńı matice rozměr̊u m×n, transponovaná matice bude mı́t rozměry n×m. Jej́ı prvek na
pozici (i, j) je pak roven prvku, který je v p̊uvodńı matici na pozici (j, i). Proto źıskáváme:

CT =

(
3 0 1
2 −2 0

)T

=





3 2
0 −2
1 0



 .
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(e) Je-li matice C řádu m × n, muśı v být n-složkový vektor a výsledkem bude m složkový vektor.
V tomto př́ıpadě je matice C řádu 2 × 3 a vektor v má 3 složky (řády tedy souhlaśı) a výsledkem
bude 2-složkový vektor. Výsledný vektor spočteme následovně:

Cv =

(
3 0 1
2 −2 0

)




1
2
3



 =

(
3 · 1 + 0 · 2 + 1 · 3

2 · 1 + (−2) · 2 + 0 · 3

)

=

(
6

−2

)

.

Na násobeńı jsme mohli také pohĺıžet jako na násobeńı matice C řádu 2 × 3 s matićı odpov́ıdaj́ıćı
vektoru v řádu 3× 1.

(f) Je-li matice A řádu m×n muśı být matice B řádu n×ℓ a výsledná matice bude řádu m×ℓ. V tomto
př́ıpadě obě matice A,B jsou řádu 2 × 2 (tedy řády souhlaśı) a výsledná matice bude také řádu
2× 2. Výslednou matici spočteme následovně:

AB =

(
1 2
2 −1

)(
−1 −1
0 3

)

=

(
1 · (−1) + 2 · 0 1 · (−1) + 2 · 3

2 · (−1) + (−1) · 0 2 · (−1) + (−1) · 3

)

=

(
−1 5
−2 −5

)

.

(g) Je-li matice B řádu m×n muśı být matice C řádu n×ℓ a výsledná matice bude řádu m×ℓ. V tomto
př́ıpadě je matice B řádu 2× 2 a matice C řádu 2× 3 (tedy řády souhlaśı) a výsledná matice bude
řádu 2× 3. Výslednou matici spočteme následovně:

BC =

(
−1 −1
0 3

)(
3 0 1
2 −2 0

)

=

(
(−1) · 3 + (−1) · 2 (−1) · 0 + (−1) · (−2) (−1) · 1 + (−1) · 0

0 · 3 + 3 · 2 0 · 0 + 3 · (−2) 0 · 1 + 3 · 0

)

=

(
−5 2 −1
6 −6 0

)

.

Ukázka 3.2 (Formálńı d̊ukaz vlastnosti). Dokažte (AB)T = BTAT .

Řešeńı: Aby výrazy dávaly smysl, muśı matice mı́t rozměry A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n. Pak výsledné
matice na obou stranách rovnice maj́ı rozměr n×m, a prvek na pozici (i, j) jest roven

((AB)T )ij = (AB)ji =

p
∑

k=1

AjkBki =

p
∑

k=1

BkiAjk =

p
∑

k=1

(BT )ik(A
T )kj = (BTAT )ij .

Ukázka 3.3 (Kv́ız). Dokažte nebo vyvrat’te:

(a) Pro libovolnou matici A ∈ Rm×n plat́ı: A+A = 2A.

(b) Pro libovolnou čtvercovou matici A ∈ Rm×m plat́ı: A−AT = AT −A.

Řešeńı:

(a) Nejprve ověř́ıme, že obě strany maj́ı smysl.

Pro levou stranu potřebujeme ověřit, že sč́ıtáńı dává smysl. Tedy potřebujeme, aby obě matice
v součtu byly stejného řádu. To je pravda at’ zvoĺıme A libovolně, tedy levá strana má smysl vždy.
(Pozor na opomı́jeńı tohoto kroku. M̊uže se stát, že tvrzeńı plat́ı ale pouze pokud obě strany dávaj́ı
smysl. Uvažte např́ıklad následuj́ıćı tvrzeńı: Pro libovolné matice A ∈ Rm×n, B ∈ Rk×p: A+B−B =
A.)
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Na pravé straně násob́ıme matici A konstantou 2. Tuto operaci můžeme provést s libovolnou matićı
A, tedy pravá strana má také vždy smysl.

Poté zkontrolujeme rozměry matice na levé a pravé straně. Na levé straně sč́ıtáme dvě matice řádu
m × n a výsledkem je, dle definice sč́ıtáńı matic, matice řádu m × n. Na pravé straně násob́ıme
matici řádu m × n konstantou a výsledkem je (podle definice násobku) matice řádu m × n. Obě
strany maj́ı tedy shodné rozměry.
(Všimněte si, že při dokazováńı se odkazujeme na definice z přednášky. Podobně bychom se mohli
odkazovat i na věty, lemmata, atp.)

Pozor, pokud tento krok opomeneme, m̊uže se stát, že matice na levé straně má n řádk̊u a m sloupc̊u,
kdežto na pravé straně je jich v́ıce. Po složkách m̊užete ukázat, že levou horńı podmatici velikosti
n×m maj́ı obě strany shodnou, ale to nedokazuje rovnost obou stran (která neplat́ı)!

Nakonec muśıme ukázat rovnost po složkách. Pro libovolný řádek i a sloupec j se pod́ıváme na
(i, j)-tou složku levé strany a ukážeme, že je rovna (i, j)-té složce pravé strany:

(A +A)ij = Aij +Aij (rozeṕı̌seme dle definice sč́ıtáńı)

= 2Aij (nyńı pracujeme s č́ısly z R, tedy můžeme seč́ıst)

= (2A)ij (použijeme definici násobeńı matice konstantou)

(b) Pokud tvrzeńı neplat́ı uvád́ıme protipř́ıklad. Tedy zvoĺıme matici A, která splňuje předpoklady ale
neplat́ı pro ni závěr.

V tomto př́ıpadě můžeme třeba za A zvolit následuj́ıćı matici:

A =

(
1 1
0 1

)

.

Jediný předpoklad je, že A je čtvercová a ten je pro náš př́ıklad zjevně splněn. Zároveň

A−AT =

(
0 1

−1 0

)

6=
(
0 −1
1 0

)

= AT −A.

Pokud splněńı některého z předpoklad̊u (resp. nesplněńı závěru) neńı triviálńı, mělo by být součást́ı
řešeńı zd̊uvodněńı, proč předpoklady plat́ı (resp. závěr neplat́ı). Př́ıpadně m̊užeme dodat, za jakých
předpoklad̊u by tvrzeńı platilo. V našem př́ıpadě tvrzeńı plat́ı tehdy a jen tehdy, když A je symetrická.

Ukázka 3.4. Najděte takový vektor x ∈ Rn, aby platilo










1 1 1 . . . 1
1 2 2 . . . 2
1 2 3 . . . 3
...

...
...

. . .
...

1 2 3 . . . n










x =










1
2
3
...
n










.

Řešeńı: Je d̊uležité d́ıvat se na soustavu lineárńıch rovnic z pohledu maticového násobeńı. Zde vlastně
chceme, abychom po vynásobeńı matice vektorem x = (x1, x2, . . . , xn)

T dostali požadovaný vektor na-
pravo. Maticové násobeńı znamená, že prvńı sloupec matice násob́ıme x1, druhý sloupec x2 až n-tý
sloupec xn, pak to všechno sečteme a ve výsledku chceme dostat vektor na pravé straně. Na řešeńı sou-
stavy lineárńıch rovnic se tud́ıž můžeme též d́ıvat jako na všechny možné n-tice č́ısel, které, když jimi
vynásob́ıme popořadě sloupce matice, nám daj́ı vektor na pravé straně. Zde je vidět, že posledńı sloupec
matice je shodný s vektorem na pravé straně, takže jedno z možných řešeńı bude x = (0, 0, . . . , 0, 1)T .
Pokud provedeme Gaussovu eliminaci, zjist́ıme, že soustava má právě jedno řešeńı, a to naše x.
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Ukázka 3.5 (Výpočetńı složitost násobeńı matic). Určete kolik operaćı + a · je potřeba k vynásobeńı
dvou matic o rozměrech n× n.

Řešeńı: Představme si naše obdélńıkové schéma na násobeńı matic, výsledná matice má rozměr n×n.
To znamená, že potřebujeme spoč́ıtat n2 prvk̊u výsledné matice. Každý prvek podle definice násobeńı
dostaneme vynásobeńım n př́ıslušných prvk̊u z př́ıslušného řádku a sloupce a (n − 1)-krát použijeme
operaci + na sečteńı těchto n produkt̊u. Celkem tedy použijeme n3 násobeńı a n3 − n2 sč́ıtáńı.

Poznámka. Často se operace + a · berou jako trvaj́ıćı stejnou dobu (což ne vždy muśı být pravda) a
označuj́ı se jako elementárńı operace. Zavád́ı se notace O(f(n)) tzv. asymptotická složitost, která ř́ıká, že
algoritmus provede

”
zhruba“ f(n) operaćı na vstupu o rozměru n. Např́ıklad pro polynomy nás zaj́ımá

nejvyšš́ı mocnina, a to bez koeficientu. Je to rozumné z toho d̊uvodu, že když za n dosad́ıme hodně
velké č́ıslo, převáž́ı jen ty členy s největš́ı mocninou. Tı́mto dokážeme algoritmy klasifikovat do tř́ıd podle
O(f(n)). Algoritmus násobeńı matic se vstupem o rozměrech n vykoná celkem 2n3 − n2 operaćı, což je
O(n3).

Ukázka 3.6 (Blokové matice). Určete, jaké rozměry muśı mı́t dané podmatice, aby mělo smysl blokové
násobeńı (

A B
C D

)(
E F
G H

)

=

(
AE +BG AF +BH
CE +DG CF +DH

)

.

Řešeńı: Vyjdeme z podmı́nek, že počet řádk̊u matic A,B je stejný, a podobně pro páry (C,D), (E,F )
a (G,H). Analogicky, počet sloupc̊u matic A,C je stejný, a podobně pro ostatńı. Dále, součiny AE, BG,
. . . muśı dávat smysl. Dohromady nám z toho vyplývaj́ı takovéto rozměry:

A : m1 × n1, B : m1 × n2, E : n1 × p1, F : n1 × p2,

C : m2 × n1, D : m2 × n2, G : n2 × p1, H : n2 × p2.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 3.1 Vyjmenujete vlastnosti maticového sč́ıtáńı, násobeńı a transpozice.

Cv. 3.2 Najděte př́ıklad nekomutativnosti násobeńı čtvercových matic 2× 2.

Cv. 3.3 Dokažte z definice:

(a) (A+B)T = AT +BT ,

(b) α(AB) = (αA)B = A(αB),

(c) A(B + C) = AB +AC,

(d) InA = A.

Cv. 3.4 Rozhodněte, zda ATA = AAT pro A ∈ Rm×n.

Cv. 3.5 Dokažte:

(a) (ABC)T = CTBTAT ,

(b) ATA je symetrická matice pro každé A ∈ Rm×n.

Cv. 3.6 Určete eTi Aej .

Cv. 3.7 Matice A má nulový i-tý řádek. Co můžeme ř́ıci o výsledku

(a) AB?

(b) BA?

Cv. 3.8 Rozhodněte, zda plat́ı pro čtvercové matice:
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(a) AB = 0 ⇔ (A = 0 ∨B = 0).

(b) AB = AC ⇒ B = C.

Cv. 3.9 Najděte všechny matice A ∈ R2×2 takové, že:

(a) A2 = 0.

(b) A2 = I2.

Cv. 3.10 Výpočetńı složitost.

(a) Bud’ A matice řádu 10×5, B matice řádu 5×20, a C matice řádu 20×1. Jak co nejefektivněji
(co do počtu aritmetických operaćı) spoč́ıtat součin ABC?

(b) Bud’ A ∈ Rn×n, b ∈ Rn. Chceme-li určit Akb, je rychleǰśı (=stoj́ı méně aritmetických operaćı)
spoč́ıtat to pomoćı A(A(. . . (Ab))) nebo pomoćı (Ak)b, kde Ak vypoč́ıtáme šikovným mocněńım
A (tj., s využit́ım mocnin typu A,A2, A4, A8, . . . )? Existuje ještě jiný, rychleǰśı zp̊usob?

Zkuste konkrétně pro k = 28 a n = 30.

Cv. 3.11 Spoč́ıtejte

(
1 1
0 1

)211

,

(
1 0
a 1

)n

,

(
7 4
−9 −5

)n

,

(

In
1
n1n

0n
1
n1n

)n

,

(
a 1
0 a

)n

.

Cv. 3.12 Co je výsledkem součinu





0 ... 0 1
...

... 1 0

0 ...
...
...

1 0 ... 0



A?

Cv. 3.13 Ukažte, že součin horńıch trojúhelńıkových matic je zase horńı trojúhelńıková matice. (A je
horńı trojúhelńıková pokud aij = 0 pro všechna i > j.)

Cv. 3.14 Co dělaj́ı matice elementárńıch řádkových úprav při násobeńı matice A zprava?

Cv. 3.15 Hodnost.

(a) Bud’ a, b ∈ Rn. Určete rank(abT ).

(b) Rozhodněte, zda pro každé A,B ∈ Rn×n je rank(AB) = rank(BA).

(c) Rozhodněte, zda existuj́ı A,B ∈ Rn×n tak, že rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

Cv. 3.16 Máme A,BT ∈ R4×2 takové, že

AB =







1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1







.

Spoč́ıtejte BA. (Hint: rozděleńı matice do blok̊u.)

Cv. 3.17 Najděte matici Q ∈ R3×3 tak, aby QA = RREF(A) pro A =





1 2 3 4
2 4 6 7
1 2 3 6



 .

Je matice Q jednoznačná?

Cv. 3.18 Dokažte, že pokud AB = I a BC = I, potom A = C.

Cv. 3.19 Najděte čtvercovou matici A řádu n splňuj́ıćı I −A = A2.

Cv. 3.20 Bud’te A,B ∈ Rn×n takové, že ABAB = 0. Muśı pak BABA = 0?

Cv. 3.21 Bud’ A ∈ Rm×n hodnosti r. Uprav́ıme matici A na RREF tvar B a pak uprav́ıme matici BT na
RREF tvar C. Jak vypadá matice C?
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Cv. 3.22 Bud’ A ∈ Rn×n a k ≥ 1. Plat́ı vždy rank(Ak) = rank(RREF(A)k)?

Cv. 3.23 Bud’ A ∈ Rn×n taková, že A ≥ 0 a Ak > 0 pro nějaké k ∈ N. Ukažte, že Ak+1 > 0. (Nerovnost
se mysĺı v každé složce matice.)

Cv. 3.24 Najděte matici B ∈ Rn×n takovou, aby pro každou matici A ∈ Rn×n platilo:

(a) BA = 5A,

(b) BA = 5B,

(c) všechny řádky BA byly stejné jako prvńı řádek A.

Cv. 3.25 Bud’ A ∈ Rn×n nenulová. Ukažte, že A2 = 0 se stát může, ale ATA = 0 nikdy nenastane.

Cv. 3.26 Matice A,B ∈ Rn×n spolu komutuj́ı pokud AB = BA.

(a) Najděte všechny matice A ∈ Rn×n, které komutuj́ı se všemi maticemi téhož řádu.

(b) Popǐste matice A ∈ Rn×n, které komutuj́ı s matićı složenou ze samých jedniček.

(c) Bud’ D ∈ Rn×n diagonálńı matice s r̊uznými prvky na diagonále. Ukažte, že D komutuje jen
s diagonálńımi maticemi.

(d) ProA,B ∈ Rn×n komutuj́ıćı dokažte maticovou binomickou větu: (A+B)n =
∑n

k=0

(n
k

)
AkBn−k.

Cv. 3.27 Ukažte, že součin matic A ∈ Rm×k, B ∈ Rk×n je možné vyjádřit jako AB = a1b
T
1 + . . . + akb

T
k ,

kde ai = A∗i, bi = Bi∗.

Cv. 3.28 Matice A ∈ Rn×n je stochastická (nebo též markovská, srov. Sekce 24) pokud prvky lež́ı v in-
tervalu [0, 1] a součet každého sloupce je 1. Dokažte, že součin markovských matic je markovská
matice.

Cv. 3.29 Matice A ∈ Rn×n je dvojitě stochastická pokud prvky lež́ı v intervalu [0, 1] a součet každého
řádku i sloupce je 1. Dokažte, že dvojitě stochastické matice jsou uzavřené

(a) na součin,

(b) na konvexńı kombinace (tj., jsou-li A1, . . . , Ak ∈ Rn×n dvojitě stochastické, α1, . . . , αk ≥ 0,
∑k

i=1 αk = 1, pak
∑k

i=1 αkAk je dvojitě stochastická).

Cv. 3.30 Reprezentujte komplexńı č́ısla spolu se sč́ıtáńım a násobeńım pomoćı reálných matic 2× 2.

Cv. 3.31 Symetrické matice.

(a) Je výsledkem součinu symetrických matic symetrická matice?

(b) Bud’ AB = C a matice B,C symetrické. Muśı pak být A také symetrická?

(c) Komutuj́ı symetrické matice? To jest, plat́ı AB = BA pro A,B ∈ Rn×n symetrické?

(d) Bud’te A,B ∈ Rn×n symetrické. Ukažte, že C := AB −BA je antisymetrická (tj., CT = −C).

Cv. 3.32 Stopa matice A ∈ Rn×n je č́ıslo trace(A) =
∑n

i=1 Aii.

(a) Dokažte trace(A+B) = trace(A) + trace(B) pro libovolné A,B ∈ Rn×n.

(b) Dokažte trace(AB) = trace(BA) pro libovolné A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m.

(c) Ukažte, že trace(ABC) = trace(CBA) obecně neplat́ı.

(d) Dokažte trace(ABT ) = trace(ATB) pro libovolné A,B ∈ Rm×n.

(e) Dokažte trace(ATA) = 0 právě tehdy když A = 0.

(f) Najděte A,B ∈ R2×2 takové, aby AB −BA = I2.

(g) Bud’ A ∈ Rn×n antisymetrická, tj. AT = −A. Specifikujte co nejv́ıc hodnotu trace(A) a
trace(A2).
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(h) Bud’teA,B ∈ Rn×n symetrické. Ukažte, že trace(AB)2 ≤ trace(A2B2). (Hint: Uvažuj trace(AB−
BA)2.)

Cv. 3.33 Matice A ∈ Rn×n se nazývá involutorńı pokud A2 = In, idempotentńı pokud A2 = A, a
nilpotentńı pokud Ak = 0 pro nějaké k ∈ N.

(a) Rozhodněte, zda involutorńı, idempotentńı a nilpotentńı matice jsou uzavřené na součin.

(b) Dokažte, že A je involutorńı právě tehdy když 1
2 (A+ I) je idempotentńı.

(c) Najděte nějakou netriviálńı tř́ıdu involutorńıch matic.

(d) Dokažte, že A je idempotentńı právě tehdy když In −A je idempotentńı.

(e) Bud’ A nilpotentńı matice. Dokažte (In −A)−1 =
∑∞

k=0A
k.

(f) Dokažte, že komutuj́ıćı nilpotentńı matice jsou uzavřené na součin i součet.
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4 Regulárńı a inverzńı matice

Ukázka 4.1 (Test regularity). Rozhodněte, zda následuj́ıćı dvě matice jsou regulárńı:

A =





1 2 3
4 5 6
7 8 8



 , B =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 .

Řešeńı: Elementárńımi řádkovými úpravami převedeme zadané matice na odstupňovaný tvar a otes-
tujeme, zda maj́ı plnou hodnost, to jest, zda diagonálńı prvky výsledné matice jsou nenulové.

1) Konkrétně matici A uprav́ıme elementárńımi řádkovými úpravami takto:

A =





1 2 3
4 5 6
7 8 8



 ∼





1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −13



 ∼





1 2 3
0 −3 −6
0 0 −1



 .

Matice má hodnost 3, protože má 3 pivoty. Tud́ıž je matice A regulárńı.
2) Druhou matici uprav́ıme na REF tvar takto

B =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



 ∼





1 2 3
0 −3 −6
0 −6 −12



 ∼





1 2 3
0 −3 −6
0 0 0



 .

Vid́ıme, že matice má hodnost rovnou 2, a proto je singulárńı.

Ukázka 4.2 (Inverze matice – obecný postup). Ukážeme postup na výpočet inverzńı matici a jeho dvě
r̊uzná zd̊uvodněńı. Sestav́ıme rozš́ı̌renou matici (A | In), kde A ∈ Rn×n je matice, kterou chceme inver-
tovat, a In je jednotková matice řádu n. Postupně provád́ıme elementárńı řádkové úpravy na rozš́ı̌renou
matici, dokud ji nepřevedeme do RREF tvaru. Pokud v levé části je jednotková matice, na pravé straně
pak stoj́ı inverzńı matice k A. V opačném př́ıpadě je natice A singulárńı, a tud́ıž nemá inverzi. Proč to
ale plat́ı? Ukážeme dvě vysvětleńı:

1) Vı́me, že řádkové úpravy jdou reprezentovat jako násobeńı p̊uvodńı matice zleva odpov́ıdaj́ıćımi ele-
mentárńımi (regulárńımi) maticemi. Označme jako Ei elementárńı matici i-té řádkové operace. Rozš́ı̌rená
matice se pak upravuje takto:

(
A | In

)
∼
(
E1A | E1In

)
∼
(
E2E1A | E2E1In

)
∼
(

Ek . . . E2E1
︸ ︷︷ ︸

B

A Ek . . . E2E1In
︸ ︷︷ ︸

B

)

.

Posledńı matice odpov́ıdá tvaru (In | B), kde B = Ek . . . E2E1In. Levá část této matice je In = BA.
Pokud bychom chtěli být d̊usledńı, řekli bychom, že to plyne z asociativity násobeńı matic, nebot’

Ek(. . . (E2(E1A)) . . .) = (Ek . . . E2E1)A.

Protože součin BA dává jednotkovou matici, matice B = A−1 je tedy hledaná inverzńı matice.

2) Původńı úlohu rozděĺıme na n podúloh podle jednotlivých sloupc̊u. V i-té podúloze budeme hledat
i-tý sloupeček inverzńı matice B k matici A. Řeš́ıme rovnici

Axi = ei,

kde ei je i-tý jednotkový vektor a xi je neznámý vektor. Soustavu budeme řešit Gaussovou–Jordanovou
eliminaćı. Pokud je p̊uvodńı matice A regulárńı, tak po provedeńı eliminace máme na levé straně jed-
notkovou matici a na pravé straně se nám rovnou objev́ı řešeńı soustavy. Je vidět, že když tento postup
provedeme pro všechny sloupce i, spoč́ıtáme postupně inverzńı matici. Bude platit



 A



 ·





| |
x1 . . . xn
| |



 =





| |
e1 . . . en
| |



 .
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Co nám ale bráńı, abychom Gaussovu–Jordanovu eliminaci provedli pro všechny sloupce pravých stran
najednou? Nic, protože postup eliminace záviśı jen na matici A. Můžeme uvažovat soustavu, která bude
mı́t několik pravých stran – všechny jednotkové vektory z jednotkové matice. Rozš́ı̌renou matice (A | In),
pokud to lze, eliminujeme na tvar (In | B) a nyńı by již mělo být jasné, proč B je inverzńı matice k A.

Ukázka 4.3 (Inverze matice). Najděte inverzńı matici k matici

A =





1 1 1
2 3 3

−1 −3 −2



 .

Řešeńı: Elementárńımi řádkovými úpravami převedeme (A | I3) na redukovaný odstupňovaný tvar





1 1 1 1 0 0
2 3 3 0 1 0

−1 −3 −2 0 0 1



 ∼





1 1 1 1 0 0
0 1 1 −2 1 0

−1 −3 −2 0 0 1



 ∼





1 1 1 1 0 0
0 1 1 −2 1 0
0 −2 −1 1 0 1



 ∼

∼





1 1 1 1 0 0
0 1 1 −2 1 0
0 0 1 −3 2 1



 ∼





1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 −1 −1
0 0 1 −3 2 1



 ∼





1 1 0 4 −2 −1
0 1 0 1 −1 −1
0 0 1 −3 2 1



 ∼

∼





1 0 0 3 −1 0
0 1 0 1 −1 −1
0 0 1 −3 2 1



 .

Máme tedy A−1 =





3 −1 0
1 −1 −1

−3 2 1



 a správnost ověř́ıme vynásobeńım AA−1 a porovnáńım s In.

Ukázka 4.4 (Maticové výrazy). S využit́ım vlastnost́ı matic můžeme s maticovými výrazy pracovat skoro
tak dobře jako s klasickými aritmetickými výrazy. Např́ıklad, mějme A,B,X ∈ Rn×n, kde A je regulárńı.
Vyjádřete neznámou matici X z výrazu

(AX)T = B.

Řešeńı: Obě strany rovnice transponujeme a dostaneme

AX = BT .

Nyńı rovnici vynásob́ıme zleva matićı A−1 a dostaneme

X = A−1BT .

Zde je nutné nahlédnout, že násobeńı regulárńı matićı (což A−1 jest) je ekvivalentńı úpravou – zpět
se mohu dostat vynásobeńım rovnice matićı A. Druhá věc, která vyžaduje pozornost, je ta, že jsme
násobili A−1 zleva. Maticové násobeńı neńı komutativńı, proto zálež́ı na pořad́ı násobeńı. Při násobeńım
zleva dostane levá strana rovnice tvar A−1AX = InX = X, kde máme hledanou matici X. Naopak, při
násobeńı zprava by levá strana rovnice měla tvar AXA−1, což obecně neńı rovno X.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Regulárńı matice

Cv. 4.1 Necht’ A ∈ Rn×n má jeden nulový sloupec. Je singulárńı nebo regulárńı?

A co když A ∈ Rn×n má jeden nulový řádek?

Cv. 4.2 Bud’ A,B ∈ Rn×n, kde A je regulárńı a B singulárńı. Jaký je součin AB?

Cv. 4.3 Ukažte, že pokud A2 −A+ In = 0, pak matice A je regulárńı.

Cv. 4.4 Bud’ A ∈ Rn×n regulárńı a a ∈ Rn. Rozhodněte, zda A+ aaT je také regulárńı.

Cv. 4.5 Rozhodněte, pro která a, b ∈ R je matice řádu n ≥ 2 regulárńı

A =









a b . . . b

b a
. . .

...
...

. . .
. . . b

b . . . b a









.

Cv. 4.6 Matice A řádu n má na diagonále lichá č́ısla a jinde sudá č́ısla. Může být matice singulárńı?

Cv. 4.7 Zjistěte pro které n je matice A ∈ Rn×n regulárńı, pokud jej́ı prvky jsou definovány:

(a) aij = i · j,
(b) aij = i+ j.

Cv. 4.8 Bud’ a ∈ Rn.

(a) Pro jaké hodnoty vektoru a je matice In + aaT regulárńı?

(b) Pro jaké hodnoty vektoru a je matice In − aaT regulárńı?

∗Cv. 4.9 (Souboj o regularitu) René a Simona hraj́ı hru s matićı řádu n ≥ 2. René přǐrad́ı nějakému
poĺıčku libovolné reálné č́ıslo, pak Simona přǐrad́ı jinému poĺıčku č́ıslo atd. dokud se nezaplńı celá
matice. René vyhraje, pokud je matice regulárńı, a Simona vyhraje, pokud je singulárńı. Má někdo
v́ıtěznou strategii? A jaká bude situace, když začne Simona?

Inverzńı matice

Cv. 4.10 Spoč́ıtejte

(
2 1
1 3

)−1

,

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)−1

.

Cv. 4.11 Spoč́ıtejte





1 2 3
3 2 −1
−1 0 1





−1

,





−2 −1 3
1 1 −1
2 1 −2





−1

,





1 2 1
3 −1 5
−1 5 −3





−1

.

Cv. 4.12 Spoč́ıtejte






d1 0
. . .

0 dn






−1

.

Cv. 4.13 Upravte:

(a) (ABC)−1,

(b) A(BTA)−1(AB)T .

Cv. 4.14 Invertujte matice elementárńıch řádkových úprav.

Cv. 4.15 Matice A,B se lǐśı záměnou 2. a 3. řádku. Jak se lǐśı matice A−1, B−1?
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Cv. 4.16 Bud’ A symetrická regulárńı matice. Bude A−1 také symetrická?

Cv. 4.17 Jak co nejefektivněji určit A−1
∗j , A

−1
i∗ ?

Cv. 4.18 Jak co nejefektivněji určit hodnotu A−1Bd+A−1Cd?

Cv. 4.19 Bud’ A,B,C,D,X ∈ Rn×n, kde A,B,C jsou regulárńı. Vyjádřete neznámou matici X ze vztahu

(a) A(BX)TC = D,

(b) ((X−1A−1)T − (BT )−1)B−1 = 0.

Cv. 4.20 Součet každého sloupce regulárńı matice A ∈ Rn×n je roven α. Ukažte, že součet každého sloupce
A−1 je roven 1/α.

Cv. 4.21 Bud’ A ∈ Rn×n regulárńı s kladnými č́ısly. Dokažte, že počet nul v A−1 je nanejvýš n(n− 2).

Cv. 4.22 Spoč́ıtejte

(a)









1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . . 0
1 . . . . . . 1









−1

, (b)









1 2 . . . 2
...

. . .
. . .

...
...

. . . 2
1 . . . . . . 1









−1

, (c)









0 1 . . . 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 . . . 1 0









−1

,

(d)










1 1 1 . . . 1
1 2 2 . . . 2
1 2 3 . . . 3
...

...
...

. . .
...

1 2 3 . . . n










−1

, (∗e)












1 1 . . . . . . 1

a1
. . .

. . .
...

a1 a2
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 1

a1 a2 . . . an−1 1












−1

.

Cv. 4.23 Bud’ α 6= 0. Spoč́ıtejte

(
αIn In
In αIn

)−1

.

Cv. 4.24 Dokažte, že pro A,B ∈ Rn×n, A regulárńı, plat́ı (ABA−1)k = ABkA−1.

Cv. 4.25 Dokažte A(In −A)−1 = (In −A)−1A.

Cv. 4.26 Bud’ A ∈ Rn×n tak, že A4 = 0. Dokažte, že (I −A)−1 = I +A+A2 +A3.

Cv. 4.27 Necht’ A2 má inverzńı matici B. Dokažte, že A je regulárńı a vyjádřete jej́ı inverzi.

Cv. 4.28 Dokažte pro matici A ∈ Rn×n:

(a) Je-li A2 = 0, pak In −A je regulárńı.

(b) Je-li Ak = 0 pro nějaké k ∈ N, pak In −A je regulárńı.

(c) Je-li Ak = 0 pro nějaké k ∈ N, pak In +A je regulárńı.

Cv. 4.29 Bud’ A ∈ Rn×n tvaru A = In −B, kde bij = 0 pro i ≤ j.

(a) Ukažte, že Bn = 0.

(b) Ukažte, že A−1 = I +B +B2 + . . .+Bn−1.

(c) Spoč́ıtejte podle předchoźıho vztahu A−1 pro matici

A =





1 0 0
−2 1 0
0 −3 1



 .
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∗Cv. 4.30 Bud’ A,B ∈ Rn×n splňuj́ıćı AB+A+B = 0. Dokažte AB = BA, tedy matice spolu komutuj́ı.

Cv. 4.31 Jaké jsou hodnoty v matici A−1 když prvky A jsou z oboru Z (resp. Q,R,C)?

Cv. 4.32 Porovnejte množiny řešeńı soustavy Ax = b a soustavy (QA)x = Qb.

Cv. 4.33 Najděte netriviálńı matici A ∈ Rn×n splňuj́ıćı:

(a) A = A−1

(b) A = −A−1

Cv. 4.34 Dokažte trace(A) = trace(BAB−1).

Cv. 4.35 Rozhodněte, zda plat́ı (AB)−1 = A−1B−1 pro matice

A =





1 0 2
2 3 1
4 1 0



 , B =





4 2 2
2 0 2
1 3 4



 .

Blokové matice

Cv. 4.36 Vyjádřete:

(a)

(
A 0
0 B

)−1

pro A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n regulárńı.

(b)

(
A C
0 B

)−1

pro A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n regulárńı.

(c)





I A 0
0 I B
0 0 I





−1

pro A,B čtvercové. Nahlédněte, že výsledek ř́ıká, že maticové násobeńı lze

zredukovat na maticovou inverzi.

(d)





I A C
0 I B
0 0 I





−1

pro A,B,C čtvercové.

(e) Jak vypadá následuj́ıćı matice s α 6= 0 po jedné iteraci Gaussovy eliminace?

(
α aT β
c A b

)

.

Cv. 4.37 Pro matici A ∈ Rn×n definujme A+, A−, |A| ∈ Rn×n s prvky (A+)ij := (aij)
+, (A−)ij := (aij)

−,
(|A|)ij := |aij | jako matice kladných část́ı, záporných část́ı a absolutńıch hodnot. Dokažte, že obě
matice A, |A| jsou zároveň regulárńı právě tehdy, když je regulárńı matice

Ã :=

(
A+ A−

A− A+

)

.

Hint: Využijte vlastnosti r = r+ − r− a |r| = r+ + r− pro libovolné r ∈ R.
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Shermanova–Morrisonova formule

(A+ bcT )−1 = A−1 − 1
1+cTA−1b

A−1bcTA−1.

Cv. 4.38 Jak se změńı inverzńı matice k A pokud k prvku aij přičteme α ∈ R?

Cv. 4.39 Najděte vzoreček pro (In + abT )−1, kde a, b ∈ Rn jsou takové, že aT b 6= −1.

Cv. 4.40 Invertujte matici řádu n s dvojkami na diagonále a jedničkami jinde.

Cv. 4.41 Vı́me A =





2 0 −1
−1 1 1
−1 0 1



 , A−1 =





1 0 1
0 1 −1
1 0 2



 . Bez př́ımého výpočtu určete

(a)





2 0 −1
−1 1 1
−1 2 1





−1

, (b)





2 0 −1
−1 1 1
−1 2 2





−1

.
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5 Grupy, tělesa

Ukázka 5.1. Dokažte, že v grupě s operaćı · a neutrálńım prvkem 1 plat́ı: Pokud a · b = c · a = 1, pak
b = c.

Řešeńı:

c
[neutrálńı prvek 1]

= c · 1 [ze zadáńı]
= c · (a · b) [asociativita ·]

= (c · a) · b [za zadáńı]
= 1 · b [neutrálńı prvek 1]

= b.

Ukázka 5.2 (Poč́ıtáńı v Zp). Spoč́ıtáme 4 + 4, 3 · 2, 2− 3, 3−1, 3/4 v tělese Z5. Každá operace v Z5 se
poč́ıtá modulo 5 (zbytek po děleńı 5), aby výsledek opět patřil do množiny {0, 1, 2, 3, 4}. Neoficiálńı kroky
znač́ıme do uvozovek – jsou zde uvedeny pro představu, jak doj́ıt k výsledku.

4 + 4 =
”
8 mod 5“ = 3,

3 · 2 =
”
6 mod 5“ = 1,

2− 3 = 2 + (−3) = 2 + 2 = 4,

3−1 = 2, nebot’ 2 · 3 = 1,

3/4 = 3 · 4−1 = 3 · 4 = 2.

Ukázka 5.3. Spoč́ıtejte 22011 v Z5

Řešeńı: Stač́ı si všimnout, že

20 = 1,

21 = 2,

22 = 4,

23 = 8 mod 5 = 3,

24 = 16 mod 5 = 1.

Tedy 22011 = 22008 · 23 = 1 · 3 = 3. Druhá možnost je využ́ıt Malou Fermatovu větu, která ř́ıká:
”
Pro

každé prvoč́ıslo p a každé a ∈ {1, . . . , p − 1} plat́ı ap−1 = 1 v tělese Zp.“ Pak dostaneme hned, že 24 = 1
v Z5.

Ukázka 5.4 (Soustava rovnic nad Zp). Řešte následuj́ıćı soustavu nad Z3 bez prohazováńı řádk̊u.





2 1 0 2
1 0 2 1
0 2 1 0



 .

Řešeńı: Provád́ıme klasickou Gaussovu eliminaci, pouze s t́ım rozd́ılem, že operace jsou nad tělesem
Z3. Nav́ıc si můžeme uvědomit, že prvky pod pivotem lze vynulovat přičteńım vhodného násobku řádku
s pivotem.





2 1 0 2
1 0 2 1
0 2 1 0



 ∼





2 1 0 2
0 1 2 0
0 2 1 0



 ∼





2 1 0 2
0 1 2 0
0 0 0 0



 .

Po provedeńı zpětné substituce dostáváme řešeńı (1, 0, 0)T + x3 · (1, 1, 1)T . Matice má hodnost menš́ı než
3, avšak nedostáváme nekonečně mnoho řešeńı, nebot’ parametr x3 může nabývat pouze hodnot ze Z3,
tedy 0, 1, 2. Celkově tedy máme tři řešeńı (1, 0, 0)T , (2, 1, 1)T , (0, 2, 2)T .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Grupy

Cv. 5.1 Zjistěte, zda je grupou

(a) (Q, ·),
(b) (Q,−),

(c) (Q \ {0}, ◦), kde a ◦ b = |ab|,
(d) (Q, ◦), kde ◦ je pr̊uměr č́ısel a, b (aritmetický, . . . ),

(e) (Q, ◦), kde ◦ je definováno: a ◦ b := a+ b+ 3,

(f) množina reálných funkćı f : R → R se sč́ıtáńım (F ,+),

(g) množina otočeńı v R2 podle počátku se skládáńım,

(h) množina posunut́ı v R2 se skládáńım.

Cv. 5.2 Najděte vlastńı př́ıklady grup a negrup.

Cv. 5.3 Bud’ (G, ◦) grupa a x ∈ G pevné. Rozhodněte, zda je grupou (G, ⋆) s operaćı a ⋆ b := a ◦ x ◦ b.

Cv. 5.4 Rozhodněte, zda je (Abelovou) grupou:

(a) množina {( 1 z
0 1 ); z ∈ Z} s maticovým násobeńım.

(b) množina {( a a
a a ); a ∈ R \ {0}} s maticovým násobeńım.

(c) množina
{
S
(
C 0
0 0

)
S−1; C ∈ Rk×k je regulárńı

}
s maticovým násobeńım, kde S ∈ Rn×n, n ≥ k,

je pevná regulárńı matice.

Cv. 5.5 Bud’ IR množina reálných uzavřených interval̊u s operacemi

[a1, a2] + [b1, b2] = [a1 + b1, a1 + b2],

[a1, a2] · [b1, b2] = [min(a1b1, a1b2, a2b1, a2b2),max(a1b1, a1b2, a2b1, a2b2)].

Vyšetřete algebraické struktury (IR,+), (IR, ·).

Cv. 5.6 V grupě (G, ◦) s neutrálńım prvkem e a inverzńım a−1 k a proved’te:

(a) najděte e−1,

(b) upravte (a ◦ b)−1.

(c) dokažte z definice, že pokud ab = a, tak nutně b = e,

(d) rozhodněte, zda a4 = b4 implikuje a = b,

(e) rozhodněte, zda a3 = b3 implikuje a = b.

Cv. 5.7 Zjistěte, zda je podgrupou

(a) (R \Q,+) ≤ (R,+),

(b) (Q+, ·) ≤ (Q \ {0}, ·), kde Q+ = {q ∈ Q | q > 0},
(c) (sudá celá č́ısla,+) ≤ (Z,+),

(d) (lichá celá č́ısla,+) ≤ (Z,+),

(e) (Zn,+) ≤ (Z,+).

Cv. 5.8 Najděte nejmenš́ı podgrupu (Z,+) obsahuj́ıćı prvky 6 a 15.

Cv. 5.9 Ukažte, že všechny podgrupy (Z,+) jsou tvaru {az; z ∈ Z} pro určité a ∈ Z.
Plat́ı totéž i o podgrupách (R,+)?

Cv. 5.10 Bud’ (G, ◦) grupa. Ukažte, že ∅ 6= H ⊆ G je podgrupou právě tehdy, když ab−1 ∈ H pro každé
a, b ∈ H.
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Cv. 5.11 Najděte nějakou netriviálńı podgrupu grupy funkćı (F ,+).

Cv. 5.12 Najděte nějakou netriviálńı podgrupu grupy matic (Rn×n,+).

Cv. 5.13 Najděte nějakou netriviálńı podgrupu grupy regulárńıch matic (GLn, ·).

Cv. 5.14 Najděte nějakou operaci, která je komutativńı, ale ne asociativńı.

Cv. 5.15 Bud’te H1,H2 podgrupy grupy (G, ◦). Ukažte, že

(a) H1 ∩H2 je také podgrupa,

(b) H1 ∪H2 je podgrupa právě tehdy, když H1 ⊆ H2 nebo H1 ⊇ H2,

(c) nejmenš́ı podgrupa obsahuj́ıćı H1∪H2 je tvořena všemi prvky a1 ◦ b1 ◦ . . . ◦an ◦ bn pro všechna
a1, . . . , an ∈ H1, b1, . . . , bn ∈ H2, n ∈ N.

Tělesa

Cv. 5.16 Rozhodněte, zda je tělesem množina

(a) {−1, 0, 1} s klasickým sč́ıtáńım a násobeńım.

(b) Z(
√
2) := {p +

√
2q; p, q ∈ Z} s klasickým sč́ıtáńım a násobeńım.

(c) Q(
√
2) := {p+

√
2q; p, q ∈ Q} s klasickým sč́ıtáńım a násobeńım.

(d) Q( 3
√
2) := {p+ 3

√
2q; p, q ∈ Q} s klasickým sč́ıtáńım a násobeńım.

(e) Q(i) := {p+ iq; p, q ∈ Q} s klasickým sč́ıtáńım a násobeńım.

(f) Z5(i) := {p+ iq; p, q ∈ Z5} s klasickým sč́ıtáńım a násobeńım.

(g) Kartézský součin Z2 × Z3, kde operace +, · jsou po souřadnićıch.

(h) (2M ,△,△′), kde A△B := (A\B)∪(B\A) je symetrický rozd́ıl množin, a A△′B := M \(A△B)
je jeho doplněk.

Cv. 5.17 Procvička v tělese Zp. Např́ıklad:

(a) spoč́ıtejte v Z5 hodnoty 4 + 3, −3, 4 · 3, 3−1, 4/3,

(b) spoč́ıtejte v Z11 hodnoty 6 + 7, −7, 6 · 7, 7−1, 6/7.

Cv. 5.18 Řešte soustavy rovnic bez prohazováńı řádk̊u

(a)





2 1 1 0
1 0 2 1
1 1 2 2



 nad Z3, (b)





0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1



 nad Z2 a Z5.

Cv. 5.19 Spoč́ıtejte v Z7 mocninu matice

(
3 2
1 4

)100

.

Cv. 5.20 Invertujete matici

(a)

(
2 1
2 2

)

nad Z3 a Z5, (b)

(
5 2
3 1

)

nad Z7 a Z11.

Cv. 5.21 Pro která prvoč́ısla p je matice nad Zp singulárńı?







2 4 1 2
3 0 5 4
4 0 2 3
3 5 1 4







.
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Cv. 5.22 Určete počet regulárńıch matic řádu 2 nad tělesem Zp (srov. cv. 15.25).

Cv. 5.23 Najděte polynom p(x) = a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 nad Z5 takový, aby p(1) = 1 a p(2) = p(3) =
p(4) = 2.

Cv. 5.24 V Z5 najděte všechna řešeńı rovnice x4 + 3x3 + 2x+ x−1 = 0.

Cv. 5.25 Spoč́ıtejte:

(a) 22010 v Z5,

(b) 32008 v Z7,

(c) (87 + 78)12 v Z17,

(d) 244 + 322211 v Z17,

(e) zbytek při děleńı 37n+2 + 16n+1 + 23n č́ıslem 7,

(f) 52008 v Z31.

Cv. 5.26 Proč nemůže být charakteristika tělesa rovna 1?

Cv. 5.27 Najděte co nejv́ıce těles charakteristiky 2.

Cv. 5.28 Jde v každém tělese T rozložit každý prvek a ∈ T na součet jedniček?

Cv. 5.29 Ukažte, že komutativitu sč́ıtáńı v tělese lze odvodit z ostatńıch vlastnost́ı.

Malá Fermatova věta

ap−1 = 1 v Zp, kde p je prvoč́ıslo, a 6= 0.

Cv. 5.30 Jak naj́ıt a−1 pro a ∈ Zp?

Cv. 5.31 Spoč́ıtejte:

(a) 203332 v Z31,

(b) 22008 v Z11,

(c) 260 + 730 v Z13.
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6 Permutace

skládáńı: (q ◦ p)(i) = q(p(i))

znaménko: sgn(p) = (−1)n−počet cykl̊u = (−1)počet transpozic

Ukázka 6.1 (Cykly, znaménko, a skládáńı permutaćı). Mějme permutace

p =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 4 1 6 5

)

, q =

(
1 2 3 4 5 6
1 3 2 5 6 4

)

.

Najděte jejich cykly, znaménka, inverze a složte je mezi sebou.
Řešeńı: Permutace p zobrazuje 1 7→ 2, dále 2 7→ 3, 3 7→ 4 a 4 7→ 1. Tud́ıž jeden cyklus je (1, 2, 3, 4), a

analogicky najdeme druhý cyklus (5, 6). Cykly permutace p jsou proto (1, 2, 3, 4)(5, 6) a podobně permu-
tace q má cykly (1)(2, 3)(4, 5, 6).

Permutace p je zadaná na n = 6 prvńıch a skládá se z c = 2 cykl̊u, proto má znaménko sgn(p) =
(−1)n−c = (−1)6−2 = 1. Podobně spoč́ıtáme sgn(q) = (−1)6−3 = −1.

Inverzńı permutaci k p můžeme naj́ıt několika zp̊usoby. Pokud vyjdeme z tabulkového zadáńı p,
tak stač́ı prohodit oba řádky, č́ımž se ze vzor̊u stanou obrazy a naopak, a pak jen setř́ıdit sloupce od
nejmenš́ıho. Dostaneme p−1 vyjádřené tabulkou

p =

(
1 2 3 4 5 6
4 1 2 3 6 5

)

.

Pokud využijeme zápisu p pomoćı cykl̊u, stač́ı pouze prohodit pořad́ı č́ısel v každém cyklu, tj. p−1 =
(4, 3, 2, 1)(6, 5). Zde si můžeme uvědomit, že cykly délek 1 a 2 nemuśıme invertovat, protože jsou sami
sobě inverźı.

Permutace skládáme jako každé jiné zobrazeńı, tedy p ◦ q zobraźı prvek i na p(q(i)). Tabulkově
vyjádřeno,

1 2 3 4 5 6
q ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

1 3 2 5 6 4
p ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

2 4 3 6 5 1

čili

p ◦ q =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 3 6 5 1

)

.

Podobně můžeme postupovat přes cykly a dospějeme k vyjádřeńı p ◦ q = (1, 2, 4, 6)(3)(5). Pro srovnáńı,
složeńı v opačném pořad́ı je q ◦p = (1, 3, 5, 4)(2)(6). To ilustruje, že skládáńı permutaćı neńı komutativńı.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 6.1 Mějme permutace

p =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 6 4 5

)

, q =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 5 2 1 6

)

.

Spoč́ıtejte q ◦ p, p ◦ q, sgn(p), p−1, sgn(p−1). Tabulkou i přes cykly.
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Cv. 6.2 Mějme permutaci

p = (1, 3, 4)(2, 5)(6, 11, 10, 9, 8, 7).

Spoč́ıtejte p9 a p−14.
Pro jakou nejmenš́ı mocninu k ≥ 1 dostaneme pk = id?

Cv. 6.3 Najděte permutaci p ∈ S10 aby pi 6= id pro i = 1, 2, . . . , 29.

Cv. 6.4 Rozložte (1, 2, 3, 4, 5) na složeńı transpozic. Rozložte to ještě jiným zp̊usobem. Jaký je nejmenš́ı
možný počet transpozic?

Cv. 6.5 Dokažte, že každou permutaci p ∈ Sn lze složit z n− 2 nebo n− 1 transpozic.

Cv. 6.6 Dokažte, že pro každou permutaci p a index i takový, že i < p(i) existuje j tak, že j > p(j).

Cv. 6.7 Dokažte, že složeńım permutaćı dostaneme permutaci.

Cv. 6.8 Bud’ q ∈ Sn pevné. Dokažte, že zobrazeńı p 7→ p ◦ q na bijekce na Sn. Jak se měńı znaménka
permutaćı p při tomto zobrazeńı?

Cv. 6.9 Určete znaménko permutace

p =

(
1 2 3 . . . n− 1 n
n n− 1 n− 2 . . . 2 1

)

.

Cv. 6.10 Určete znaménko následuj́ıćıch permutaćı:

(a) (1, 3, 5, . . . , 2n− 1, 2, 4, 6, . . . , 2n),

(b) (1, 4, 7, . . . , 3n− 2, 2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 3, 6, 9, . . . , 3n),

(c) (2, 5, 8, . . . , 3n− 1, 3, 6, 9, . . . , 3n, 1, 4, 7, . . . , 3n − 2),

(d) (3, 6, 9, . . . , 3n, 2, 5, 8, . . . , 3n − 1, 1, 4, 7, . . . , 3n − 2).

Cv. 6.11 Dokažte, že znaménko permutace p lze ekvivalentně definovat jako sgn(p) = (−1)s, kde s je
cykl̊u p sudé délky.

Cv. 6.12 Ukažte, že pro n ≥ 2 je počet lichých a sudých permutaćı v Sn stejný.

Cv. 6.13 Bud’ p ∈ Sn a uvažujme relaci R na množině {1, . . . , n} definovanou vztahem (x, y) ∈ R právě
tehdy, když x = pi(y) pro nějaké i ∈ N. Ukažte, že relace R je ekvivalence a jej́ı tř́ıdy jsou cykly
permutace p.

Cv. 6.14 Najděte všechny permutace komutuj́ıćı s

(a) p = (1, 2)(3).

(b) p = (1, 2)(3, 4).

Cv. 6.15 Najděte všechny permutace splňuj́ıćı:

(a) p ∈ S10 a p2 = (1, 3)(2, 4)(7, 8, 9, 10),

(b) p ∈ S10 a p5 = (1, 3, 4, 7, 8, 9, 10)(2, 6),

(c) p ∈ S2n a p2 = (a1, . . . , an)(b1, . . . , bn), kde a1, . . . , an, b1, . . . , bn jsou navzájem r̊uzná č́ısla
z {1, . . . , 2n},

(d) p ∈ S2n a p2 = (a1, b1)(a2, b2) . . . (an, bn). (Stač́ı nám jen jejich počet.)
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Cv. 6.16 Spoč́ıtejte p27 ◦ q−27 pro

p = (1, 3, 5, 7) ◦ (2, 5, 8, 1) ◦ (9, 10),
q = (6, 4, 1) ◦ (9, 10, 8) ◦ (4, 8, 7, 1, 5).

Cv. 6.17 Najděte co nejv́ıce permutaćı p ∈ S6 splňuj́ıćıch p = p−1.

Cv. 6.18 Kolem stolu sed́ı kolektiv matfyzák̊u. Z daného rozesazeńı (A) se přemı́st́ı do rozesazeńı (B)
pomoćı 17 vzájemných výměn dvou lid́ı. Lze přej́ıt zpět pomoćı 31, 26, resp. 13 výměn?

Cv. 6.19 Spoč́ıtejte pr̊uměrný počet cykl̊u v n-prvkové permutaci.

Cv. 6.20 Určete pravděpodobnost, že náhodně zvolená permutace p ∈ Sn má cyklus obsahuj́ıćı prvek 1
dlouhý přesně k.

Cv. 6.21 Bud’ p ∈ Sn permutace. Odpov́ıdaj́ıćı permutačńı matice P ∈ Rn je definována takto: Pij = 1
pokud p(i) = j a nula jinak. Tedy P vznikne z matice In permutaćı sloupc̊u podle permutace p.

(a) Dokažte, že P TP = In, tedy P T = P−1.

(b) Ukažte, že P−1 je permutačńı matice a určete jaké odpov́ıdá permutaci.

(c) Necht’ Q je matice permutace q. Ukažte, že PQ je permutačńı matice a určete jaké odpov́ıdá
permutaci.

(d) Bud’ B ∈ Rn×n. Jak vypadá BP a jak PB?

(e) Ukažte, že existuje k ∈ N takové, že Ak = In. Najděte co nejtěsněǰśı horńı mez v závislosti
na n.

(f) Najděte P řádu 5 takovou, aby P 6 = I5 byla nejmenš́ı taková mocnina.

(g) Necht’ P odpov́ıdá permutaci p = (1, n)(2, n − 1) . . . Jak vypadá matice PAP?

Symetrická grupa permutaćı

Cv. 6.22 Rozhodněte, zda je (Abelovou) grupou (Sn, ◦).

Cv. 6.23 Najděte všechny symetrie obdélńıku, popǐste je permutacemi a ověřte, že tvoř́ı podgrupu (S4, ◦).

3 4

21

Cv. 6.24 Najděte všechny symetrie čtverce, popǐste je permutacemi a ověřte, že tvoř́ı podgrupu (S4, ◦).

3 4

21

Cv. 6.25 Najděte všechny symetrie pětićıpé hvězdy a popǐste je permutacemi.

1

2

3 4

5

Cv. 6.26 Ukažte, že postupným skládáńım mohu z transpozic (1, 2), (2, 3), . . . , (n− 1, n) vygenerovat celé
Sn.

Cv. 6.27 Ukažte, že pokud n je prvoč́ıslo, tak postupným skládáńım a invertováńım mohu z jedné trans-
pozice a cyklu na n prvćıch vygenerovat celé Sn.
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7 Vektorové prostory a podprostory

Ukázka 7.1 (Podprostory). Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou podprostory prostoru Rn nad R

(a) A = {(2s, s, |s|)T ; s, t ∈ R},

(b) B = {(s, 5t, 2s − t)T ; s, t ∈ R}.

Řešeńı: V zásadě, muśıme ověřit, jestli množiny obsahuj́ı nulový vektor a jsou uzavřené na sč́ıtáńı a
násobky.

(a) Triviálně 0 ∈ A, stač́ı volit s = 0. Uzavřenost na součty ani násobky ale neplat́ı (pouze na
nezáporné násobky), což prokážeme protipř́ıkladem. Vezměme např. vektor (2, 1, 1)T , který nálež́ı do A
d́ıky volbě s = 1. Jeho opačný vektor −(2, 1, 1)T = (−2,−1,−1)T ale do A nenálež́ı, protože třet́ı složka
vektoru v A nemůže být záporná.

(b) Opět zřejmě 0 ∈ B. Ukažme uzavřenost na součty vektor̊u. Vezměme si libovolné dva vektory z B,
ty se daj́ı obecně vyjádřit jako (s, 5t, 2s − t)T a (s′, 5t′, 2s′ − t′)T pro vhodné volby s, s′, t, t′ ∈ R. Jejich
součet je (s, 5t, 2s − t)T + (s′, 5t′, 2s′ − t′)T = (s + s′, 5(t + t′), 2(s + s′) − (t + t′))T , což je opět vektor
nálež́ıćı do množiny B. Podobně se ukáže uzavřenost na násobky. Bud’ α ∈ R a (s, 5t, 2s − t)T ∈ B. Pak
α(s, 5t, 2s − t)T = ((αs), 5(αt), 2(αs) − (αt))T má také vyjádřeńı z definice B a proto do množiny nálež́ı.

Ukázka 7.2 (Lineárńı obal). Rozhodněte, zda vektor (4,−1, 1)T nálež́ı do lineárńıho obalu vektor̊u
(2, 1, 1)T (1, 2, 1)T .

Řešeńı: Lineárńı obal konečné množiny je charakterizován jako množina všech lineárńıch kombinaćı
vektor̊u této množiny. Tedy vektor nálež́ı do daného lineárńıho obalu právě tehdy, když lze vyjádřit jako
lineárńı kombinace těchto vektor̊u. Konkrétně, hledáme α, β ∈ R aby

(4,−1, 1)T = α(2, 1, 1)T + β(1, 2, 1)T .

Toto vyjadřuje soustavu tř́ı rovnic o dvou neznámých





2 1 4
1 2 −1
1 1 1



 .

Soustavu vyřeš́ıme a najdeme řešeńı α = 3, β = −2, tud́ıž odpověd’ zńı:
”
Ano“.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vektorové prostory

Cv. 7.1 Jmenujte př́ıklady vektorových prostor̊u.

Cv. 7.2 Rozhodněte, zda tvoř́ı vektorový prostor:

(a) Rn nad Q,

(b) Rn nad C,

(c) Zn
p nad Zp,

(d) Rn nad R s operacemi x⊕ y = x+ y, α⊙ x = −α · x,
(e) Rn nad R s operacemi x⊕ y = x+ y, α⊙ x = |α| · x,
(f) R∞ nad R, tedy posloupnosti reálných č́ısel.

Cv. 7.3 Rozhodněte, zda tvoř́ı vektorový prostor:
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(a) 2M nad tělesem Z2, kde M je daná množina, součet množin A,B ⊆ M je definován A+ B =
(A \B) ∪ (B \ A), a násobek množiny jako 0A = ∅ a 1A = A.

(b) V n nad T, kde V je vektorový prostor nad T, sč́ıtáńı a násobky jsou definovány po složkách.

(c) U × V nad T, kde U, V jsou vektorové prostory nad T, sč́ıtáńı a násobky jsou definovány po
složkách.

(d) množina všech zobrazeńı f : M → V nad tělesem T, kde M je daná množina a V vektorový
prostor nad T.

(e) množina všech rotaćı v prostoru Rn, kde součet je definován jako složeńı rotaćı a α-násobek
jako rotace o α-násobný úhel.

(f) Zn
5 nad Z2 s přirozeným součtem a násobky.

(g) množina V = {0, 1, . . . , 6} nad Z5 s operacemi součet x ⊕ y = (x + y) mod 6 a násobek
α⊙ x = (αx) mod 6.

(h) kladná reálná č́ısla R+ nad R, je-li x⊕ y = xy a α⊙ x = xα.

Cv. 7.4 Rozhodněte, zda tvoř́ı vektorový prostor R3 nad R s předefinovanými operacemi:

(a) x⊕ y = o, α⊙ x = αx

(b) x⊕ y = (x1 + y1, x2, y3), α⊙ x = αx

(c) x⊕ y = x+ y, α⊙ x = (αx1, αx2, x3)

(d) x⊕ y = x+ y, α⊙ x = (αx1, 2αx2, 3αx3)

Cv. 7.5 Najděte netriviálńı podmnožinu R2, která je:

(a) uzavřená na sč́ıtáńı a odč́ıtáńı, ale ne na násobky,

(b) uzavřená na násobky, ale ne na sč́ıtáńı.

Cv. 7.6 Najděte vektorový prostor s právě 25 vektory. Najděte ještě daľśı dva.

Cv. 7.7 Dokažte, že v každém vektorovém prostoru V nad T plat́ı

(a) αo = o, ∀α ∈ T,

(b) (−1)v = −v, ∀v ∈ V .

Cv. 7.8 Mějme U, V prostory nad tělesem T. Může U ∩ V = ∅?

Podprostory

Cv. 7.9 Rozhodněte, zda následuj́ıćı tvoř́ı podprostor R2:

(a) {(s, s2)T ; s ∈ R},
(b) {(s+ t, 1)T ; s, t ∈ R},
(c) {(s− 2, 3s)T ; s ∈ R},
(d) {(s− t, 2t)T ; s, t ∈ R},
(e) {(s, 5s)T ; s ∈ R},
(f) {(s, t)T ∈ R2; |s| = |t|}.

Cv. 7.10 Bud’ A ∈ Rm×n. Rozhodněte, zda {x ∈ Rn; Ax = 0} tvoř́ı podprostor Rn.

Cv. 7.11 Rozhodněte, zda jsou podprostorem prostoru matic Rn×n nad R:

(a) magické čtverce (tj. matice u nichž součet libovolného řádku, sloupce i obou diagonál dá stejné
č́ıslo),
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(b) latinské čtverce (tj. matice, u nichž je v každém řádku i sloupci každé z č́ısel 1, 2, . . . , n právě
jednou),

(c) singulárńı matice,

(d) regulárńı matice,

(e) horńı trojúhelńıkové matice,

(f) matice X ∈ Rn×n komutuj́ıćı s danou A ∈ Rn×n, tj. AX = XA.

Cv. 7.12 Rozhodněte, zda matice A ∈ Rn×n splňuj́ıćı trace(A2) = trace(A)2 tvoř́ı podprostor Rn×n.

Cv. 7.13 Rozhodněte, zda následuj́ıćı tvoř́ı podprostor prostoru reálných posloupnost́ı R∞:

(a) posloupnosti tvaru (a, b, c, a, b, c, a, b, c, . . . ) pro a, b, c ∈ R,

(b) posloupnosti s nekonečně mnoha nulami,

(c) posloupnosti s konečně mnoha nenulami

(d) rostoućı, neklesaj́ıćı, monotónńı posloupnosti,

(e) konvergentńı posloupnosti,

(f) omezené posloupnosti,

(g) aritmetické posloupnosti (xi − xi−1 = konst.),

(h) fibonacciovské posloupnosti (xi+1 = xi + xi−1).

Cv. 7.14 Rozhodněte, zda {p ∈ P3; p(2) = p(7)} tvoř́ı podprostor P3.

Cv. 7.15 Rozhodněte, zda následuj́ıćı tvoř́ı podprostor prostoru reálných funkćı F :

(a) po částech lineárńı funkce,

(b) periodické reálné funkce.

Lineárńı obal

Cv. 7.16 Bud’ V vektorový prostor a M,N ⊆ V množiny vektor̊u. Rozhodněte, zda plat́ı:

(a) span(span(M)) = span(M),

(b) M ⊆ N ⇒ span(M) ⋐ span(N),

(c) M ⊆ N ⇐ span(M) ⋐ span(N),

(d) M ⊆ N ⊆ span(M) ⇒ span(M) = span(N),

(e) span(M ∩N) = span(M) ∩ span(N),

(f) span(V \M) = span(V \ span(M)).

Cv. 7.17 Rozhodněte, zda vektory (1, 2)T , (3, 4)T generuj́ı R2.

Cv. 7.18 Vyjádřete 7x− 7 jako součet násobk̊u polynomů x2 + x, x+ 2 a x2 − x+ 3.

Cv. 7.19 Rozhodněte, zda existuje lineárńı kombinace zadaných vektor̊u dávaj́ıćı vektor x = (1, 2, 3)T a
pokud ano, tak ji najděte:

(a) (1, 0, 0)T , (0, 0,−2)T ,

(b) (1, 0, 0)T , (0, 2, 0)T , (0, 0,−3)T ,

(c) (1, 1, 1)T , (2, 1, 3)T , (3, 1, 5)T ,

(d) (2, 1, 3)T , (3, 1, 2)T , (1, 1, 1)T ,

(e) (2, 1, 3)T , (3, 1, 4)T , (1, 1, 2)T .
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Cv. 7.20 Rozhodněte, zda vektory (1, 1, 0, 1)T , (0, 1, 0, 1)T , (0, 1, 1, 0)T , (1, 1, 1, 0)T , (0, 0, 1, 1)T generuj́ı
R4 resp. Z4

2.

Cv. 7.21 Rozhodněte, zda U = V pro

(a) U = span{(1, 2, 0)T , (0, 1,−1)T }, V = span{(2, 1, 3)T , (−1, 0,−2)T },
(b) U = span{(1, 2,−1)T , (2, 1, 1)T }, V = span{(0, 3,−3)T , (3, 3,−1)T }.

Cv. 7.22 Bud’ M = {a, b, c, d, e} a uvažujme vektorový prostor 2M všech podmnožin množiny M nad
tělesem Z2, kde sč́ıtáńı je chápáno jako výlučná disjunkce a násobky přirozeně.

(a) najděte nulový vektor o,

(b) určete opačný vektor −v k vektoru v = {a, b, c},
(c) vyhodnot’te lineárńı kombinaci u+v−w−z, kde u = {a, d}, v = {b, e}, w = {c, e} a z = {a, b, c}.
(d) rozhodněte, zda vektor {a, b, c, d, e} lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u u, v, w, z,

(e) Nahlédněte, že vektorový prostor se chová podobně jako prostor Z5
2 nad Z2.

Cv. 7.23 Bud’ V vektorový prostor a M ⊆ V množina vektor̊u (konečná či nekonečná). Dokažte, že
span(M) je tvořený všemi konečnými lineárńımi kombinacemi vektor̊u z M .
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8 Lineárńı nezávislost

Ukázka 8.1 (Lineárńı nezávislost). Rozhodněte, zda vektory (1, 3, 2)T , (2, 5, 3)T , (2, 3, 1)T jsou lineárně
nezávislé.

Řešeńı: Vektory jsou lineárně nezávislé pokud pouze jejich jediná lineárńı kombinace dá nulový vektor,
a to triviálńı, kdy všechny koeficienty jsou nulové. Hledejme tedy lineárńı kombinace dávaj́ıćı nulový
vektor:

α(1, 3, 2)T + β(2, 5, 3)T + γ(2, 3, 1)T = (0, 0, 0)T ,

což vede na soustavu lineárńıch rovnic 



1 2 2 0
3 5 3 0
2 3 1 0



 .

Soustavu vyřeš́ıme upraveńım matice na tvar





1 0 −4 0
0 1 3 0
0 0 0 0



 .

Soustava má nekonečně mnoho řešeńı a určitě najdeme nějaké nenulové, např. α = 4, β = −3, γ = 1. To
znamená, že dané vektory jsou lineárně závislé.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 8.1 Je pod/nadsystém lineárně (ne)závislého systému vektor̊u lineárně (ne)závislý?

Cv. 8.2 Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tř́ı vektor̊u lineárně závislý.

Cv. 8.3 Zjistěte, zda jsou vektory lineárně nezávislé:

(a) (2, 3,−5)T , (1,−1, 1)T , (3, 2,−2)T ,

(b) (2, 0, 3)T , (1,−1, 1)T , (0, 2, 1)T ,

Cv. 8.4 Rozhodněte, zda vektory (0, 1, 1, 1)T , (1, 0, 1, 1)T , (1, 1, 0, 1)T , (1, 1, 1, 0)T jsou lineárně závislé
v R4 resp. v Z4

3.

Cv. 8.5 Najděte množinu aritmetických vektor̊u se složkami z {0, 1, 2} tak, aby

(a) byly lineárně závislé v Rn i v Zn
3 ,

(b) byly lineárně nezávislé v Rn i v Zn
3 ,

(c) byly lineárně nezávislé v Rn, ale závislé v Zn
3 ,

(d) byly lineárně závislé v Rn, ale nezávislé Zn
3 .

Cv. 8.6 Pro které hodnoty parametru a ∈ R jsou vektory (1, a, 1)T , (1, 1, 1)T a (2, 2, a)T lineárně
nezávislé?

Cv. 8.7 Najděte čtyři lineárně závislé vektory z R4 tak, aby:

(a) právě jeden vektor byl lineárně závislý na ostatńıch,

(b) právě dva vektory byly lineárně závislé na ostatńıch,

(c) právě tři vektory byly lineárně závislé na ostatńıch,

(d) každý z nich byl lineárně závislých na ostatńıch,
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Cv. 8.8 Bud’te u, v, w lineárně nezávislé vektory z prostoru V nad R. Rozhodněte, zda jsou lineárně
nezávislé:

(a) o, u, v

(b) u, 2u, w,

(c) w, v, u,

(d) u, v + w,

(e) u+ v, u− v, u+ w, u−w,

(f) u− v, 2v + w, −u− v + 3w,

Cv. 8.9 Ukažte, že vektory v1, . . . , vn ∈ V jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když v1, v1+v2, . . . ,
∑n

i=1 vi
jsou lineárně nezávislé.

Cv. 8.10 Bud’te u1, . . . , un lineárně nezávislé vektory z prostoru V nad R. Rozhodněte kdy jsou lineárně
nezávislé vektory vi =

∑n
j=1 aijuj.

Cv. 8.11 Zjistěte, zda jsou vektory z prostoru reálných funkćı F lineárně nezávislé:

(a) 2x− 1, x− 1, 3x,

(b) sinx, cos x,

Cv. 8.12 Bud’te U, V podprostory prostoru W . Dokažte, že U ∩ V = {o} právě tehdy, když každý vektor
x ∈ U + V se dá jednoznačně zapsat jako x = u+ v, kde u ∈ U , v ∈ V .

∗Cv. 8.13 Dokažte, že sloupce A ∈ Rm×n jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když ATA je regulárńı.

Cv. 8.14 Dokažte, že následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı pro nekonečnou množinu vektor̊u M prostoru V :

(a) M je lineárně nezávislá,

(b) existuje v ∈ M , který je lineárńı kombinaćı několika jiných vektor̊u z M ,

(c) neexistuje konečná netriviálńı lineárńı kombinace vektor̊u z M rovna o,

(d) pro každou vlastńı podmnožinu N $ M je span(N) $ span(M).
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9 Báze, dimenze

Ukázka 9.1 (Báze, souřadnice). Rozhodněte, zda vektory (1, 2, 1), (2, 5, 1), (3, 2, 1) tvoř́ı bázi prostoru
R3 nad R, a pokud ano, najděte souřadnice vektoru v = (5, 1, 2) vzhledem k této bázi.

Řešeńı: Nejprve ověř́ıme, že vektory jsou lineárně nezávislé. Protože jsou tři a dimenze R3 je rovněž
tři, muśı tvořit bázi.

Souřadnice hledáme tak, že najdeme lineárńı kombinaci bázických vektor̊u, která je rovna v

α(1, 2, 1) + β(2, 5, 1) + γ(3, 2, 1) = (5, 1, 2).

Přeṕı̌seme to jako soustavu rovnic




1 2 3 5
2 5 2 1
1 1 1 2



 .

Soustava muśı mı́t jediné řešeńı, a skutečně, po vyřešeńı dostaneme α = 1, β = −1, γ = 2. Tedy souřadnice
vektoru v vzhledem k bázi jsou (1,−1, 2).

Ukázka 9.2 (Báze). Bud’ V podprostor R2×2 tvořený maticemi, jejichž oba řádky maj́ı stejný součet
prvk̊u. Najděte bázi a spoč́ıtejte dimenzi V .

Řešeńı: Matice tohoto podprostoru maj́ı tvar

(
a c− a
b c− b

)

,

kde a, b, c ∈ R jsou libovolné. Takto je součet prvńıho i druhého řádku roven c, a přitom takto poṕı̌seme
všechny požadované matice. Obecný tvar si rozlož́ıme

(
a c− a
b c− b

)

= a

(
1 −1
0 0

)

+ b

(
0 0
1 −1

)

+ c

(
0 1
0 1

)

.

Nyńı je vidět, že matice
(
1 −1
0 0

)
,
(
0 0
1 −1

)
, ( 0 1

0 1 ) generuj́ı V . Vzhledem k tomu, že žádná z těchto matic se
nedá vygenerovat z ostatńıch (má na určité pozici nenulu, kde ostatńı maj́ı nuly), matice jsou lineárně
nezávislé a tud́ıž představuj́ı bázi V . Tı́m pádem dimV = 3.

Ukázka 9.3 (Dimenze). Uvažujme následuj́ıćı podprostory prostoru R4

U = span{(1, 0, 1, 0)T , (1, 2, 3, 4)T },
V = span{(2, 2, 1, 1, )T , (3, 2, 1, 0)T }.

Spoč́ıtejte dim(U ∩ V ).
Řešeńı: Hledanou dimenzi pak spoč́ıtáme podle vzorečku dim(U ∩V ) = dimU +dimV −dim(U +V ).

Protože zřejmě generátory podprostoru U i V jsou lineárně nezávislé, tak dimU = dimV = 2. Dimenzi
spojeńı U + V spoč́ıtáme jako dimenzi prostoru generovaného generátory U i V dohromady, tedy jako
hodnost matice 





1 0 1 0
1 2 3 4
2 2 1 1
3 2 1 0







.

Výpočtem urč́ıme, že hodnost je 3, tud́ıž dimenze pr̊uniku podprostor̊u je dim(U ∩V ) = dimU +dimV −
dim(U + V ) = 2 + 2− 3 = 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



46 Báze, dimenze

Báze

Cv. 9.1 Najděte bázi a určete dimenzi prostor̊u:

(a) R2 nad R,

(b) C2 nad C,

(c) C2 nad R,

(d) P2,

(e) R2×2 nad R,

(f) Rm×n nad R,

(g) symetrické matice v R2×2 nad R.

Cv. 9.2 Tvoř́ı vektory (1, 0, 2)T , (2, 1, 3)T , (0, 0, 2)T , (0, 1, 0)T bázi prostoru R3?

Cv. 9.3 Najděte bázi prostoru R4 obsahuj́ıćı vektor (1, 2, 3, 4)T .

Cv. 9.4 Zjistěte, zda (−1, 5, 3) ∈ span{(1, 2, 2), (4, 1, 3)} a pokud ano tak určete souřadnice vektoru
vzhledem k dané bázi.

Cv. 9.5 V prostoru P2 najděte souřadnice vektoru x2 + 2 vzhledem k bázi x2 + 1, x− 2, 2x2 + x− 1.

Cv. 9.6 Najděte bázi prostoru {p ∈ P5; p(x) = −p(−x) ∀x ∈ R}.

Cv. 9.7 Najděte bázi prostoru {x ∈ R5; x1 + x3 = x2 + 2x4 = x5}.

Cv. 9.8 Najděte př́ıklad vektorového prostoru jehož bázi tvoř́ı on sám.

Cv. 9.9 Bud’ B báze vektorového prostoru V . Dokažte, že v1, . . . , vn ∈ V jsou lineárně nezávislé právě
tehdy, když jejich souřadnice [v1]B , . . . , [vn]B ∈ V jsou lineárně nezávislé.

Cv. 9.10 Souřadnice vektoru v vzhledem k bázi B = {z1, z2, z3, z4} jsou [v]B = (a1, a2, a3, a4). Určete
souřadnice vektoru v vzhledem k bázi

(a) B′ = {z4, z3, z2, z1}.
(b) B′ = {z1 + z4, z2, z3, z4}.
(c) B′ = {z1 + z4, z2 + z3, z4, z2}.

Cv. 9.11 Upravováńım pouze jediné matice rozhodněte, zda vektory (2, 3, 2)T , (1, 1,−1)T tvoř́ı bázi pro-
storu span{(1, 2, 3)T , (5, 8, 7)T , (3, 4, 1)T }.

Cv. 9.12 Uvažme báze R2: B = {(1, 1)T , (1, 2)T } a B′ = {(3, 4)T , (2, 3)T }. Vı́me-li, že pro jisté u, v ∈ R2

je [u]B = (1, 1)T a [v]B = (2, 1)T , tak najděte bázi B′′ aby [u]B′ = [v]B′′ a [v]B = [u]B′′ .

Cv. 9.13 Bud’ B báze prostoru matic Rn×n. Ukažte, že všechny matice z B nemohou navzájem komutovat
(mohou jen některé).

Cv. 9.14 Ukažte, že prostor reálných posloupnost́ı R∞ nemá spočetnou bázi.

Dimenze

dimU + dimV = dim(U + V ) + dim(U ∩ V )

Cv. 9.15 Najděte všechny podprostory R2 nad R.

Cv. 9.16 Určete počet podprostor̊u Z2
p nad Zp.
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Cv. 9.17 Bud’ V = {v1, . . . , vn} množina vektor̊u nějakého prostoru nad R, dim (spanV ) = n− 1, n ≥ 3.
Kolika zp̊usoby lze z V vybrat bázi span(V ) pokud v́ıme, že

(a) v1 = o

(b) v1 = 2v2

(c) v1 = u2 − u3

Cv. 9.18 Bud’te U, V podprostory W a necht’ dimU = 7, dimV = 8, dimW = 13.

(a) Odhadněte zdola a shora hodnotu dim (U + V ) a najděte konkrétńı př́ıklad kdy se nabydou
meze.

(b) Odhadněte zdola a shora hodnotu dim (U ∩ V ).

Cv. 9.19 Označme U prostor symetrických matic řádu 3 a V prostor horńıch trojúhelńıkových matic
řádu 3.

(a) Najděte bázi a určete dimenzi prostoru U a V .

(b) Co představuje prostor U ∩ V a jaká je jeho dimenze?

(c) Co představuje prostor U + V a jaká je jeho dimenze?

Cv. 9.20 Označme poprostory prostoru P2

U := {ax2 + ax+ b; a, b ∈ R},
V := {ax2 + bx+ b; a, b ∈ R}.

(a) Najděte bázi a určete dimenzi prostoru U a V ,.

(b) Co představuje prostor U ∩ V a jaká je jeho dimenze?

(c) Co představuje prostor U + V a jaká je jeho dimenze?

Cv. 9.21 Bud’te U ⋐ V prostory takové že, 1 + dimU = dimV , a bud’ B báze U . Dokažte, že B ∪ {x} je
báze V právě tehdy když x ∈ V \ U .

Cv. 9.22 Spoč́ıtejte dim(U ∩ V ) pro

(a) U = span{(1, 2, 0, 0)T , (1, 0, 0,−1)T }, V = span{(0, 1, 1, 0)T , (1, 1,−1, 1)T } podprostory R4,

(b) U = span{(0, 1, 0)T , (1, 1, 0)T }, V = span{(0, 1, 1)T , (1, 0, 1)T , (1, 1, 0)T } podprostory R3,

(c) předchoźı bráno v Z3
2.

Cv. 9.23 Rozhodněte, zda každý polynom stupně nanejvýš 2 (sic! ) lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci
polynomů x3 − x2 + 2, 2x2 + x, x3 + x2 − x a x3 + x2 + 1.

Cv. 9.24 Najděte bázi a určete dimenzi prostoru R2 × P2.

Cv. 9.25 Bud’ M prostor reálných matic 3×3 takových, že součty v řádkách a sloupćıch se rovnaj́ı. Určete
dimenzi tohoto prostoru a najděte libovolnou bázi.

Cv. 9.26 Bud’ u1, . . . , um báze U , a bud’ v1, . . . , vn báze V . Najděte bázi a určete dimenzi prostoru U×V .

Cv. 9.27 Určete dimenzi prostor̊u nad tělesem Q

(a) Q(
√
2,
√
3) = {a+

√
2b+

√
3c; a, b, c ∈ Q}.

(b) Q(
√
2 +

√
3) = {a+

√
2b+

√
3b; a, b ∈ Q}.

Cv. 9.28 Určete dimenzi podprostoru generovaného všemi permutačńımi maticemi řádu 2.
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Cv. 9.29 Rozhodněte, zda plat́ı zobecněńı věty o dimenzi a spojeńı na 3 podprostory U, V,W :

dim (U + V +W ) = dimU + dimV + dimW − dim (U ∩ V )− dim (U ∩W )

− dim (V ∩W ) + dim (U ∩ V ∩W ).

Cv. 9.30 Bud’ (G,+) grupa taková, že a+a = e pro každé a ∈ G. Ukažte, že počet prvk̊u grupy je 2n pro
určité n ∈ N. (Hint: Uvědomte si, proč je př́ıklad zařazen v této sekci.)

Cv. 9.31 Bud’ x1, . . . , xm ∈ V , dim(V ) = n a bud’ m ≥ n + 2. Ukažte, že existuje netriviálńı lineárńı
kombinace

∑m
i=1 αixi = o taková, že

∑m
i=1 αi = 0.

Direktńı součet

Cv. 9.32 Dokažte: Je-li U ∩V = {o}, pak každý vektor w ∈ U + V lze zapsat jediným zp̊usobem ve tvaru
w = u+ v, kde u ∈ U a v ∈ V .

Cv. 9.33 Bud’ W direktńım součtem svých podprostor̊u U, V . Je-li u1, . . . , um báze U a v1, . . . , vn báze
V , pak u1, . . . , um, v1, . . . , vn je báze W .

Cv. 9.34 Bud’ U podprostor Rn. Ukažte, že z vektor̊u e1, . . . , en lze vybrat bázi určitého prostoru V ⋐ Rn

tak, že Rn = U ⊕ V .

Cv. 9.35 Bud’te B1, . . . , Bn báze podprostor̊u V1, . . . , Vn prostoru V . Ukažte, že V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . . ⊕ Vn

právě tehdy, když báze B1, . . . , Bn jsou po dvou disjunktńı a jejich sjednoceńım dostaneme bázi V .

Dále rozhodněte, zda Vi ∩ Vj = {o} pro všechna i 6= j implikuje, že V = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vn.

Cv. 9.36 Bud’te U, V podprostory stejné dimenze v prostoru Z. Ukažte, že existuje podprostor W takový,
že Z = U ⊕W = V ⊕W .
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10 Maticové prostory

Pro matici A ∈ Tm×n plat́ı:

rank(A) = dimS(A) = dimR(A) = n− dimKer(A).

Ukázka 10.1 (Výběr báze). Uvažujme vektory z R5

(1, 2, 3, 4, 5)T , (1, 1, 1, 1, 1)T (1, 3, 5, 7, 9)T , (2, 1, 1, 0, 0)T .

Najděte bázi a určete dimenzi prostoru V , generovaného zadanými vektory.

Řešeńı: Sestav́ıme matici A, jej́ıž sloupce představuj́ı dané vektory. Nyńı máme V = S(A). Převedeme
matici na RREF tvar:

A =









1 1 1 2
2 1 3 1
3 1 5 1
4 1 7 0
5 1 9 0









RREF∼









1 0 2 0
0 1 −1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0









RREF tvar matice má 3 bázické sloupce (3 pivoty), proto má hodnost 3, a tud́ıž i dim(V ) = 3. Bázické
sloupce jsou prvńı, druhý a čtvrtý, což nám ř́ıká, které z p̊uvodńıch vektor̊u tvoř́ı bázi – je to: (1, 2, 3, 4, 5)T ,
(1, 1, 1, 1, 1)T , (2, 1, 1, 0, 0)T . Př́ımo z řádk̊u či sloupc̊u matice RREF(A) bázi nevyčteme! Mimochodem,
třet́ı z vektor̊u je závislý na ostatńıch a z RREF tvaru vid́ıme, že je roven dvojnásobku prvńıho minus
druhý.

Jiný postup je naopak vložit zadané vektory do řádk̊u do matice B a opět upravit na RREF tvar
(nyńı máme V = R(A)):

B =







1 2 3 4 5
1 1 1 1 1
1 3 5 7 9
2 1 1 0 0







RREF∼







1 0 0 −1 −1
0 1 0 1 0
0 0 1 1 2
0 0 0 0 0







Hodnost matice je 3, tud́ıž ve shodě s předchoźım je dim(V ) = 3. Nyńı ale bázi vyčteme př́ımo ze řádk̊u
výsledné matice: (1, 0, 0,−1,−1)T , (0, 1, 0, 1, 0)T , (0, 0, 1, 1, 2)T . Na druhou stranu, RREF tvar zde nic
neř́ıká o tom, které z p̊uvodńıch vektor̊u lze vybrat do báze.

Ukázka 10.2 (Řádkový a sloupcový prostor). Určete dimenzi a najděte bázi řádkového a sloupcového
prostoru matice

A =





1 1 2 1
3 1 4 4
4 −4 0 8



 .

Řešeńı: Nejprve převedeme matici na (redukovaný) odstupňovaný tvar:





1 1 2 1
3 1 4 4
4 −4 0 8




RREF∼






1 0 1 3
2

0 1 1 −1
2

0 0 0 0




 .

Dimenzi řádkového a sloupcového prostoru matice můžeme zjistit pomoćı hodnosti matice, plat́ı vztah

dimR(A) = dimR(A) = rank(A) = 2.
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Bázi řádkového prostoruR(A) dostaneme př́ımo z nenulových řádk̊u v odstupňovaném tvaru RREF(A),
tedy

BR(A) =
{(

1, 0, 1, 3
2

)T
,
(
0, 1, 1,−1

2

)T
}

.

Bázi sloupcového prostoru vybereme z p̊uvodńıch sloupcových vektor̊u matice A. Voĺıme sloupce,
které odpov́ıdaj́ı bázickým sloupc̊um RREF(A), tj. prvńı a druhý sloupec:

BS(A) =
{
(1, 3, 4)T , (1, 1,−4)T

}
.

Ukázka 10.3 (Jádro matice). Určete dimenzi a najděte bázi jádra matice

A =





2 4 4 4
−3 −4 2 0
5 7 −2 1



 .

Řešeńı: Uprav́ıme matici na RREF tvar

A =





2 4 4 4
−3 −4 2 0
5 7 −2 1




RREF∼





1 0 −6 −4
0 1 4 3
0 0 0 0





Hodnost matice je 2, tud́ıž dle vzorce dimKer(A) = n − rank(A), kde n je počet sloupc̊u matice A,
spoč́ıtáme dimKer(A) = 4− 2 = 2. Bázi Ker(A) źıskáme vyřešeńım soustavy Ax = o, k čemuž využijeme
RREF tvaru nahoře. Stač́ı si jen představit nulovou pravou stranu (kterou nemuśıme psát, protože
se nezměńı), nebázické proměnné x3, x4 za parametry a vyjádřit řešeńı ve tvaru (6x3 + 4x4,−4x3 −
3x4, x3, x4)

T = x3(6,−4, 1, 0)T + x4(4,−3, 0, 1)T . Bázi jádra A tvoř́ı tedy např. vektory (6,−4, 1, 0)T ,
(4,−3, 0, 1)T . Tento postup funguje pro každou matici, protože nebázických proměnných je přesně tolik
jaká je dimenze jádra, a proto vektory u těchto proměnných (v našem př́ıpadě (6,−4, 1, 0)T , (4,−3, 0, 1)T )
muśı dát bázi Ker(A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 10.1 Postupně nad tělesy R, Z5 a Z7 rozhodněte, zda pro A =

(
1 2
3 1

)

plat́ı

(a) (1, 2)T ∈ Ker(A)

(b) (1, 2)T ∈ S(A)

Cv. 10.2 Určete a, b, c ∈ R tak, aby

(1, 2, 3)T ∈





1 −a 1
b 1 −1
2 −1 c



 .

Cv. 10.3 Najděte matici A takovou, že R(A) obsahuje vektory (1, 1), (1, 2) a S(A) obsahuje (1, 0, 0)T ,
(0, 0, 1)T .

Cv. 10.4 Najděte matici A takovou, že R(A) = R4 a S(A) = R3.

Cv. 10.5 Pro matici

A =





1 2 2 3
2 4 1 3
3 6 1 4





najděte báze prostor̊u S(A), R(A), Ker(A).
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Cv. 10.6 Bud’ A ∈ R3×3 regulárńı a označme B = (A | A). Najděte báze prostor̊u S(B), R(B), Ker(B).

Cv. 10.7 Bud’ A ∈ Rm×n, b ∈ Rm a v ∈ R(A). Ukažte, že vTx je konstantńı pro všechna řešeńı soustavy
Ax = b.

Cv. 10.8 Určete dimenzi prostoru generovaného vektory

(a) (1, 3, 5, 6)T , (3, 9, 15, 18)T , (0, 0, 0, 0)T

(b) (1, 2, 3, 4)T , (1, 5, 1, 2)T , (1, 1, 2, 3)T

(c) (1, 2, 2,−2)T , (2, 1, 1, 1)T , (0, 3, 3,−5)T

(d) (1 + i, 1 − i, i)T , (1− i, 1 + 3i, 1 + i)T , (1 + i, 1− i, 1)T

Cv. 10.9 Určete dimenzi prostoru V = {x ∈ Rn; x1 + . . .+ xn = 0}.

Cv. 10.10 Určete dimenzi a bázi prostoru V = {x ∈ R4; x1 + x2 = x3 + x4 = x1 + x3 = x2 + x4}.

Cv. 10.11 Připomeňme, že e = (1, . . . , 1)T . Určete dimenzi prostoru

{A ∈ R3×3; ∃α ∈ R : Ae = αe}.

Dokážete zobecnit výsledek pro čtvercové matice řádu n? A dokážete zobecnit výsledek pro obecné
těleso T?

Cv. 10.12 Najděte matici A takovou, aby báze R(A) i S(A) byla (1, 1, 1)T a báze Ker(A) byla (1,−2, 1)T .

Cv. 10.13 Rozšǐrte vektory (1, 2, 1), (2,−2,−1) na bázi R3.

Cv. 10.14 Z vektor̊u vyberte bázi a pro ostatńı najděte souřadnice v̊uči této bázi:

(a) v1 = (1, 2,−1)T , v2 = (−1, 8,−1)T , v3 = (−4, 2, 2)T ,

(b) v1 = (1, 0, 2,−3)T , v2 = (3, 2, 1,−5)T , v3 = (−1, 2, 1,−2)T , v4 = (−3, 0, 2, 0)T ,

(c) v1 = (3, 1, 5, 4)T , v2 = (2, 2, 3, 3)T , v3 = (1,−1, 2, 1)T , v4 = (1, 3, 1, 2)T .

Cv. 10.15 V prostoru Z3
7 určete který z vektor̊u (2, 5, 5)T , (4, 4, 0)T , (4, 1, 2)T je závislý na ostatńıch.

Cv. 10.16 Zjistěte, zda se rovnaj́ı prostory

U = span{(1, 2, 0)T , (0, 1,−1)T } a V = span{(2, 1, 3)T , (1, 0, 2)T }.

Cv. 10.17 Najděte všechny symetrické matice A ∈ R3×3 s jedničkami na diagonále a vektorem (1, 2, 3)T

v jádru A.

Cv. 10.18 Bud’ A ∈ Rm×n hodnosti k. Ukažte, že existuj́ı B ∈ Rm×k, C ∈ Rk×n takové, že A = BC.

Cv. 10.19 Báze jádra matice A ∈ Rm×n, m ≤ n.

(a) Necht’ A jde převést elementárńımi řádkovými úpravami na tvar (Im | B). Ukažte, že Ker(A) =

R
( −B
In−m

)

, tedy sloupce matice vpravo tvoř́ı jádro matice A.

(b) Ukažte, že každá matice A lze převést na tvar (Im | B) po vhodné permutaci sloupc̊u a po
vynecháńı lineárně závislých řádk̊u. Jak se pak změńı jej́ı jádro?

Cv. 10.20 Bud’ A ∈ Rn×n regulárńı a B ∈ Rm×n. Spoč́ıtejte rank

(
A BT

B BA−1BT

)

.

Cv. 10.21 Jaký je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B)?

Cv. 10.22 Rozhodněte, zda plat́ı pro matice A,B ∈ Rm×n:



52 Maticové prostory

(a) S(A) = S(B) a R(A) = R(B) implikuje A = B.

(b) Pokud matice A,B maj́ı stejné všechny tři základńı prostory, pak jsou až na násobek stejné.

(c) S(A) = S(B) a R(A) = R(B) implikuje A = QB pro nějakou regulárńı matici Q.

(d) R(A) = R(B) právě tehdy když RREF(A) = RREF(B).

(e) S(A) = S(B) právě tehdy když RREF(A) = RREF(B).

Cv. 10.23 Rozhodněte, zda plat́ı pro matici A ∈ Rn×n:

(a) R(A) ∩Ker(A) = {o}.
(b) S(A) ⊆ Ker(A) ⇒ A2 = 0.

(c) Ker(A) = Ker(A2) ⇔ S(A) = S(A2).

Cv. 10.24 Bud’ A ∈ Rm×n hodnosti r. Navrhněte postup jak sestrojit matice B ∈ Rm×r a C ∈ Rr×n tak,
aby A = BC. Jaké hodnosti mohou matice B,C nabývat?

Cv. 10.25 Rozhodněte, zda plat́ı: rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B).

Cv. 10.26 Bud’ A matice tvaru A = uvT + wzT , kde u,w ∈ Rm, v, z ∈ Rn.

(a) Najděte generátory prostor̊u S(A) a R(A).

(b) Kdy má matice A hodnost 1?

Cv. 10.27 Bud’te A,B čtvercové matice řádu 2n+ 1 takové, že AB = 0. Ukažte, že

(a) aspoň jedna z matic A,B má hodnost nanejvýš n,

(b) aspoň jedna z matic A+AT , B +BT je singulárńı.

Cv. 10.28 Dokažte (v tomto pořad́ı), že pro A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×q plat́ı

∗(a) dimKer(AB) ≤ dimKer(A) + dimKer(B).

(b) rank(AB) ≥ rank(A) + rank(B)− n.

(c) rank(ABC) ≥ rank(AB) + rank(BC)− rank(B). (Hint: Rozložte B = B1B2, kde B1 ∈ Rn×r,
B2 ∈ Rr×p a r = rank(B)).

Cv. 10.29 Bud’ A ∈ Rn×n a k ∈ N. Dokažte rank(Ak) − rank(Ak+1) ≥ rank(Ak+1) − rank(Ak+2). (Hint:
Použijte jádro matice.)

Speciálně, bud’ A ∈ R5×5 taková, že A3 = 0 a A2 6= 0. Jaké jsou možnosti pro rank(A) a rank(A2)?

∗Cv. 10.30

(a) Město Lichosudov má n obyvatel a m klub̊u. Každý klub má lichý počet člen̊u, ale každé dva
kluby maj́ı v pr̊uniku sudý počet člen̊u. Dokažte m ≤ n.

(b) V tichomořském souostrov́ı Darwinlandia rostem druh̊u květin na n ostrovech. Nav́ıc je známo,
že každý druh rostliny se vyskytuje právě na k ostrovech a každé dva druhy rostlin se spolu
vyskytuj́ı právě na ℓ 6= k ostrovech. Dokažte m ≤ n.
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11 Lineárńı zobrazeńı

Ukázka 11.1 (Test linearity zobrazeńı). Dokažte, že zobrazeńı f : R3 → R2 zadané předpisem f(x, y, z) =
(x− y, z)T je lineárńı.

Řešeńı: Stač́ı ověřit dvě podmı́nky z definice.

• Bud’te (x1, y1, z1)
T , (x2, y2, z2)

T ∈ R3 libovolné. Pak

f((x1, y1, z1)
T + (x2, y2, z2)

T ) = f(x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2) = (x1 + x2 − (y1 + y2), z1 + z2)
T ,

f(x1, y1, z1) + f(x2, y2, z2) = (x1 − y1, z1)
T + (x2 − y2, z2)

T = (x1 + x2 − y1 − y2, z1 + z2)
T .

Obě hodnoty se rovnaj́ı, tedy f(u+ v) = f(u) + f(v) pro všechna u, v ∈ R3.

• Bud’te α ∈ R a (x, y, z)T ∈ R3 libovolné. Pak

f(α(x, y, z)T ) = f(αx, αy, αz) = (αx− αy, αz)T ,

αf(x, y, z) = α(x− y, z)T = (αx− αy, αz)T .

Obě hodnoty se rovnaj́ı, tedy f(αu) = αf(u) pro všechna α ∈ R a v ∈ R3.

Ukázka 11.2 (Matice otočeńı). Najděte matici lineárńıho zobrazeńı f : R2 → R2 vzhledem ke kanonické
bázi, representuj́ıćı otočeńı podle počátku v rovině o úhel α proti směru hodinových ručiček.

Řešeńı: Prvńı kanonický vektor (1, 0)T se otoč́ı na (cosα, sinα)T , a druhý kanonický vektor (0, 1)T se
otoč́ı na (− sinα, cosα)T . Matice je tedy

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

.

Ukázka 11.3 (Matice přechodu). Najděte matici přechodu v R3 od báze

B1 = {(1, 1,−1)T , (3,−2, 0)T , (2,−1, 1)T }

k bázi

B2 = {(8,−4, 1)T , (−8, 5,−2)T , (3,−2, 1)T }.
Řešeńı: Bez poč́ıtáńı máme d́ılč́ı matice přechodu od dané báze ke kanonické bázi, protože sloupce

matic jsou tvořeny danými vektory báze:

kan[id]B1
=





1 3 2
1 −2 −1
−1 0 1



 , kan[id]B2
=





8 −8 3
−4 5 −2
1 −2 1



 .

Hledanou matici přechodu pak můžeme spoč́ıtat např́ıklad ze vztahu

B2
[id]B1

= B2
[id]kan · kan[id]B1

= kan[id]
−1
B2

· kan[id]B1
.

Efektivńı zp̊usob jak vzoreček aplikovat je upravit do RREF tvaru rozš́ı̌renou matici ( kan[id]B2
| kan[id]B1

),
tedy





8 −8 3 1 3 2
−4 5 −2 1 −2 −1
1 −2 1 −1 0 1




RREF∼





1 0 0 2 −1 1
0 1 0 3 −4 3
0 0 1 3 −7 6



 .

Pravá část výsledné matice je hledaná matice přechodu,

B2
[id]B1

=





2 −1 1
3 −4 3
3 −7 6



 .
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Ukázka 11.4 (Matice zobrazeńı s obecnou báźı). Mějme dánu matici lineárńıho zobrazeńı f : U → V
vzhledem k báźım B1, B2, tj. B2

[f ]B1
, a mějme dány báze B3, B4 prostor̊u U, V . Navrhněte postup jak

naj́ıt matici f vzhledem k báźım B3, B4, tj. B4
[f ]B3

.

Řešeńı: Podle věty o matici složeného zobrazeńı, kdy skládáme id ◦ f ◦ id = f s vhodnými bázemi,
dostaneme

B4
[f ]B3

= B4
[id]B2

·B2
[f ]B1

·B1
[id]B3

.

Tedy veškerou práci vykonaj́ı matice přechodu mezi bázemi.

Ukázka 11.5 (Matice lineárńıho zobrazeńı). Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : R2 → R2 s předpisem
f(x) = Ax, kde

A =

(
1 2
3 −4

)

.

Mějme báze B1 = {(1, 2)T , (2, 1)T }, B2 = {(1,−1)T , (0, 1)T } a najděte matici zobrazeńı f vzhledem
k báźım B1, B2.

Řešeńı: Obraz prvńıho vektoru báze B1 je f(1, 2) = (5,−5)T , a jeho souřadnice vzhledem k bázi B2

jsou [f(1, 2)]B2 = (5, 0)T . Podobně, obraz druhého vektoru báze B1 je f(2, 1) = (4, 2)T , a jeho souřadnice
vzhledem k bázi B2 jsou [f(2, 1)]B2 = (4, 6)T . Tud́ıž

B2
[f ]B1

=

(
5 4
0 6

)

.

Ukázka 11.6 (Obraz vektoru při lineárńım zobrazeńı). Mějme dané lineárńı zobrazeńı f : R3 → P2

zadané matićı

B2
[f ]B1

=





1 1 3
4 2 2
2 1 2





vzhledem k báźım

B1 = {(2, 3, 4)T , (1, 1, 4)T , (1, 2, 5)T },
B2 = {2x2 − 2x, 3x− 1, −x2 − x+ 3}.

Najděte obraz vektoru x = (1, 3, 1)T .

Řešeńı: Postupujeme podle vzorečku

[f(x)]B2
= B2

[f ]B1
·[x]B1

.

Nejprve urč́ıme souřadnice vektoru x vzhledem k bázi B1. To vede na soustavu lineárńıch rovnic (viz
ukázka 9.1), z ńıž spoč́ıtáme [x]B1 = (1,−2, 1)T . Vektor souřadnic přenásob́ıme matićı

B2
[f ]B1

·[x]B1
= (2, 2, 2)T .

Výsledný vektor představuje souřadnice hledaného obrazu, tedy [f(x)]B2
= (2, 2, 2)T . Neńı již těžké určit,

že tyto souřadnice nálež́ı vektoru f(x) = 2x2 + 4.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Lineárńı zobrazeńı

Cv. 11.1 Rozhodněte, zda následuj́ıćı zobrazeńı f : R2 → R2 jsou lineárńı:

(a) f(x, y) = (x, y + 3)T ,

(b) f(x, y) = (0, 0)T ,

(c) f(x, y) = (x+ 2y, y)T ,

(d) f(x, y) = (x2, y)T ,

(e) f(x, y) = max{x, y},

Cv. 11.2 Rozhodněte, zda následuj́ıćı zobrazeńı F → F jsou lineárńı (F je prostor reálných funkćı):

(a) f(x) 7→ α · f(x), kde α ∈ R je pevné,

(b) f(x) 7→ x · f(x),
(c) f(x) 7→ x2 · f(x),
(d) f(x) 7→ f(x)− 7x,

(e) f(x) 7→ f(x)− 7α, kde α ∈ R je pevné,

(f) f(x) 7→ f(x− sinx),

Cv. 11.3 Rozhodněte, zda následuj́ıćı zobrazeńı z prostoru Rn×n jsou lineárńı:

(a) f(A) = AT ,

(b) f(A) = trace(A),

(c) f(A) = A+B, kde B ∈ Rn×n je pevná,

(d) f(A) = In,

(e) f(A) = A2,

(f) f(A) = a11,

(g) f(A) = RREF(A),

Cv. 11.4 Rozhodněte, zda je zobrazeńı f : Cn → Cn s předpisem f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn) lineárńı.

Cv. 11.5 Rozhodněte, zda zobrazeńı (x1, x2, x3, . . . ) 7→ (x2, x3, . . . ) na prostoru reálných posloupnost́ı je
lineárńı.

Cv. 11.6 Rozhodněte, zda zobrazeńı log : R+ 7→ R je lineárńı pro prostor ze cv. 7.3(h).

Cv. 11.7 C〈a,b〉 je prostor spojitých reálných funkćı na intervalu 〈a, b〉. Rozhodněte, zda následuj́ıćı zobra-
zeńı F : C〈a,b〉 → R jsou lineárńı:

(a) F (f) = maxx∈〈a,b〉 f(x),

(b) F (f) = f(c), kde c ∈ 〈a, b〉 je pevné.

Cv. 11.8 Ukažte, že pri lineárńım zobrazeńı f : Rn → Rm se střed úsečky mezi body x, y ∈ Rn zobraźı na
střed jejich obrazu.

Cv. 11.9 Bud’ V vektorový prostor nad T, dimenze n a B = {v1, . . . , vn} nějaká jeho báze. Ukažte, že
zobrazeńı f : V → Tn definované předpisem f(x) = [x]B je lineárńı, a vymyslete nějaký př́ıklad
tohoto zobrazeńı.
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Matice lineárńıho zobrazeńı vzhledem ke kanonické bázi

Cv. 11.10 Najděte obraz vektoru (−1, 1, 2)T při lineárńım zobrazeńı definovaném:

f(1, 0, 0) = (1, 1)T , f(0, 1, 0) = (−1, 2)T , f(0, 0, 1) = (0, 0)T .

Cv. 11.11 Najděte matici následuj́ıćıch lineárńıch zobrazeńı v rovině vzhledem ke kanonické bázi:

(a) Otočeńı o 90◦ proti směru hodinových ručiček.

(b) Projekce na osu x.

(c) Otočeńı o 90◦ proti směru hodinových ručiček a pak projekce na osu x.

(d) Projekce na osu x a pak projekce na osu y.

(e) Překlopeńı podle osy (1, 1).

(f) Projekce na př́ımku sv́ıraj́ıćı s osou x úhel α proti směru hodinových ručiček.

Cv. 11.12 Najděte matici následuj́ıćıch lineárńıch zobrazeńı v prostoru R3 vzhledem ke kanonické bázi:

(a) Projekce na rovinu os x, y.

(b) Zrcadleńı (překlopeńı) skrze rovinu os x, y.

(c) Otočeńı o 180◦ v rovině os x, y.

(d) Složeńı otočeńı o 180◦ v rovině os x, y, potom v rovině os x, z a nakonec v rovině os y, z.

Cv. 11.13 Najděte reálnou matici A 6= I2 takovou, aby A3 = I2.

Cv. 11.14 Bud’ V ⋐ F s báźı B = {sinx, cos x, sin 2x, cos 2x, cos2 x}. Určete matici zobrazeńı derivace
vzhledem k bázi B.

Cv. 11.15 O lineárńım zobrazeńı f : R2 → R2 v́ıme, že f ◦ f = id a f(1, 2) = (−1, 1)T . Najděte předpis
pro f .

Matice přechodu

Cv. 11.16 Najděte matici přechodu od báze v1, v2, v3, v4 k bázi v2, v4, v1, v3.

Cv. 11.17 Bud’ A ∈ Rn×n a d́ıvejme se na ńı jako na matici přechodu.

(a) Jakou bázi převád́ı A na kanonickou?

(b) Na jakou bázi převád́ı A kanonickou bázi?

Cv. 11.18 V R3 uvažujme dvě báze:

B = {(1, 1, 1)T , (0, 1,−1)T , (2, 0, 1)T }, B′ = {(3, 2, 2)T , (1, 0, 1)T , (1, 2, 2)T }.

(a) Sestrojte matici přechodu od báze B do kanonické.

(b) Sestrojte matici přechodu od kanonické báze do B.

(c) Určete souřadnice vektoru (1, 2, 0) vzhledem k bázi B.

(d) Sestrojte matici přechodu od báze B′ do B.

Cv. 11.19 Určete matici přechodu od báze B do báze B′ prostoru P2, je-li

B = {x2 + 1, x2 − 3x+ 1, x2 + x+ 3}, B′ = {x2 + 2x+ 1, 2x2 + 1, x2 − x}.
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Cv. 11.20 Bud’

A =





1 0 −1
0 1 0
1 1 0



 , B′ = {(1, 1, 0)T , (1, 0, 0)T , (0, 1,−1)T }.

(a) Najděte bázi B takovou, aby A byla matićı přechodu od báze B do báze B′, tj. B′ [id]B .

(b) Najděte bázi B takovou, aby A byla matićı přechodu od báze B′ do báze B, tj. B [id]B′ .

Cv. 11.21 Bud’ B2
[id]B1

=
(
1 2
3 4

)
matice přechodu od báze B1 = {u, v} do báze B2 = {x, y}. Najděte

matici přechodu

(a) od báze {v, u} do báze {x, y},
(b) od báze {5u, 2v} do báze {x, y},
(c) od báze {u+ v, v} do báze {x, y}.

Cv. 11.22 Bud’ B = {(0,−1, 2)T , (−2, 2,−1)T , (−1, 2, 1)T }. Najděte bázi B′ tak, aby pro každý vektor
x ∈ R3 platilo x+ [x]B + [x]B′ = o.

Matice lineárńıho zobrazeńı – obecný tvar

Cv. 11.23 Najděte matici lineárńıho zobrazeńı (vzhledem ke kanonické bázi) zobrazuj́ıćı:

(a) (1, 3)T na (4,−1)T ,

(b) (1, 3)T na (1, 1)T , a (2,−1)T na (−1,−1)T ,

(c) (1, 3)T na (1, 1)T , a (2, 6)T na (−1,−1)T ,

Cv. 11.24 Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : R2 → R3 zadané: f(e1) = (1,−1, 1)T , f(e2) = (0, 1, 1)T . Mějme
báze B1 = {(1,−1)T , (1, 1)T } a B2 = {(1,−1, 1)T , (1, 0, 1)T , (0, 0, 1)T }. Spoč́ıtejte:

(a) matici zobrazeńı vzhledem ke kanonickým báźım, tj. kan[f ]kan,

(b) matici zobrazeńı od B1 ke kanonické bázi, tj. kan[f ]B1
,

(c) matici zobrazeńı od kanonické báze k B2, tj. B2
[f ]kan,

(d) matici zobrazeńı od B1 k B2, tj. B2
[f ]B1

.

Cv. 11.25 Matice lineárńıho zobrazeńı f : R3 → R2 vzhledem k báźım B = {(1, 1, 0)T , (1, 0, 1)T , (0, 1, 1)T }
a B′ = {(1, 1)T , (2, 0)T } má tvar

A =

(
1 0 −1
1 2 3

)

.

Určete obraz vektoru (x, y, z)T .

Cv. 11.26 Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : P2 → P2 zadané

B[f ]B =





1 2 3
0 1 2
1 0 0





vzhledem k bázi B = {1, 1 + x, x2}. Najděte B′ [f ]B′ , je-li B′ = {1, x, 1 + x2}.

Cv. 11.27 Mějme lineárńı zobrazeńı f : P2 → P2 zadané

f(2x2 + x− 3) = x+ 1, f(x2 + 2x+ 1) = x2 − 2x, f(−3x3 − 2x+ 4) = −x2 − x

a bázi B = {2x2 + x− 2, −2x + 1, x2 − 1}. Najděte matici zobrazeńı v̊uči bázi B a kanonické, tj.

kan[f ]B .
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Cv. 11.28 Zvolte si bázi B prostoru R2×2 a pro lineárńı zobrazeńı f : R2×2 → R2×2 zadané f(X) =
( 1 0
1 0 )X + ( 1 1

1 1 )X
T určete matici vzhledem k B.

Cv. 11.29 Bud’ f : R3 → R3 lineárńı zobrazeńı zadané

f : a(1, 1, 3)T + b(2, 0, 2)T + c(2, 3, 1)T → a(1, 1, 1)T + b(1, 2, 2)T + c(1, 1, 0)T .

Najděte matici inverzńıho zobrazeńı vzhledem ke kanonické bázi.

Cv. 11.30 Bud’ f : R3 → R3 lineárńı zobrazeńı zadané

f(1, 1, 1) = (2, 1, 0)T , f(2, 0, 5) = (1, 2, 3)T , f(3, 1, 3) = (0, 1, 2)T ,

a bud’ V podprostor R3 s báźı
B = {(5, 3, 2)T , (1, 1, 4)T }.

Najděte matici zobrazeńı f s omezeným definičńım oborem na podprostor V vzhledem k bázi B a
kanonické bázi.

Cv. 11.31 Bud’ f lineárńı zobrazeńı a B1, B2, B3, B4 odpov́ıdaj́ıćı báze.

(a) Může B2
[f ]B1

= B4
[f ]B3

pro B1 6= B3 a B2 6= B4?

(b) Může B2
[f ]B1

= B4
[f ]B1

pro B2 6= B4?

(c) Ovlivńı nějak předchoźı otázky situace, kdy f je isomorfismus?

Cv. 11.32 Ukažte, že pro lineárńı zobrazeńı f : U → V existuj́ı báze prostor̊u U a V takové, že matice
zobrazeńı f vzhledem k těmto báźım má tvar

(
Ir 0
0 0

)

.

Cv. 11.33 Určete kan[f ◦ g]kan pro lineárńı zobrazeńı f, g : R3 → R3 zadaná

f(a, b, c) = (a− c, b− a, b+ c)T ,

g(a, b, c) = (a+ b+ c, b+ c, c)T .

Cv. 11.34 Uvažujme lineárńı zobrazeńı f, g : R3 → R3 zadaná maticemi

B [f ]kan =





1 1 1
1 2 1
1 1 3



 , B[g]kan =





3 1 3
1 0 1
2 1 2



 .

kde B = {(1, 0,−1)T , (1, 1, 0)T , (1,−2, 1)T }. Určete kan[f ◦ g]kan.

Cv. 11.35 Uvažujme lineárńı zobrazeńı f, g : R3 → R3 zadaná maticemi

B [f ]kan =





1 2 0
1 1 1
3 1 1



 , kan[g]B =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 .

kde B = {(2, 1, 1)T , (1, 0, 1)T , (0, 0, 1)T }. Určete kan[f + g]kan.
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12 Obraz, jádro, isomorfismus

Ukázka 12.1 (Isomorfismus). Rozhodněte, zda zobrazeńı s předpisem f(x, y, z) = (x+y−2z, y−z, x−y)T

je isomorfismem na prostoru R3.
Řešeńı: Sestav́ıme matici zobrazeńı f vzhledem ke kanonické bázi

kan[f ]kan =





1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0



 .

Převodem na odstupňovaný tvar zjist́ıme, že jej́ı hodnost je 2, a proto f neni isomorfismem (matice by
musela být regulárńı). Nav́ıc to ukazuje, že f neńı ani prostá, ani na.

Ukázka 12.2 (Lineárńı zobrazeńı prosté a
”
na“). Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : R3 → R3 zadané

obrazem báze B

f(2, 1, 1) = (1, 2, 3)T ,

f(1, 3, 5) = (3, 2, 1)T ,

f(7, 1, 4) = (1, 1, 1)T .

Rozhodněte, zda je zobrazeńı prosté a zda je
”
na“.

Řešeńı: Sestav́ıme matici zobrazeńı f vzhledem k zadané bázi B a kanonické bázi

kan[f ]B =





1 3 1
2 2 1
3 1 1



 .

Výpočtem zjist́ıme, že hodnost matice je 2, což znamená, že dim f(R3) = rank( kan[f ]B) = 2 < dimR3.
Obraz má tedy menš́ı dimenzi než prostor R3 a tud́ıž zobrazeńı nemůže být

”
na“.

Dimenze jádra je dimKer(f) = dimKer( kan[f ]B) = 3− rank( kan[f ]B) = 1. Jádro je netriviálńı a proto
zobrazeńı neńı prosté.

Stoj́ı za povšimnut́ı, že na bázi B v̊ubec nezálež́ı. Změnou báze B se změńı i matice kan[f ]B, ale jej́ı
rozměr i hodnost z̊ustane stejná, a proto i rozhodnut́ı ohledně toho, jestli je zobrazeńı prosté či

”
na“.

Ukázka 12.3 (Obraz a jádro lineárńıho zobrazeńı). Mějme lineárńı zobrazeńı f : R3 → P2 dané matićı

B2
[f ]B1

= A =





1 1 1
3 2 0
0 1 3



 ,

kde uvažované báze R3 a P2 jsou

B1 = {(1, 2, 1)T , (0, 1, 1)T , (1, 2, 4)T },
B2 = {x2 − 2x+ 3, x− 1, 2x2 + x}.

Určete dimenzi obrazu a jádra f , a najděte jejich báze.
Řešeńı: Dimenze obrazu je rovna hodnosti matice zobrazeńı, tedy dim f(R3) = rank(A) = 2. Dimenzi

jádra spoč́ıtáme ze vzorečku dimU = dimKer(f)+dim f(U), podle kterého dimKer(f) = 3−rank(A) = 1.
Abychom určili bázi obrazu, najdeme nejprve bázi sloupcového prostoru matice A; tu tvoř́ı např́ıklad

prvńı dva sloupce. Tyto dva vektory představuj́ı souřadnice hledané báze vzhledem k bázi B2, takže stač́ı
už jen vyjádřit odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace

1(x2 − 2x+ 3) + 3(x− 1) + 0(2x2 + x) = x2 + x,

1(x2 − 2x+ 3) + 2(x− 1) + 1(2x2 + x) = 3x2 + x+ 1,



60 Obraz, jádro, isomorfismus

a bázi obrazu tvoř́ı vektory x2+x, 3x2+x+1. Zd̊uvodněńı postupu je následuj́ıćı: Podle základńı vlastnosti
matice zobrazeńı je pro každé x ∈ R3

[f(x)]B2 = B2
[f ]B1

·[x]B1 = A · [x]B1 .

Tud́ıž souřadnice všech obraz̊u jsou ve sloupcovém prostoru matice A a naopak.

Podobně postupujeme při hledáńı báze jádra f . Nejprve najdeme bázi jádra matice A, což je jeden
vektor (2,−3, 1)T . Tento vektor představuje souřadnice hledaného vektoru bázi vzhledem k bázi B1, tedy
odpov́ıdaj́ıćı lineárńı kombinace

2(1, 2, 1)T − 3(0, 1, 1)T + 1(1, 2, 4)T = (3, 3, 3)T

nám dává vektor (3, 3, 3)T jakožto bázi jádra f . Zd̊uvodněńı postupu je následuj́ıćı: Vektor x ∈ Ker(f)
muśı splňovat f(x) = o, tedy i [f(x)]B2 = o. Podle základńı vlastnosti matice zobrazeńı je

o = [f(x)]B2 = B2
[f ]B1

·[x]B1 = A · [x]B1 .

Tud́ıž souřadnice vektor̊u z jádra f jsou v jádru A a naopak.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Isomorfismus

Cv. 12.1 Najděte isomorfismus mezi prostory:

(a) R4 a R2×2,

(b) R4 a P3,

(c) Rm×n a Rn×m,

(d) Rn nad R a Cn nad C,

Cv. 12.2 Rozhodněte, zda jsou isomorfńı:

(a) prostor R2 a prostor {x ∈ R4; x1 + x2 = x3 + x4 = 0}.
(b) prostor polynomů P a reálných posloupnost́ı R∞.

Cv. 12.3 Bud’te f : U → V , g : V → W isomorfismy. Dokažte, že g ◦ f je isomorfismus, speciálně:

(a) Jsou-li f, g prosté, pak g ◦ f je prosté.

(b) Jsou-li f, g na, pak g ◦ f je na.

Cv. 12.4 Dokažte, že isomorfismus v Rn zobrazuje př́ımky na př́ımky.

Cv. 12.5 Bud’ f : U → V isomorfismus a x1, . . . , xn ∈ U . Dokažte:

(a) Jsou-li x1, . . . , xn lineárně nezávislé, pak i f(x1), . . . , f(xn) jsou lineárně nezávislé.

(b) Jsou-li x1, . . . , xn generátory U , pak f(x1), . . . , f(xn) jsou generátory V .

(c) Jsou-li f(x1), . . . , f(xn) lineárně nezávislé, pak i x1, . . . , xn jsou lineárně nezávislé.

Cv. 12.6 Ukažte, že pro daný vektorový prostor V množina všech isomorfismů f : V → V s operaćı
skládáńı tvoř́ı grupu.

Cv. 12.7 Ukažte, že lineárńı zobrazeńı f : U → V je isomorfismus právě tehdy, když existuje lineárńı
zobrazeńı g : V → U takové, že g ◦f a f ◦g jsou identity. Nav́ıc, g je isomorfismus a je jednoznačné.
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Lineárńı zobrazeńı: obraz, jádro

Cv. 12.8 Pro lineárńı zobrazeńı f : P3 → P4 dané předpisem p(x) 7→ x · p(x) rozhodněte, které vektory
patř́ı do jádra a které do obrazu:

(a) 0,

(b) 123,

(c) x2,

(d) x2 − 2x+ 1.

Cv. 12.9 Pro lineárńı zobrazeńı f : R2×2 → R2×2 dané předpisem A 7→ A−AT rozhodněte, které vektory
patř́ı do jádra a které do obrazu:

(a) I2.

(b) 0.

(c)

(
1 1
1 1

)

,

(d)

(
0 1
−1 0

)

.

Cv. 12.10 Jak poznáme ze zadané matice A ∈ Tm×n lineárńıho zobrazeńı f : U → V , že f je prosté resp.

”
na“?

Cv. 12.11 Rozhodněte, zda lineárńı zobrazeńı je prosté a zda je
”
na“:

(a) f : R2×2 → R3 s předpisem f
(
a b
c d

)
= (a+ b+ c, a+ b, a)T .

(b) f : R2×2 → R4 s předpisem f
(
a b
c d

)
= (a+ b+ c+ d, a+ b+ c, a+ b, a)T .

(c) f : R2×2 → P2 s předpisem f
(
a b
c d

)
= (a+ b)x2 + (c+ d)x+ c.

(d) f : P2 → R4 s předpisem f(ax2 + bx+ c) = (a− b+ c, b+ c, a+ 2c, a− c)T .

(e) f : P2 → R3 s předpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ c)T .

(f) f : P2 → R3 s předpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ 2c)T .

Cv. 12.12 Bud’ A ∈ Rm×n a uvažme lineárńı zobrazeńı f(x) = Ax. Co představuje Ker(f) a f(Rn)?

Cv. 12.13 Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : P2 → P3 dané předpisem f : p(x) → x · p(x). Popǐste obraz
f(P2) a jádro Ker (f).

Cv. 12.14 Co je obrazem prostoru span{sin x, cos x} při zobrazeńı s matićı ( 0 0
1 0 ) vzhledem k báźım {cos x−

sinx, sinx} a {cos x+ sinx, cos x}?

Cv. 12.15 Bud’ f : R3 → R2 lineárńı zobrazeńı zadané

f(1, 0, 1) = (0, 1)T , f(0, 1, 1) = (−1, 0)T , f(1, 1, 0) = (1, 0)T .

(a) Určete dim f(R3) a dimKer (f).

(b) Najděte bázi f(R3) a Ker (f).

Cv. 12.16 Bud’ f : R3 → P2 lineárńı zobrazeńı zadané

f(1, 0, 1) = 2x2 + 2x+ 2, f(0, 1, 1) = 3x2 + 4x+ 1, f(1, 1, 0) = 2x2 + x+ 4.

(a) Určete dim f(R3) a dimKer (f).

(b) Najděte bázi f(R3) a Ker (f).

Cv. 12.17 Najděte jádro a obraz lineárńıch zobrazeńı
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(a) f(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 − x3, x1 + x3, 2x1 + x3)
T ,

(b) f(x1, x2, x3, x4) = (x1 + 2x2 + x4, x2 − 2x3, x1 + 4x3 + x4)
T ,

Cv. 12.18 Najděte jádro a obraz lineárńıch zobrazeńı

(a) f : R2×2 → P2 dané předpisem f
(
a b
c d

)
= ax2 + b+ c+ d.

(b) f : R2×2 → P2 dané předpisem f
(
a b
c d

)
= (a+ c)x2 + (a+ c)x+ (a+ c).

Cv. 12.19 Uvažujme lineárńı zobrazeńı F → F dané předpisem dole. Najděte jádro a obraz

(a) f(x) 7→ f(x) + f(−x),

(b) f(x) 7→ f(x)− f(−x),

Cv. 12.20 O lineárńım zobrazeńı f : R3 → R2 je známo, že vektory (1, 2, 0)T a (2, 0, 1)T nálež́ı do jádra a
f(1, 1, 1) = (3, 6)T .

(a) Zjistěte, zda je f určeno jednoznačně.

(b) Určete dim(f(R3)).

(c) Najděte matici vzhledem ke kanonické bázi.

Cv. 12.21 Najděte jádro a obraz lineárńıho zobrazeńı A ∈ Rn×n 7→ A+AT .

Cv. 12.22 Najděte jádro a obraz lineárńıho zobrazeńı Pn → Pn představuj́ıćı druhou derivaci, n ≥ 2.

Cv. 12.23 Uvažujme lineárńı zobrazeńı x 7→ Dx, kde D ∈ Rn×n je regulárńı.

(a) Co je obrazem množiny {x ∈ Rn; aTx = β}, kde a ∈ Rn a β ∈ R?

(b) Co je obrazem množiny {x ∈ Rn; Ax = b}, kde A ∈ Rm×n a b ∈ Rm?

(c) Co se zobraźı na množinu {x ∈ Rn; Ax = b}?
(d) Jak se změńı předchoźı výsledky když D nebude regulárńı?

Cv. 12.24 Ukažte, že pro matice A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×n plat́ı: dim(Ker(A)∩S(B)) = rank(B)− rank(AB).

Cv. 12.25 Bud’ f : U → V lineárńı zobrazeńı a W podprostor f(U). Dokažte, že {x ∈ U ; f(x) ∈ W} je
podprostor U .

Cv. 12.26 Bud’ f : U → V lineárńı zobrazeńı. Dokažte, že existuje W ⋐ U takový, že f(W ) = f(U) a
W ∩Ker(f) = {o}.

Cv. 12.27 Dokažte, že lineárńı zobrazeńı f : U → V je

(a) prosté právě tehdy, když existuje lineárńı zobrazeńı g : V → U takové, že g ◦ f = id (na U).

(b) prosté právě tehdy, když když pro libovolná lineárńı zobrazeńı h1, h2 : W → U s vlastnost́ı
f ◦ h1 = f ◦ h2 plat́ı h1 = h2.

(c)
”
na“ právě tehdy, když existuje lineárńı zobrazeńı g : V → U takové, že f ◦ g = id (na V ).

(d)
”
na“ právě tehdy, když pro libovolná lineárńı zobrazeńı h1, h2 : V → W s vlastnost́ı h1 ◦ f =
h2 ◦ f plat́ı h1 = h2.

Duálńı prostory

Připomeňme, že je-li v1, . . . , vn báze V , pak duálńı báze je f1, . . . , fn ∈ V ∗, kde fi(vi) = 1 a fi(vj) = 0
pro i 6= j.

Cv. 12.28 Bud’ v1, . . . , v4 báze prostoru V nad R a bud’ f1, . . . , f4 duálńı báze. Najděte duálńı bázi pro
bázi
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(a) v2, v1, v4, v3,

(b) v1, 2v2,
1
2v3, v4,

(c) v1 + v2, v2 + v3, v3 + v4, v4,

Cv. 12.29 Bud’ B = {v1, . . . , vn} báze prostoru V a B∗ = {f1, . . . , fn} duálńı báze duálńıho prostoru V ∗.
Ukažte, že pro každé v ∈ V a f ∈ V ∗ je

[f ]B∗ = (f(v1), . . . , f(vn))
T ,

[v]B = (f1(v), . . . , fn(v))
T .

∗Cv. 12.30 Ukažte, že pro bázi B∗ = {f1, . . . , fn} duálńıho prostoru V ∗ existuje právě jedna báze B =
{v1, . . . , vn} prostoru V taková, že B∗ je duálńı k B.

Cv. 12.31 Bud’ g : V → V lineárńı zobrazeńı na prostoru V a definujme duálńı zobrazeńı g∗ na duálńım
prostoru V ∗ předpisem (g∗(f))(v) = f(g(v)). Ukažte, že g∗ je lineárńı zobrazeńı na V ∗.

Cv. 12.32 Bud’ A matice lineárńıho zobrazeńı g : V → V vzhledem k bázi B. Ukažte, že AT je matice
duálńıho lineárńıho zobrazeńı g∗ vzhledem k duálńı bázi B∗.

Cv. 12.33 Zobecněte cv. 12.31 a cv. 12.32 na př́ıpad lineárńıho zobrazeńı g : U → V .

Cv. 12.34 Bud’ g : V → V lineárńı zobrazeńı na prostoru V . Ukažte, že g je isomorfismus právě tehdy, když
duálńı zobrazeńı g∗ je isomorfismus na duálńım prostoru V ∗.
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13 Afinńı podprostory, polynomy, . . .

Ukázka 13.1 (Afinńı nezávislost). Rozhodněte, zda vektory

x0 = (1, 2, 3)T , x1 = (2, 3, 1)T , x2 = (1, 3, 2)T , x3 = (2, 1, 3)T

jsou afinně nezávislé.

Řešeńı: Spoč́ıtáme si vektory

x1 − x0 = (1, 1,−2)T , x2 − x0 = (0, 1,−1)T , x3 − x0 = (1,−1, 0)T .

Tyto tři vektory jsou lineárně závislé (generuj́ı dvou-dimenzionálńı podprostor), proto jsou p̊uvodńı vek-
tory afinně závislé (geometricky lež́ı v jedné rovině).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Afinńı podprostory

Cv. 13.1 Ukažte, že množina řešeńı reálné soustavy Ax = b je afinńı, a to tak, že je uzavřená na afinńı
kombinace.

Cv. 13.2 Necht’ množina řešeńı Ax = b je 2-dimenzionálńı afinńı podprostor. Co můžeme ř́ıct o množině
řešeńı Ax = b′? Najděte př́ıklady ilustruj́ıćı tu kterou situaci.

Cv. 13.3 Bud’ M = V + a afinńı podprostor. Dokažte, že prostor V je dán jednoznačně.

Cv. 13.4 Bud’ M afinńı podprostor ve V . Ukažte, že M −M = {u−v; u, v ∈ M} je vektorový podprostor
ve V .

Cv. 13.5 Určete dimenzi afinńıho podprostoru generovaného vektory (1, 2)T , (2, 1)T , (0, 3)T .

Cv. 13.6 Rozhodněte, zda vektory (1, 0, 2)T , (2, 2, 1)T , (2, 1, 3)T , (3, 3, 2)T lež́ı v jedné rovině.

Cv. 13.7 Dokažre, že vektory x1, . . . , xn jsou afinně nezávislé právě tehdy, když vektory (x1, 1), . . . , (xn, 1)
jsou lineárně nezávislé.

Cv. 13.8 Dokažte:

(a) U + a = U + b právě tehdy, když a− b ∈ U ,

(b) U + a = V + b právě tehdy, když a− b ∈ U a U = V .

Cv. 13.9 Bud’ S = {a, v1, . . . , vn} souřadný systém reálného afinńıho podprostoru M = a+V , a označme
B = {v1, . . . , vn}. Dokažte:

(a) Pro každé u, v ∈ M je [u− v]B = [u]S − [v]S .

(b) Pro každé u ∈ M a každé v ∈ V je [u+ v]S = [u]S + [v]B .

Cv. 13.10 Ukažte, že afinńı podprostory U + a a U + b jsou bud’to shodné, nebo disjunktńı.

Cv. 13.11 Ukažte, že pr̊unik afinńıch podprostor̊u je zase afinńı podprostor nebo prázdná množina.

Cv. 13.12 Bud’te U+a, W+b rovnoběžné. Ukažte, že pak jsou disjunktńı právě tehdy když a−b 6∈ U∪W .

Cv. 13.13 Bud’te U + a, W + b nerovnoběžné. Ukažte, že pak jsou r̊uznoběžné právě tehdy když a − b ∈
U +W .
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Cv. 13.14 Ukažte, že dvě př́ımky a + span{u}, b + span{v} jsou mimoběžné právě tehdy, když vektory
a− b, u, v jsou lineárně nezávislé.

Cv. 13.15 Bud’ f : U → V lineárńı zobrazeńı a U + a afinńı podprostor U . Ukažte, že jeho obraz je afinńı
podprostor V a najděte jeho popis.

Cv. 13.16 (Analogie vět o isomorfismu vektorových prostor̊u.) Ukažte, že afinńı prostory U+a, W +b maj́ı
stejnou dimenzi právě tehdy, když existuje prosté afinńı zobrazeńı U + a na W + b.

Cv. 13.17 Najděte úplný vzor pro následuj́ıćı situace

(a) f−1(I2) pro lineárńı zobrazeńı f : R2×2 → R2×2 zadané f(A) = 1
2(A+AT ),

(b) f−1 ( 1 1
1 1 ) pro lineárńı zobrazeńı f : R2×2 → R2×2 zadané f(A) = A ( 1 1

1 1 ),

(c) f−1(1, 1,−2) pro lineárńı zobrazeńı f : R3 → R3 zadané f(a, b, c) = (a− b, b− c, c− a)T ,

(d) f−1(x+ 1) pro lineárńı zobrazeńı f : P2 → P2 representuj́ıćı derivaci.

Cv. 13.18 Dokažte:

(a) Obraz prostoru při afinńım zobrazeńı je afinńı podprostor.

(b) Složeńım dvou afinńıch zobrazeńı dostaneme opět afinńı zobrazeńı.

(c) Bud’ f : U → V lineárńı zobrazeńı a v ∈ V . Pak vzor vektoru v

f−1(v) := {u ∈ U ; f(u) = v}

je afinńı podprostor v U .

Cv. 13.19 Uvažujme dvě afinńı zobrazeńı f, g v rovině, přičemž f představuje překlopeńı podle př́ımky
p = (0, 1)T + span{(1, 0)T } a g představuje překlopeńı podle př́ımky q = {x ∈ R2; −x1 + x2 = 1}.

(a) Najděte maticový předpis zobrazeńı f ,

(b) najděte maticový předpis zobrazeńı g,

(c) z předchoźıch předpis̊u odvod’te maticový předpis zobrazeńı f ◦ g.

Cv. 13.20 Rozhodněte, zda M = N pro

(a) M = span{(1, 2)T }+ (1, 1)T , N = span{(2, 4)T }+ (2, 3)T ,

(b) M = span{(1, 2, 1)T , (2, 1, 0)T }+ (1, 0, 0)T , N = span{(0, 3, 2)T , (3, 0,−1)T }+ (2,−1,−1)T .

Cv. 13.21 Bud’ U podprostor V . Ukažte, že V se dá vyjádřit jako disjunktńı sjednoceńı afinńıch podprostor̊u
určených posunutým podprostorem U . Dokážete toto sjednoceńı vyjádřit explicitně?

Cv. 13.22 Bud’ U podprostor V . Na afinńıch podprostorech V zadefinujme operace sč́ıtáńı a násobeńı
skalárem takto:

(U + a) + (U + b) = U + (a+ b), α(U + a) = U + αa.

(a) Ukažte, že množina všech afinńıch podprostor̊u V/U = {U + a; a ∈ V }, určených posunutým
podprostorem U , tvoř́ı se zvýše zmı́něnými operacemi vektorový prostor.

(b) Určete dimenzi V/U .

(c) Kdy je W/Z podprostorem V/U?

(d) Uvažujme zobrazeńı f : V → V/U definované f(a) = U + a. Ukažte, že f je lineárńı zobrazeńı
a určete jeho jádro a obraz.

(e) Bud’ U ⋐ W ⋐ V . Dokažte, že (V/U)/(W/U) je isomorfńı s V/W .
Je (V/U)/(V/W ) je isomorfńı s W/U?

(f) Bud’ U,W ⋐ V . Dokažte, že U/(U ∩W ) je isomorfńı s (U +W )/W .
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Polynomy

Cv. 13.23 Dokažte: je-li z kořenem reálného polynomu p(x) právě tehdy když (x− z) děĺı p(x), tj. p(x) se
dá vyjádřit p(x) = (x− z)q(x), kde q(x) je polynom nižš́ıho stupně.

Cv. 13.24 Určete násobnost kořene 1 v polynomu p(x) = x4 + 3x3 − 3x2 − 7x+ 6 a dopoč́ıtejte zbývaj́ıćı
kořeny.

Cv. 13.25 Najděte kořeny následuj́ıćıch polynomů a rozložte polynomy na kořenové činitele:

(a) x4 + 1,

(b) x3 + 8,

(c) x5 + x4 − 12x3 + 32x2 − 36x+ 20, (zde prozrad́ıme, že 1 + i je jeho dvojnásobným kořenem).

Cv. 13.26 Najděte následuj́ıćı polynomů a rozložte polynomy na kořenové činitele:

(a) x4 + 1,

(b) x3 + 8.

Cv. 13.27 Dokažte: p(x) je reálný polynom s kořenem z ∈ C, pak i z je kořenem p(x).

Cv. 13.28 Ukažte, že děleńı dvou polynomů se zbytkem je jednoznačné.

Cv. 13.29 Ukažte, že polynomy p(x), q(x) stupň̊u m,n maj́ı společný kořen právě tehdy, když existuj́ı
polynomy r(x), s(x) stupň̊u nanejvýš n− 1,m− 1 takové, že r(x)p(x) + s(x)q(x) = 0.
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14 Softwarové př́ıklady

Ukázka 14.1 (Práce v Matlabu či Octave). Představ́ıme základńı př́ıkazy pro práci s maticemi v prostřed́ı
Matlabu či Octave.

Zadáńı konkrétńı matice A:

>> A=[1 2 3;4 5 6]

A~=

1 2 3

4 5 6

Výpočet hodnosti matice A:

>> rank(A)

ans = 2

Výpočet redukovaného odstupňovaného tvaru matice A:

>> rref(A)

ans =

1 0 -1

0 1 2

Zadáńı náhodné matice B řádu 2× 3 s prvky v intervalu [0, 1]:

>> B=rand(2,3)

B =

0.51809 0.42796 0.21070

0.73549 0.16448 0.82178

Zadáńı náhodné matice C řádu 2× 3 s prvky v {0, 1}:

>> C=round(rand(2,3))

C =

0 1 1

0 1 0

Součet dvou matic A+ C:

>> A+C

ans =

1 3 4

4 6 6

Součin dvou matic ACT :

>> A*C’

ans =

5 2

11 5

Vytvořeńı blokové matice
(
A
C

)
:
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>> [A;C]

ans =

1 2 3

4 5 6

0 1 1

0 1 0

Výběr prvku a23 matice A:

>> A(2,3)

ans = 6

Výběr prvńıch dvou sloupc̊u matice A do nové matice D:

>> D=A(:,1:2)

D =

1 2

4 5

Inverze matice D:

>> inv(D)

ans =

-1.66667 0.66667

1.33333 -0.33333

Řešeńı soustavy Dx =
(1
7

)
:

>> D \ [1;7]

ans =

3.0000

-1.0000

Báze jádra matice A:

>> null(A)

ans =

0.40825

-0.81650

0.40825

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 14.1 Bud’ A ∈ Rn×n, b ∈ Rn. Navrhněte co nejefektivněǰśı zp̊usob výpočtu Akb. Pro jednoduchost
měřme efektivitu počtem součin̊u reálných č́ısel.

Konkrétně, kolik operaćı muśıme vykonat když k = 1024 a n = 3000?

Vyzkoušejte si r̊uzné zp̊usoby numericky a porovnejte reálný výpočetńı čas. Prvky matice A a
vektoru b volte náhodně v intervalu [− 1

30 ,
1
30 ].

Cv. 14.2 Bud’ H Hilbertova matice řádu 15, tj. jej́ı prvky jsou Hij = 1
i+j−1 . Dále bud’ b vektor vzniklý

součtem sloupc̊u matice H.
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(a) Numericky spoč́ıtejte řešeńı soustavy Hx = b a porovnejte ho se skutečným. K výpočtu
použ́ıvejte výhradně Gaussovu–Jordanovu eliminaci, a žádnou jinou sofistikovaněǰśı methodu.

(b) Alternativně, spoč́ıtejte přibližné řešeńı pomoćı iteraćı

x := b; A := I −H;

for i = 1 : 1000 do x := Ax+ b;

Důvod za těmito iteracemi spoč́ıvá ve vzorci H−1 =
∑∞

i=0A
i, který plat́ı pro určitou tř́ıdu

matic, zahrnuj́ıćı i Hilbertovu.

(c) Porovnejte obě metody co do přesnosti řešeńı a výpočetńıho času.
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15 Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı

V této sekci uvád́ıme rekapitulačńı úlohy pro předešlé sekce 2–13.

Cv. 15.1 Karel měl na fyzikálńıch praktikách za úkol měřit závislost výšky hozeného mı́čku na čase.
Vybral si k tomu vysokou budovu, z jej́ıž střechy hodil mı́ček (v́ıcekrát mu to kv̊uli bezpečnosti
chodc̊u nedovolili) a jeho kamarád Jenda měřil v jednotlivých časových úsećıch výšku nad zemı́.
V čase 0 s, 1 s, 2 s, 3 s, 4 s mu vyšla výška 99m, 110m, 93m, 60m, a 7m. Jednou ale udělal chybu.
Objev́ıte kdy?

Cv. 15.2 Uvažujme následuj́ıćı zp̊usob šifrováńı textových zpráv. Každému ṕısmenu A až Z přǐrad́ıme
postupně č́ısla 1 až 26

A → 1 H → 8 O → 15 V → 22
B → 2 I → 9 P → 16 W → 23
C → 3 J → 10 Q → 17 X → 24
D → 4 K → 11 R → 18 Y → 25
E → 5 L → 12 S → 19 Z → 26
F → 6 M → 13 T → 20
G → 7 N → 14 U → 21

Tı́m pádem mı́sto vstupńıho textu máme posloupnost č́ısel. Nyńı rozděĺıme posloupnost do n-tic.
Každá n-tice odpov́ıdá vektoru v = (v1, . . . , vn)

T ∈ Rn. Šifrováńı prob́ıhá potom tak, že vek-
tor přenásob́ıme předem danou matićı A ∈ Rn×n. Tedy každá n-tice v se zašifruje na n-tici Av.
Zašifrovanou posloupnost č́ısel pošleme a př́ıjemce dešifruje zprávu jednoduše tak, že rozděĺı po-
sloupnost č́ısel do n-tic a každou n-tici w vynásob́ı matićı A−1 a dostane A−1w. Z tabulky pak
přelož́ı č́ısla zpět na znaky.

Konkrétně, dešifrujte posloupnost č́ısel

15, 29, 49, 80, 9, 14, 15, 29, 30, 55, 15, 29, 38, 67, 53, 85,

za předpokladu, že n = 2 a podařilo se vám odhalit, že slovo
”
PIVO“ se zašifruje jako 34, 59, 52,

89.

Cv. 15.3 Pět pirát̊u uložilo nahromaděný lup do trezoru Banky de Tortuga. Trojč́ıselné heslo si nechali
zajatým matematikem zakódovat do řešeńı soustavy









1 1 1 18
1 1 −1 6
1 2 −3 0
2 0 −1 6
1 2 2 30









tak, aby žádńı dva piráti se nemohli dostat k lupu, ale libovolná trojice už ano. Odvedl matematik
požadovanou práci?

Najdete podobnou šifru pro 6 pirát̊u?

Cv. 15.4 Máme třináct minćı a v́ıme, že každá množina dvanácti z nich lze rozdělit na dvě šestice tak, že
součet hodnot obou část́ı je stejný. Ukažte, že všechny mince maj́ı stejnou hodnotu. (Hint: Sestavte
vhodnou soustavu a dle cv. 4.6 nahlédněte, že matice má hodnost 12.)

Cv. 15.5 Necht’ obdélńık o stranách a, b ∈ R je rozdělený na čtverce o stranách x1, . . . , xn ∈ R. Dokažte,
že xi

a ,
xi

b ∈ Q pro všechna i.

Cv. 15.6 Uvažujme šachovnici n×n náhodně obarvenou černými a b́ılými poĺıčky. Př́ıpustný tah je změnit
barvu vybraného poĺıčka a jeho čtyř soused̊u. Vymyslete postup jak pomoćı sekvence tah̊u dospět
k b́ılé šachovnici nebo rozhodnout, že to neńı možné.
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Cv. 15.7 Dokažte, že soustava Ax = b má řešeńı právě tehdy když AT y = 0, bT y = 1 nemá řešeńı.

Cv. 15.8 Matfyzácká knihovna obsahuje n knih a navštěvuje ji n+ 1 student̊u. Každý z nich má p̊ujčenu
aspoň jednu knihu. Ukažte, že existuj́ı dvě disjunktńı množiny student̊u, které obě maj́ı p̊ujčený
celkem stejný soubor knih.

Cv. 15.9 Bud’ A ∈ Rn×n a definujme dvě množiny matic:

C = {B ∈ Rn×n; AB = BA},
P = {akAk + . . . + a1A+ a0In; k ∈ N, a0, a1, . . . , ak ∈ R}.

(a) Ukažte, že C,P jsou podprostory Rn×n.

(b) Ukažte, že P ⊆ C.

(c) Najděte co největš́ı tř́ıdu matic z C.

Cv. 15.10 Bud’ x1, . . . , xn báze Rn a bud’ A,B ∈ Rn×n. Ukažte, že A = B právě tehdy, když xTi Axj =

xTi Bxj pro všechna i, j.

Cv. 15.11 Popǐste všechny matice A takové, že A i A−1 obsahuj́ı pouze nezáporná č́ısla.

Cv. 15.12 Uvažujme blokovou soustavu
(
A B
C D

)
( xy ) = ( c

d ).

(a) Upravte matici do blokově odstupňovaného tvaru. Jak vypadá matice representuj́ıćı tuto úpravu?

(b) Jak byste nyńı vypoč́ıtali řešeńı x, y?

Cv. 15.13 Najděte všechna řešeńı soustavy

λ1 + . . .+ λn = 0,

λ2
1 + . . .+ λ2

n = 0,

...

λn
1 + . . .+ λn

n = 0.

(Hint: Vandermondova matice a uvažujte navzájem r̊uzná řešeńı nejprve.)

Cv. 15.14 Necht’ vektory v1, . . . , vn generuj́ı prostor Rn. Dokažte, že matice
∑n

i=1 viv
T
i je regulárńı.

Cv. 15.15 Dokažte, že hodnost matice A ∈ Tm×n se dá ekvivalentně definovat jako:

(a) velikost největš́ı regulárńı podmatice (podmatice vznikne odstraněńım určitého počtu, i nu-
lového, řádk̊u a sloupc̊u).

(b) nejmenš́ı z rozměr̊u matic B,C ze všech možných rozklad̊u A = BC.

Cv. 15.16 Bud’ A ∈ Rm×n hodnosti r. Navrhněte postup, jak naj́ıt B ∈ Rm×r, C ∈ Rr×n takové, že
A = BC. Proč muśı mı́t matice B lineárně nezávislé sloupce a matice C řádky?

Cv. 15.17

(a) Jak moc jde
”
zjednodušit“ matice A ∈ Tm×n jsou-li povoleny nejenom elementárńı řádkové,

ale i sloupcové úpravy?

(b) Bud’te A,B ∈ Tm×n. Dokažte, že rank(A) = rank(B) právě tehdy, když existuj́ı regulárńı
S ∈ Tm×m a R ∈ Tn×n tak, že A = SBR.
Hint: Ukažte, že vlastnost A = SBR matic A,B je relace ekvivalence a zkuste naj́ıt vhodného
reprezentanta tř́ıd ekvivalence.

∗(c) Bud’ A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×k, C ∈ Rℓ×n. Ukažte, že maticová soustava A = BXC je řešitelná
právě tehdy, když jsou řešitelné soustavy A = BY a A = ZC (pro neznámé matice Y,Z). Hint:
Použijte řešeńı cv. (a).
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Cv. 15.18 Ukažte, že matice A ∈ Tn×n je regulárńı právě tehdy, když rank(AB) = rank(B) pro každou
matici B ∈ Tn×n. (A analogicky pro násobeńı zleva.)

Cv. 15.19 Necht’ matice A ∈ Tm×n má lineárně nezávislé řádky. Ukažte, že existuje matice B ∈ Tn×m

taková, že AB = Im (matice B je tzv. pravou inverźı k A).

Cv. 15.20 Ukažte, že pro matici A ∈ Tm×n hodnosti r lze naj́ıt vektory x1, . . . , xr ∈ S(A) a y1, . . . , yr ∈
R(A) tak, že A = x1y

T
1 + . . .+ xry

T
r . (Srov. cv. 3.27)

Nav́ıc, vektory x1, . . . , xr lze volit př́ımo jako vhodné sloupce A, nebo vektory y1, . . . , yr jako řádky
A, ale ne zároveň.

Cv. 15.21 Matice incidence IG ∈ Rn×m orientovaného grafu G = (V,E) s |V | = n vrcholy a |E| = m
hranami je definována jako (IG)ie = 1 pokud e = (i, j) ∈ E, (IG)ie = −1 pokud e = (j, i) ∈ E a
(IG)ie = 0 jinak (i 6∈ e).

(a) Určete hodnost IG. (Hint: Začněte se stromem, pak zobecněte na souvislý graf a nakonec
uvažujte obecný graf.)

(b) Najděte jádro IG.

Cv. 15.22 Matice sousednosti AG ∈ Rn×n neorientovaného grafu G = (V,E) s |V | = n vrcholy a |E| = m
hranami je definována jako (AG)ij = 1 pokud {i, j} ∈ E a (AG)ij = 0 jinak.

(a) Interpretujte prvky v matićıch (AG)
k a (In +AG)

k pro přirozené k.

(b) Určete jak souviśı prvky matic (In +AG)
n−1 a (AG)

n−2 + (AG)
n−1 se souvislost́ı grafu G, tj.,

zda každé dva vrcholy grafu jsou spojeny posloupnost́ı na sebe navazuj́ıćıch hran.

(c) Ukažte, že matice sousednosti cesty liché délky je singulárńı.

Cv. 15.23 Dokažte, že prostor W je direktńım součtem podprostor̊u U, V (tj., U ∩ V = {o} a U +V = W )
právě tehdy, když každý vektor w ∈ W lze jediným zp̊usobem vyjádřit jako součet w = u+ v, kde
u ∈ U a v ∈ V .

Cv. 15.24 Vymyslete alternativńı d̊ukaz identity dimKer(A) + rank(A) = n pro A ∈ Tm×n s využit́ım
RREF tvaru matice A.

Cv. 15.25 Určete počet regulárńıch matic řádu n nad tělesem T velikosti p (srov. cv. 5.22).

Cv. 15.26 Bud’ V vektorový prostor dimenze n nad tělesem Zp.

(a) Určete počet vektor̊u V .

(b) Určete počet báźı V .

(c) Určete počet isomorfismů f : V → V .

(d) Určete počet k-dimenzionálńıch podprostor̊u ve V .

Cv. 15.27 Cirkulant řádu n je libovolná matice A ∈ Rn×n tvaru aij = pi−j mod n, kde p0, . . . , pn−1 jsou
nějaká reálná č́ısla. Dokažte, že cirkulanty řádu n tvoř́ı vektorový prostor, najděte jeho bázi a
dimenzi.

Cv. 15.28 Bud’ V vektorový prostor nad R a zaved’me množinu uspořádaných dvojic vektor̊u V 2 :=
{(u, v); u, v ∈ V }. Na V2 dále zaved’me operace

(a) Ukažte, že V 2 je vektorový prostor nad C s operacemi

• sč́ıtáńı: (u1, v1) + (u2, v2) = (u1 + u2, v1 + v2),

• násobeńı komplexńım skalárem a+ bi ∈ C: (a+ bi) · (u, v) = (au− bv, bu+ av).

(b) Určete dimenzi V 2.
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(c) Bud’te V,W vektorové prostory nad R a bud’ f : V → W lineárńı zobrazeńı. Ukažte, že zob-
razeńı f ′ : V 2 → W 2 definované předpisem f ′(u, v) = (f(u), f(v)) je lineárńı. Dále ukažte, že
Ker(f ′) = Ker(f)2.

Cv. 15.29 Mějme lineárńı zobrazeńı x 7→
(

1 1
−2 4

)
x. Kam se zobraźı př́ımka 2x − y = 5? Lze využ́ıt obraz

normály př́ımky?

Cv. 15.30 Bud’ v ∈ Rn dané a uvažme zobrazeńı f : Rn → Rn s předpisem f(x) = vxT v.

(a) Ukažte, že f je lineárńı.

(b) Najděte matici f vzhledem ke kanonické bázi.

(c) Určete jádro a obraz f .

(d) Najděte bázi B tak, aby B [f ]B obsahovala co nejv́ıce nul.

Cv. 15.31 Bud’ A ∈ Rn×n idempotentńı, tj. A2 = A, bud’ x1, . . . , xk báze S(A) a xk+1, . . . , xn báze Ker(A).
Pro lineárńı zobrazeńı f(x) = Ax a bázi B = {x1, . . . , xn}

(a) najděte matici f vzhledem k bázi B,

(b) dokažte, že rank(A) = trace(A).

Cv. 15.32 Bud’ V vektorový prostor a L množina všech isomorfismů f : V → V . Rozhodněte, zda L je
těleso s operaćı sč́ıtáńı a skládáńı.

Cv. 15.33 (a) Ukažte, že GF(2n) je nad Z2 vektorový prostor.

(b) Ukažte, že GF(2n) nad Z2 je isomorfńı s Zn
2 nad Z2.

Cv. 15.34 Co by se stalo, kdybychom z definice vektorového prostoru vypustili podmı́nku 1 · v = v?

Cv. 15.35 Bud’ EA = R, kde E je regulárńı a R je RREF tvar matice A ∈ Rm×n hodnosti r. Ukažte, že
posledńıch m− r řádk̊u matice E tvoř́ı bázi Ker(AT ).

Cv. 15.36 LU rozklad je rozklad matice A ∈ Rn×n na součin A = LU , kde L ∈ Rn×n je dolńı trojúhelńıková
matice s jedničkami na diagonále a U ∈ Rn×n horńı trojúhelńıková matice. Bud’ Ai levá horńı
podmatice A velikosti i (tj. vznikne z A odstraněńım posledńıch n− i řádk̊u a sloupc̊u).

(a) Ukažte, že LU rozklad existuje pokud matice A1, . . . , An jsou regulárńı.

(b) Ukažte, že regulárńı matice A nemůže mı́t LU rozklad pokud nějaké Ai je singulárńı.

(c) Ukažte, že LU rozklad existuje právě tehdy, když matice A1, . . . , An jsou regulárńı.

(d) Bud’ A regulárńı. Ukažte, že existuje permutačńı matice P ∈ Rn×n taková, že (PA)i jsou
regulárńı pro všechna i = 1, . . . , n. (Hint: Matematická indukce.)

(e) Bud’ A regulárńı. Ukažte, že existuje permutačńı matice P ∈ Rn×n taková, že PA má LU
rozklad.

(f) Najděte LU rozklad matice A =





1 1 2
2 4 3
3 1 2



.

(g) Najděte LU rozklad matice

A =







a a a a
a b b b
a b c c
a b c d







.

(h) Ukažte, že matice A =

(
0 1
2 3

)

nemá LU rozklad.

(i) Dokážete sestrojit UL rozklad (součin horńı a dolńı trojúhelńıkové matice) matice A?



Část II

Od skalárńıho součinu, přes vlastńı č́ısla
a kvadratické formy k rozklad̊um

74
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16 Skalárńı součin, norma

Obecný skalárńı součin:

1. 〈x, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ V , a rovnost nastane pouze pro x = 0,

2. 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 ∀x, y, z ∈ V ,

3. 〈αx, y〉 = α〈x, y〉 ∀x, y ∈ V , ∀α ∈ R,

4. 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ∀x, y ∈ V .

Norma indukovaná skalárńım součinem:

‖x‖ :=
√

〈x, x〉.

Ukázka 16.1 (Nestandardńı skalárńı součin). Ověřte, že

〈x, y〉 = 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2

definuje reálný skalárńı součin na R2 a pro x = (1, 2)T , y = (3, 4)T spoč́ıtejte

(a) 〈x, y〉,

(b) ‖x‖,

(c) vzdálenost x od y,

Řešeńı: Ověř́ıme axiomy z definice skalárńıho součinu:

1. 〈x, x〉 = 2x1x1 − x1x2 − x2x1 + 2x2x2 = 2x21 − 2x1x2 + 2x22 = x21 + x22 + (x1 − x2)
2 ≥ 0, a rovnost

nastane pouze když x1 = x2 = 0.

2. 〈x+ z, y〉 = 2(x1+ z1)y1− (x1+ z1)y2− (x2+ z2)y1+2(x2+ z2)y2 = (2x1y1−x1y2−x2y1+2x2y2)+
(2z1y1 − z1y2 − z2y1 + 2z2y2) = 〈x, y〉+ 〈z, y〉,

3. 〈αx, y〉 = 2αx1y1 − αx1y2 − αx2y1 + 2αx2y2 = α(2x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2) = α〈x, y〉,
4. 〈x, y〉 = 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2 = 2y1x1 − y1x2 − y2x1 + 2y2x2 = 〈y, x〉.

Poznamenejme, že ověřeńı prvńı vlastnosti nemuśı být vždy tak snadné jako v tomto př́ıpadě. Obecný
postup si ukážeme později (sekce 27). Nyńı stač́ı dosadit do předpisu skalárńıho součinu a spoč́ıtat
požadované hodnoty:

(a) 〈x, y〉 = 12,

(b) ‖x‖ =
√

〈x, x〉 =
√
6,

(c) vzdálenost x od y je dána ‖x− y‖ =
√
8.

Cauchyho–Schwarzova nerovnost:

Obecně: |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.
Speciálně v Rn: |∑n

i=1 xiyi| ≤
√
∑n

i=1 x
2
i

√
∑n

i=1 y
2
i .
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Ukázka 16.2 (Cauchyho–Schwarzova nerovnost). Dokažte, že pro libovolná č́ısla x, y, z ∈ R plat́ı:

(x

2
+

y

3
+

z

6

)

≤ x2

2
+

y2

3
+

z2

6
.

Řešeńı: Nab́ıźı se použ́ıt Cauchyho–Schwarzovu nerovnost. Pro vektory u, v ∈ R3 má tato nerovnost
tvar |〈u, v〉|2 ≤ 〈u, u〉〈v, v〉, neboli rozepsaně

(u1v1 + u2v2 + u3v3)
2 ≤ (u21 + u22 + u23)(v

2
1 + v22 + v23).

Abychom dostali požadovanou nerovnost, nab́ıźı se zde zase volit za vektor u konkrétně u = ( 1√
2
x, 1√

3
y, 1√

6
z)T ,

z čehož pak vycháźı i volba v = ( 1√
2
, 1√

3
, 1√

6
)T . Po dosazeńı skutečně dostáváme požadovanou nerovnost.

Obecná norma:

1. ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ V , a rovnost nastane pouze pro x = 0,

2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ∀x ∈ V , ∀α ∈ R

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ V .

Ukázka 16.3 (Ekvivalence norem). Různé normy se nemohou lǐsit až tak moc, jak bychom předpokládali
– hodnoty vektor̊u v r̊uzných normách jsou určitým zp̊usobem ohraničeny. Konkrétně, pro normy

‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|,

‖x‖2 =
√
∑n

i=1 x
2
i ,

‖x‖∞ = maxi=1,...,n |xi|

prostoru Rn ukažte, že plat́ı následuj́ıćı vztahy:

‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ √
n‖x‖∞,

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ √
n‖x‖2.

Řešeńı: Pro ilustraci ukážeme prvńı dvě nerovnosti. Nerovnost ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1 plyne d́ıky

‖x‖∞ = maxi=1,...,n |xi| ≤
∑n

i=1 |xi| = ‖x‖1.

Nerovnost ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞ plyne d́ıky

‖x‖1 =
∑n

j=1 |xj | ≤
∑n

j=1maxi=1,...,n |xi| ≤
∑n

j=1 ‖x‖∞ = n‖x‖∞.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Standardńı skalárńı součin

Cv. 16.1 Komplexńı č́ısla.

(a) Připomeňte si definici komplexńıch č́ısel, absolutńı hodnotu komplexńıho č́ısla a komplexńı
rovinu.

(b) Připomeňte si aritmetické operace. Spoč́ıtejte

(3− 4i) + (1 + 2i), (3− 4i) · (1 + 2i), (3− 4i)2,
3− 4i

1 + 2i
.

(c) Připomeňte si komplexně sdružené č́ıslo u ke komplexńımu č́ıslu u = a+ bi. Rozhodněte, zda
plat́ı

u = u, u+ v = u+ v, uv = u v.

Cv. 16.2 Připomeňte si standardńı skalárńı součin nad R a nad C, vztah skalárńıho součinu a úhlu mezi
vektory, a eukleidovskou normu vektoru.

Cv. 16.3 Spoč́ıtejte:

(a) 〈x, y〉,
(b) jsou x, y na sebe kolmé?

(c) ‖x‖, ‖y‖,
(d) vzdálenost x od y,

pro

(a) x = (2, 1, 4,−1)T , y = (4,−1, 0, 2)T ,

(b) x = (1, 2, 1,−2i)T , y = (i, 2i, i − 1, 2)T .

Cv. 16.4 Určete úhel mezi:

(a) vektory x = (0, 0, 1)T a y = (1, 0,−1)T .

(b) hlavńı diagonálou krychle a jej́ı podstavou.

Cv. 16.5 Najděte všechny vektory jednotkové délky kolmé na (3,−2)T .

Cv. 16.6 Najděte co nejv́ıce lineárně nezávislých vektor̊u kolmých na vektor

(a) x = (1, 2, 3)T ,

(b) y = (1, 2, 3, 4)T .

Cv. 16.7 Bud’

A =





1 2 1
2 4 3
3 6 4



 .

Najděte nenulový vektor v (př́ıp. všechny), který je kolmý na

(a) všechny řádky matice A,

(b) všechny vektory z R(A),

(c) všechny vektory z S(A).

Cv. 16.8 Bud’ A ∈ Rn×n regulárńı. Ukažte, že pro i 6= j je i-tý řádek matice A kolmý na j-tý sloupec
matice A−1.

Cv. 16.9 Jaké jsou vlastnosti kolmosti jako relace? (reflexivita, symetrie, transitivita, . . . )
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Cv. 16.10 Je skalárńı součin lineárńı zobrazeńı?

Cv. 16.11 Vyjmenuje základńı vlastnosti skalárńıho součinu.

Cv. 16.12 Uvažujme lineárńı zobrazeńı f : x → Ax s matićı

A =





1 2 0
0 1 2
2 0 1





a bud’ x = (1, 2, 1)T . Najděte vektor y ∈ R3 takový, aby x ⊥ y a f(x) ⊥ f(y).

Obecný skalárńı součin

Cv. 16.13 Proč požadujeme ve 4. vlastnosti 〈x, y〉 = 〈y, x〉, a ne 〈x, y〉 = 〈y, x〉?

Cv. 16.14 Ukažte, že:

(a) 〈x, y〉 = xT y je skalárńı součin na Rn,

(b) 〈x, y〉 = xT y je skalárńı součin na Cn,

(c) 〈x, y〉 = xT y neńı skalárńı součin na Cn.

Cv. 16.15 Rozhodněte, zda následuj́ıćı je skalárńı součin v R2

(a) 〈x, y〉 = 3x1y1 + 2x1y2 + x2y1 + 3x2y2,

(b) 〈x, y〉 = x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2,

(c) 〈x, y〉 = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2.

Cv. 16.16 Bud’ D ∈ Rn×n diagonálńı. Za jakých podmı́nek je 〈x, y〉 = xTDy reálným skalárńım součinem?

Cv. 16.17 Zaved’te v prostoru R2 skalárńı součin tak, aby u ⊥ v pro

(a) u = (1, 2)T a v = (2, 3)T .

(b) u = (−5, 2)T a v = (10,−4)T .

Cv. 16.18 Definujte reálný skalárńı součin (pokud to jde) pro prostory:

(a) Cn nad tělesem R.

(b) Zn
2 nad tělesem Z2.

Cv. 16.19 Dokažte, že nad R je x− y ⊥ x+ y právě tehdy když ‖x‖ = ‖y‖.
Jak je to nad C?

Cv. 16.20 Nad R dokažte obě implikace Pythagorova věty, tj. x ⊥ y právě tehdy když ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 +
‖y‖2.
Najděte protipř́ıklad nad C, kdy Pythagorova věta neplat́ı obráceně, tj. x, y nejsou kolmé a přesto
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Cv. 16.21 Dokažte tzv. polarizačńı identity:

(a) 〈x, y〉 = 1
2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2

)
(nad R),

(b) 〈x, y〉 = 1
4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
(nad R),

(c) Re〈x, y〉 = 1
2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− y‖2

)
(nad C),

(d) Im〈x, y〉 = 1
2

(
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x− iy‖2

)
(nad C),

Cv. 16.22 Jsou-li vektory q1, . . . , qn ∈ Rn ortogonálńı ve standardńım skalárńım součinu, pak matice I −
q1q

T
1 , . . . , I − qnq

T
n navzájem komutuj́ı. Dokažte.
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Cv. 16.23 Bud’ u, v ∈ Rn a A = uvT . Najděte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro A2 = 0.

Cv. 16.24 Pro skalárńı součin

〈x, y〉 = 5x1y1 + x2y2 + 11x3y3 + x1y3 + x3y1

spoč́ıtejte:

(a) 〈x, y〉,
(b) jsou x, y na sebe kolmé?

(c) ‖x‖, ‖y‖,
(d) vzdálenost x od y,

pro

(a) x = (2, 2, 1), y = (1, 1,−1),

(b) x = (2, 1, 1), y = (1, 0,−1).

Cv. 16.25 Dokažte, že pro x, y ∈ V existuje α ∈ C a z ∈ V tak, že y = αx+ z a z ⊥ x.

Cv. 16.26 Bud’ V vektorový prostor nad R a B nějaká jeho báze.

(a) Ukažte, že

〈x, y〉 := [x]TB [y]B

definuje skalárńı součin.

(b) Najděte explicitńı vyjádřeńı 〈x, y〉 pro bázi B = {(1, 1)T , (1,−1)T }.

Cv. 16.27 Bud’ V prostor dimenze n nad R a bud’te x1, . . . , xm ∈ V takové, že 〈xi, xj〉 < 0 pro i 6= j.

(a) Necht’
∑m

i=1 αixi = o pro αi ∈ R \ {0}. Ukažte, že všechna αi maj́ı stejná znaménka.

(b) Je-li m = n+ 1, pak každá n-tice vektor̊u z x1, . . . , xm tvoř́ı bázi V .

(c) Ukažte, že m ≤ n+ 1.

Cauchyho–Schwarzova nerovnost

Cv. 16.28 Dokažte, že pro každé a1, a2, a3, a4 ∈ R plat́ı: 5a1 + a2 + 3a3 + a4 ≤ 6
√

a21 + a22 + a23 + a24.

Cv. 16.29 Dokažte vztah mezi aritmetickým a kvadratickým pr̊uměrem, tj. pro každé a1, . . . , an ∈ R :

a1 + . . .+ an
n

≤
√

a21 + . . .+ a2n
n

.

Cv. 16.30 Dokažte, že pro každé x, y, z ∈ R plat́ı: xy + yz + zx ≤ x2 + y2 + z2.

Cv. 16.31 Dokažte, že pro každé a1, . . . , an > 0 plat́ı: n2 ≤ (a1 + . . .+ an)(a
−1
1 + . . .+ a−1

n ).

Cv. 16.32 Dokažte, že pro každé a1, . . . , an > 0 plat́ı: a1 + . . .+ an ≤ a21/a2 + a22/a3 + . . .+ a2n/a1.

Cv. 16.33 Dokažte, že pro každé p, r, s, t ∈ R plat́ı:

(1 + prst)4 ≤ (1 + p4)(1 + r4)(1 + s4)(1 + t4).
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Cv. 16.34 Dokažte, že pro každé a0, . . . , an ∈ R a plat́ı:

n∑

k=0

akx
k ≤ 1√

1− x2

√
∑n

k=0 a
2
k, 0 ≤ x < 1.

Cv. 16.35 Dokažte |〈x, y〉| ≤ 1
2(‖x‖2 + ‖y‖2).

Cv. 16.36 Připomeňme, že trace(A) :=
∑n

i=1 aii. Ukažte, že plat́ı trace(AB) = trace(BA) pro všechny
A,BT ∈ Rm×n. Proč to neńı skalárńı součin?
V Rm×n uvažujme skalárńı součin 〈A,B〉 := trace (ATB) =

∑m
i=1

∑n
j=1 aijbij . Proved’te/dokažte:

(a) Ověřte, že jde o skalárńı součin. Speciálně, že plat́ı trace(ATB) = trace(BTA).

(b) Zformulujete Cauchyho–Schwarzovu nerovnost.

(c) trace(A)2 ≤ n trace(ATA),

(d) trace(A2) ≤ trace(ATA),

(e) trace(ATB) ≤ 1
2 (trace(A

TA) + trace(BTB)).

Norma

Cv. 16.37 Pro r̊uzné druhy norem na R2 si nakreslete jednotkovou kružnici {x ∈ R2; ‖x‖ = 1}.

Cv. 16.38 Ověřte, že ‖x‖ := |x1 − x2|+ |x2| je normou na R2.

Cv. 16.39 Porovnejte hodnoty r̊uzných druh̊u norem na R2, např. p-normy pro p ∈ {1, 2,∞}.

Cv. 16.40 Proč neńı p-norma normou pro p ∈ (0, 1)? Které axiomy jsou porušeny?

Cv. 16.41 Dokažte, že vzdálenost od x k y je stejná jako od y k x, tj. ‖x− y‖ = ‖y − x‖.

Cv. 16.42 Dokažte: ‖u‖ − ‖v‖ ≤ ‖u− v‖.

Cv. 16.43 Bud’ ‖ · ‖ norma nad R a A ∈ Rn×n regulárńı matice. Dokažte, že ‖x‖A := ‖Ax‖ je také norma.

Cv. 16.44 Bud’te k ≤ n pevné. Rozhodněte, zda je normou na Rn zobrazeńı, které vektoru x ∈ Rn přǐrad́ı
součet k největš́ıch hodnot z |x1|, . . . , |xn|. Co dostaneme pro k = 1 a pro k = n?

Cv. 16.45 Rozhodněte, které pr̊uměry (aritmetický, geometrický, harmonický, kvadratický) představuj́ı
normu.

Cv. 16.46 Rozhodněte, zda pro každou normu na Rn resp. Cn plat́ı: ‖x‖ = ‖|x|‖.

Cv. 16.47 Norma je monotónńı pokud pro všechny x, y ∈ Rn nerovnost (po složkách) |x| ≤ |y| implikuje
‖x‖ ≤ ‖y‖.

(a) Rozhodněte, zda p-norma je monotónńı pro p ∈ {1, 2,∞}.
(b) Rozhodněte, zda je monotónńı norma ‖x‖ := |x1 − x2|+ |x2| na R2.

Cv. 16.48 Bud’ ‖x‖ norma na Rn a definujme tzv. duálńı normu ‖x‖D := max‖y‖≤1 x
T y.

(a) Ukažte, že duálńı norma je skutečně normou.

(b) Zavedeme-li normu ‖x‖α := α‖x‖, pak ‖x‖Dα = α−1‖x‖.
(c) Vyjádřete duálńı normu k p-normě s p ∈ {1, 2,∞}.

Poznámka. Plat́ı (‖x‖D)D = ‖x‖ pro každou normu na Rn resp. Cn. Na nekonečnědimensionálńıch
prostorech už to neplat́ı.
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Cv. 16.49 Ukažte, že tzv. Frobeniova norma ‖A‖F :=
√
∑m

i=1

∑n
j=1 a

2
ij je normou na prostoru matic

Rm×n.

Cv. 16.50 Ukažte, že norma je spojitá funkce.

Cv. 16.51 Dokažte ‖x‖∞ = limp→∞ ‖x‖p.

Cv. 16.52 Jednotková koule obecné normy.

(a) Ukažte, že pro každou normu je jednotková koule {x ∈ Rn; ‖x‖ ≤ 1} množina symetrická dle
počátku a konvexńı (tj., s každými dvěma body obsahuje i jejich spojnici).

(b) Bud’ o 6= x ∈ Rn. Ukažte, že polopř́ımka {αx; α ≥ 0} protne jednotkovou kružnici právě
jednou.

(c) Kolik stěn a vrchol̊u má polyedr jednotkové kružnice v 1-normě a ∞-normě?

(d) Určete jednotkovou kružnici normy ‖x‖ := |x1 − x2|+ |x2| na R2.
∗(e) Bud’ B konvexńı uzavřená omezená množina v Rn a symetrická dle počátku. Necht’ počátek

nelež́ı na hranici B. Ukažte, že B je jednotkovou kouĺı pro určitou normu.

Cv. 16.53 Pro danou normu na Rn nazveme matici A ∈ Rn×n isometríı pokud ‖Ax‖ = ‖x‖ pro všechna
x ∈ Rn.

(a) Ukažte, že isometrie muśı být regulárńı matićı.

(b) Ukažte, že množina isometríı tvoř́ı grupu s operaćı maticový součin.

(c) Najděte všechny isometrie pro 2-normu (tj., eukleidovskou normu).

(d) Najděte všechny isometrie pro 1-normu a ∞-normu.

Cv. 16.54 Pro normu ‖ · ‖ na Rn a dva vektory x, y ∈ Rn označme

C := {z ∈ Rn; ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = ‖x− y‖}.

(a) Co representuje C pro eukleidovskou normu?

(b) Bud’ x = (1, 0)T a y = (0, 1)T . Určete C pro 1-normu a ∞-normu.

(c) Bud’ x = (1, 1)T a y = (1,−1)T . Určete C pro 1-normu a ∞-normu.

(d) Ukažte, že C je konvexńı množina.
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17 Ortonormálńı systém a Gramova–Schmidtova ortogo-

nalizace

Gramova–Schmidtova ortogonalizace vektor̊u x1, . . . , xn:

1: for k := 1 to n do

2: yk := xk −
k−1∑

j=1

〈xk, zj〉zj ,

3: zk :=
1

‖yk‖
yk,

4: end for

Výstup: ortonormálńı báze z1, . . . , zn.

Ukázka 17.1 (Gramova–Schmidtova ortogonalizace). Při standardńım skalárńım součinu najděte orto-
normálńı bázi prostoru generovaného vektory

x1 = (1, 0, 1, 0)T , x2 = (1, 1, 1, 1)T , x3 = (1, 0, 0, 1)T .

Řešeńı: Postupujeme přesně podle algoritmu:

y1 := x1,

z1 :=
1

‖y1‖
y1 =

√
2

2
(1, 0, 1, 0)T ,

y2 := x2 − 〈x2, z1〉z1 = (1, 1, 1, 1)T −
√
2

√
2

2
(1, 0, 1, 0)T = (0, 1, 0, 1)T ,

z2 :=
1

‖y2‖
y2 =

√
2

2
(0, 1, 0, 1)T ,

y3 := x3 − 〈x3, z1〉z1 − 〈x3, z2〉z2

= (1, 0, 0, 1)T −
√
2

2

√
2

2
(1, 0, 1, 0)T −

√
2

2

√
2

2
(0, 1, 0, 1)T =

1

2
(1,−1,−1, 1)T ,

z3 :=
1

‖y3‖
y3 =

1

2
(1,−1,−1, 1)T .

Výsledná ortonormálńı báze se skládá z vektor̊u z1, z2, z3.

Projekce x do podprostoru s ortonormálńı báźı z1, . . . , zn: xU =
∑n

i=1〈x, zi〉zi.

Ukázka 17.2 (Ortogonálńı projekce a vzdálenost). Najděte projekci vektoru x = (1, 2, 4, 5)T do podpro-
storu V generovaného vektory

x1 = (1, 0, 1, 0)T , x2 = (1, 1, 1, 1)T , x3 = (1, 0, 0, 1)T

a určete vzdálenost x od V při standardńım skalárńım součinu.
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Řešeńı: Nejprve najdeme ortonormálńı bázi V pomoćı Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace. To jsme
již učinili v ukázce 17.1, a ortonormálńı báźı jest

z1 =

√
2

2
(1, 0, 1, 0)T , z2 =

√
2

2
(0, 1, 0, 1)T , z3 =

1

2
(1,−1,−1, 1)T .

Nyńı najdeme projekci dle vzorce

xU =
3∑

i=1

〈x, zi〉zi =
1

2
(5, 7, 5, 7)T .

Hledaná vzdálenost je ‖x− xU‖ = ‖1
2 (−3,−3, 3, 3)T ‖ = 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ortonormálńı a ortogonálńı systémy

Cv. 17.1 Bud’ U podprostor V , bud’ z1, . . . , zk jeho ortonormálńı báze a z1, . . . , zn jej́ı rozš́ı̌reńı na orto-
normálńı bázi prostoru V . Bud’ x ∈ V .

(a) Vyjádřete ‖x‖2 za použit́ı Pythagorovy věty.

(b) Bud’ x′ projekce x na podprostor U . Vyjádřete ‖x′‖2 a porovnejte ji s ‖x‖2.

Cv. 17.2 Bud’ 〈·, ·〉 skalárńı součin a (1, 0, 1)T , (1, 2, 0)T , (0, 1, 1)T jeho ortonormálńı báze. Spoč́ıtejte
hodnotu 〈(3, 1, 1)T , (2, 1, 6)T 〉.

Cv. 17.3 Ukažte, že matice In − q1q
T
1 , . . . , In − qkq

T
k komutuj́ı, pokud vektory q1, . . . , qk ∈ Rn jsou orto-

gonálńı.

Gramova–Schmidtova ortogonalizace a projekce

Cv. 17.4 Co se stane, když Gramova–Schmidtova ortogonalizace

(a) dostane na vstup lineárně závislé vektory?

(b) dostane na vstup ortogonálńı vektory?

(c) dostane na vstup ortonormálńı vektory?

(d) dostane na vstup −xi namı́sto xi? Jak se změńı výstup?

Cv. 17.5 Bud’ x1 = (1, 1, 0)T , x2 = (1, 1, 1)T :

(a) ortogonalizujte vektory x1, x2,

(b) ortogonalizujte vektory v opačném pořad́ı,

(c) najděte projekci x = (0, 1, 1)T do podprostoru U = span{x1, x2}. Jaká je vzdálenost x od U?

Cv. 17.6 Bud’

A =





1 1 1 1
4 1 4 1
1 2 3 4



 .

Najděte ortonormálńı bázi R(A) a určete projekci x = (2, 2, 1, 5)T do R(A).
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Cv. 17.7 najděte dvě r̊uzné (nemaj́ı společný vektor ani v násobku) ortogonálńı báze R(A) pro

A =





2 1 0
0 1 2
2 0 −2



 .

Cv. 17.8 Nad C3 ortogonalizujte (i, i, i)T , (0, i, i)T , (0, 0, i)T .

Cv. 17.9 Pro skalárńı součin 〈x, y〉 := 2x1y1+x2y2+x3y3+x4y4 zortogonalizujte (1, 0, 1, 0)T , (1, 1, 1, 1)T ,
(0, 1, 1, 0)T .

Cv. 17.10 V aritmetice s omezenou přesnost́ı na 3 č́ıslice ortonormalizujte vektory:

(1, 10−3, 10−3)T , (1, 10−3, 0)T , (1, 0, 10−3)T .

Cv. 17.11 Zortonormalizujte bázi:

(a) podprostoru R3 popsaného rovnićı x− y + z = 0,

(b) podprostoru R4 popsaného soustavou x− y + u+ v = 0, x+ u = 0,
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18 Ortogonálńı doplněk a projekce

Ortogonálńı doplněk množiny vektor̊u M ⊆ V :

M⊥ := {x ∈ V ; 〈x, y〉 = 0 ∀y ∈ M}.

Ukázka 18.1 (Ortogonálńı doplněk). Bud’te M,N dvě množiny vektor̊u v prostoru V . Rozhodněte
o platnosti ekvivalence:

M⊥ = N⊥ ⇐⇒ span(M) = span(N).

Řešeńı: Ekvivalence plat́ı a použijeme mj. vztahu M⊥ = span(M)⊥.

”
⇒“ Tud́ıž span(M)⊥ = M⊥ = N⊥ = span(N)⊥, z čehož span(M) = (span(M)⊥)⊥ = (span(N)⊥)⊥ =

span(N).

”
⇐“ Je-li span(M) = span(N), pak M⊥ = span(M)⊥ = span(N)⊥ = N⊥.

Ortogonálńı doplněk v Rn:

R(A)⊥ = Ker(A).

Ukázka 18.2 (Ortogonálńı doplněk v Rn). Při standardńım skalárńım součinu najděte ortogonálńı do-
plněk prostoru V generovanému vektory (1, 2, 3)T a (1,−1, 0)T .

Řešeńı: Sestav́ıme matici

A =

(
1 2 3
1 −1 0

)

.

Nyńı V = R(A), a protože V ⊥ = Ker(A), stač́ı nalézt bázi jádra matice A, kterou tvoř́ı např. vektor
(1, 1,−1)T .

Matice projekce do S(A): A(ATA)−1AT .

Ukázka 18.3 (Ortogonálńı projekce). Najděte projekci vektoru x = (1, 2, 4, 5)T do podprostoru V gene-
rovaného vektory

x1 = (1, 0, 1, 0)T , x2 = (1, 1, 1, 1)T , x3 = (1, 0, 0, 1)T ,

a určete vzdálenost x od V při standardńım skalárńım součinu.
Řešeńı: Jsou dva základńı postupy. Prvńı jsme předvedli v ukázce 17.2, kdy jsme našli ortonormálńı

bázi V pomoćı Gramovy–Schmidtovy ortogonalizace, setrojili projekci vektoru x do podprostoru V a
nakonec určili vzdálenost x od jeho projekce.

Protože pracujeme se standardńım skalárńım součinem, můžeme projekci spoč́ıtat alternativně i takto:
Sestav́ıme matici

A =







1 1 1
0 1 0
1 1 0
0 1 1







,
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jej́ıž sloupce jsou tvořeny vektory x1, x2, x3, a projekce se spoč́ıtá dle vzorce

xU = A(ATA)−1ATx =
1

2
(5, 7, 5, 7)T .

Poznamenejme, že zde

P = A(ATA)−1AT =
1

4







3 −1 1 1
−1 3 1 1
1 1 3 −1
1 1 −1 3







představuje matici projekce jakožto lineárńıho zobrazeńı do podprostoru U . Takže pokud ji máme takto
explicitně vyjádřenou, tak projekce xU vektoru x se spoč́ıtá jako xU = Px.

Ukázka 18.4 (Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u a lineárńı regrese). Mějme data vývoje světové populace:

rok 1950 1960 1970 1980 1990 2000

populace (mld.) 2,519 2,982 3,692 4,435 5,263 6,070

Najděte lineárńı závislost velikosti populace na čase, a odhadněte velikost populace pro rok 2009.

Řešeńı: Chceme data proložit co nejlépe př́ımkou y = px+ q:

2, 519 = p · 1950 + q

...

6, 070 = p · 2000 + q

To odpov́ıdá přeurčené soustavě Ax = b, kde

A =











1950 1
1960 1
1970 1
1980 1
1990 1
2000 1











, b =











2.519
2.982
3.692
4.43
55.263
6.070











, x =

(
p
q

)

.

Sestav́ıme si soustavu normálńıch rovnic (ATA)x = AT b, a jej́ı řešeńı x = (p, q)T = (0, 0724,−138, 84)T

je řešeńı metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Grafické znázorněńı závislosti:

x

y

y = 0, 0724x − 138, 84

1950 1960 1970 1980 1990 2000

3

4

5

6

Predikci pro rok 2009 zjist́ıme jednoduše jako 2009 · p+ q = 6, 6943.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Ortogonálńı doplněk

Cv. 18.1 Pro prostor V určete V ⊥, {o}⊥ a {}⊥.

Cv. 18.2 Bud’ M,N ⊆ V . Ukažte:

(a) M ∩M⊥ ⊆ {o} (dokažte z definice),

(b) (M⊥)⊥ = span(M),

(c) M ⊆ N ⇒ N⊥ ⊆ M⊥, ale ne naopak,

(d) (M ∪N)⊥ = M⊥ ∩N⊥,

(e) (M +N)⊥ = M⊥ ∩N⊥.

Cv. 18.3 Najděte podprostor U ⋐ R5 takový, že dimU = dimU⊥.

Cv. 18.4 Spoč́ıtejte ortogonálńı doplněk vektoru u = (1, 0, 0,−2)T do prostoru V = span{v,w} =
span{(1, 2, 4, 0)T , (0, 1, 2, 1)T }.

Cv. 18.5 Bud’ V ⋐ R3×3 prostor antisymetrických matic v R3×3, tj. matic A splňuj́ıćıch AT = −A. Při
skalárńım součinu ze cv. 16.36 najděte bázi prostoru

W =











0 1 −3
−1 0 2
3 −2 0











⊥

.

Cv. 18.6 Bud’ A ∈ Rn×n taková, že pro každou matici X ∈ Rn×n, trace(X) = 0, plat́ı trace(AX) = 0.
Ukažte, že A = λIn pro určité λ ∈ R. (Hint: cv. 16.36.)

Cv. 18.7 Bud’ U podprostor V a bud’te a, b ∈ V . Ukažte, že afinńı podprostory a+U , b+U⊥ se prot́ınaj́ı
v jediném bodě.

Projekce

Několik cvičeńı na projekci jsme uvedli již v předchoźı kapitole v souvislosti s Gramovou–Schmidtovou
ortogonalizaćı.

Cv. 18.8 Dokažte, že projekce je lineárńı zobrazeńı.

Cv. 18.9 Uvažujme standardńı skalárńı součin v Rn a př́ımku p = span{a}.

(a) Najděte bod x′ na př́ımce p, který je nejbližš́ı bodu x ∈ Rn.

(b) Najděte projekci b = (3,−2, 5)T na př́ımku se směrnićı a = (2, 1, 1)T .

(c) Porovnejte velikost projekce x′ s vektorem x.

Dokážete zobecnit výsledek pro projekci do libovolného podprostoru?

(d) Sestrojte matici lineárńıho zobrazeńı reprezentuj́ıćı překlopeńı podle př́ımky p.

Cv. 18.10 Rozložte:

(a) u = (3, 2, 6)T na součet u = v + w, kde v ∈ V = span{(1, 0, 0)T , (0, 1, 1)T } a w ∈ V ⊥.

(b) u = (1, 2, 4, 6) na součet u = v + w, kde v ∈ V = span{(1, 0, 1, 1)T , (1, 1, 0, 1)T } a w ∈ V ⊥.

Cv. 18.11 Určete vzdálenost bodu a = (5, 5, 3, 3)T od roviny obsahuj́ıćı o, b = (8,−1, 1,−2)T a c =
(4,−2, 2,−1)T .

Cv. 18.12 Určete vzdálenost boduX : (6, 6, 4, 4)T od roviny obsahuj́ıćı bodyA : (1, 1, 1, 1)T ,B : (9, 1, 1,−1)T ,
C : (5,−1, 3, 0)T .
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Cv. 18.13 Určete vzdálenost př́ımek

(a) p = (9,−2, 0)T + span{(4,−3, 1)T } a q = (0,−7, 2)T + span{(−2, 9, 2)T }.
(b) p = (−3, 2, 3, 3)T + span{(−1, 1, 1, 0)T } a q = (6, 5, 7, 3)T + span{(0, 0,−1, 2)T }.
(c) p = (7, 5, 8, 1)T + span{(2, 0, 3, 1)T } a q = {x ∈ R4; x1 − 4x3 = −7, x2 + 2x3 = 5, x4 = 3}.

Cv. 18.14 Bud’ P matice projekce do U ⋐ Rn. Najděte matici projekce do U⊥.

Cv. 18.15 Bud’ U podprostor V a mějme x ∈ V vyjádřeno jako x = u+ v, kde u ∈ U a v ∈ U⊥. Dokažte,
že u je projekce x do U a v je projekce x do U⊥.

Cv. 18.16 Bud’ o 6= a ∈ Rn. Najděte matici projekce do V = span{a}⊥ a dokažte, že je singulárńı.

Cv. 18.17 Bud’ Snn prostor symetrických a Tnn prostor antisymetrických matic v Rn×n.

(a) Ukažte S⊥
nn = Tnn,

(b) Ukažte, že projekce A ∈ Rn×n do Snn je dána 1
2(A+AT ).

Cv. 18.18 Ukažte, že projekce vektoru x do podprostoru U se dá vyjádřit jako jednoznačný bod v pr̊uniku
podprostoru U a afinńıho podprostoru U⊥ + x.

Cv. 18.19 Bud’te U, V podprostory prostoru W takové, že U ⊆ V ⊥. Ukažte, že pro projekce vektoru x ∈ W
do podprostor̊u U + V , U a V plat́ı xU+V = xu + xV .

Doplněk v Rn

Cv. 18.20 Bud’

A =

(
1 2
−1 −2

)

.

Najděte R(A), Ker(A) a nakreslete je do obrázku.

Cv. 18.21 Najděte ortogonálńı doplněk k prostor̊um:

(a) V = {x ∈ R3; x1 + x2 + 2x3 = 0}.
(b) U = span{(1, 0, 1, 1)T , (1, 1, 1, 0)T }.

Cv. 18.22 Bud’ v ∈ Rn takový, že vi 6= 0 pro všechna i. Ukažte, že {v}⊥ obsahuje vektory ze všech ortant̊u
kromě těch obsahuj́ıch v a −v.

Cv. 18.23 Bud’ A ∈ Rm×n a uvažujme dvě zobrazeńı f : x → Ax, g : y → AT y. Ukažte, že pro libovolný
podprostor U ⋐ Rn plat́ı f(U) ⊆ U ⇒ g(U⊥) ⊆ U⊥.

Cv. 18.24 Bud’ A ∈ Rm×n, B ∈ Rk×n. Ukažte, že pokud pro každé x ∈ Rn plat́ı Ax = 0 ⇒ Bx = 0, tak
potom B = CA pro nějaké C ∈ Rk×m.

Projekce v Rn

Cv. 18.25 Najděte matici projekce

(a) do U = span{(2, 1, 1)T },
(b) do roviny souřadných os x1, x2 v prostoru Rn.

(c) do U = span{(0, 1, 1)T , (1, 0,−1)T , (0, 0, 1)T }.

Cv. 18.26 Bud’ P matice projekce.

(a) Do jakého prostoru U a jaké dimenze projektuje?

(b) Bud’ P matice projekce. Dokažte: S(A) = {x; Px = x}.
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(c) Dokažte: x ∈ U⊥ ⇔ Px = o.

Cv. 18.27 Bud’te sloupce matice A ∈ Rm×n ortonormálńı. Vyjádřete matici projekce do S(A) a ukažte,
že projekce vektoru x ∈ Rn do S(A) pomoćı této matice projekce odpov́ıdá dř́ıvěǰśımu vyjádřeńı
projekce do podprostoru s ortonormálńı báźı.

Cv. 18.28 Určete vzdálenost c ∈ Rn od

(a) podprostoru aTx = 0, kde o 6= a ∈ Rn.

(b) podprostoru aTx = b, kde o 6= a ∈ Rn a b ∈ R.

Cv. 18.29 Určete projekci bodu x ∈ Rn na př́ımku p = b+ span{a}.

Cv. 18.30 Určete vzdálenost:

(a) bodu x ∈ Rn od př́ımky p = span{a}, a 6= o.

(b) počátku od př́ımky p = b+ span{a}, a 6= o, v prostoru R2.

(c) bodu x ∈ Rn od př́ımky p = b+ span{a}, a 6= o.

Cv. 18.31 Bud’ P matice projekce do podprostoru V ⋐ Rn. Vyjádřete význam zobrazeńı daného matićı
H := In − 2P . Dokažte algebraicky a významově proč H2 = In.

Cv. 18.32 Bud’ P matice projekce. Dokažte rank(P ) = trace(P ).

Cv. 18.33 Bud’te P,Q matice projekce v Rn. Dokažte S(P ) = S(Q) právě tehdy, když PQ = P aQP = Q.

Pokud plat́ı jedna z těchto podmı́nek, muśı P = Q?

Cv. 18.34 Bud’ P matice projekce do U ⋐ Rn a Q matice projekce do V ⋐ U⊥.

(a) Ukažte, že PQ = 0.

(b) Ukažte, že P +Q je matice projekce do U + V .

Cv. 18.35 Bud’ P matice projekce do U ⋐ Rn a Q matice projekce do V ⋐ Rn. Dokažte P +Q je matice
projekce do U + V právě tehdy, když PQ = QP = 0.

Cv. 18.36 Bud’ A = RC, kde A ∈ Rm×n, R ∈ Rm×r, C ∈ Rr×n, a všechny matice maj́ı hodnost r. Ukažte,
že RTACT je regulárńı.

Cv. 18.37 Ukažte, že matice splňuj́ıćı P = P TP je matićı projekce.

Cv. 18.38 Odvod’te analogii vztahu R(ATA) = R(A) pro sloupcové prostory matice A ∈ Rm×n.

Cv. 18.39 Vı́me, že pro matici A ∈ Rm×n hodnosti n je ATA regulárńı. Zobecněte tvrzeńı pro komplexńı
matice.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Cv. 18.40 Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u spoč́ıtejte přibližné řešeńı soustav

(a) Ax = b, kde A = (1, 2, 1, 2)T a b = (5, 5, 5, 5)T ,

(b) Ax = b, kde A = (1, . . . , 1)T se skládá ze sloupce jedniček a b ∈ Rn,

(c)





2 −1 4 1
1 1 −1 1

−1 −1 1 1





Cv. 18.41 Jaké je řešeńı soustavy Ax = b metodou nejmenš́ıch rovnic, pokud b ∈ S(A)⊥?
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Cv. 18.42 Vyjádřete řešeńı soustavy Ax = b metodou nejmenš́ıch rovnic, pokud sloupce matice A jsou
ortonormálńı.

Cv. 18.43 Ukažte, že řešeńı metodou nejmenš́ıch rovnic, tj. jako řešeńı normálńıch rovnic ATAx = AT b, je

stejné jako druhá část vektoru řešeńı soustavy

(
I A
AT 0

)(
y
x

)

=

(
b
0

)

.

Cv. 18.44 Hook̊uv zákon vyjadřuje lineárńı úměrnost pružné deformace materiálu na použité śıle. Následuj́ıćı
tabulka obsahuje hodnoty pr̊utahu pružiny (v palćıch) v závislosti na śıle/hmotnosti (v librách).
Odhadněte koeficient úměrnosti.

śıla 5 7 8 10 12

pr̊utah 11.1 15.4 17.5 22 26.3

Cv. 18.45 Rakovinné buňky se množ́ı exponenciálně rychle v čase. Určete konkrétńı vztah ve tvaru y = a eb t

při následuj́ıćıch datech.

t (čas) 1 2 3 4 5

y (počet buněk) 16 27 45 74 122

Cv. 18.46 Určete nejlepš́ı aproximaci (metodou nejmenš́ıch čtverc̊u) funkce ex na intervalu [−1, 1] pomoćı
lineárńı funkce y = ax+ b.

Cv. 18.47 Uvažujme soustavu rovnic Ax = b, kde A ∈ Rm×n má hodnost m. Existuje tedy vždy aspoň
jedno řešeńı. Najděte to řešeńı, které je v eukleidovské normě nejbĺıže počátku.
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19 Ortogonálńı matice

Q ∈ Rn×n ortogonálńı: QTQ = In.

Q ∈ Cn×n unitárńı: Q
T
Q = In.

Ukázka 19.1 (Unitárńı matice). Ověřte, že matice Q je ortogonálńı a U je unitárńı,

Q =

√
2

2

(
−1 1
−1 −1

)

, U =

√
7

7

(
1 + 2i 1− i
1 + i 2i− 1

)

.

Řešeńı: Jednoduše ověř́ıme z definice

QTQ =

√
2

2

(
−1 −1
1 −1

) √
2

2

(
−1 1
−1 −1

)

=

(
1 0
0 1

)

= I2,

U
T
U =

√
7

7

(
1− 2i 1− i
1 + i −2i− 1

) √
7

7

(
1 + 2i 1− i
1 + i 2i− 1

)

=

(
1 0
0 1

)

= I2.

Ukázka 19.2 (Householderova matice). Ukažte, že Householderova matice je symetrická.
Řešeńı: Householderova matice je tvaru H(u) = In − 2

uT u
uuT , u 6= o. Ověř́ıme

H(u)T =

(

In − 2

uTu
uuT

)T

= ITn − 2

uTu
(uuT )T = In − 2

uTu
uuT = H(u),

tud́ıž je H(u) symetrická.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 19.1 Necht’ P,Q ∈ Rn jsou ortogonálńı. Je P +Q ortogonálńı?

Cv. 19.2 Dokažte, že

G =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

je ortogonálńı.

Cv. 19.3 Najděte matici otočeńı v R3 kolem osy x o úhel α = 45◦ proti směru hodinových ručiček.

Cv. 19.4 Bud’ p ∈ Sn permutace a P ∈ Rn×n odpov́ıdaj́ıćı permutačńı matice, tj. Pij = 1 pokud p(i) = j
a nula jinak (srov. cv. 6.21).

(a) Dokažte, že P je ortogonálńı matice.

(b) Dokažte, že P T odpov́ıdá permutaci p−1.

(c) Dokažte, že PQ odpov́ıdá permutaci q ◦ p, jestliže Q je matice permutace q.

Cv. 19.5 Bud’ H(u) = In − 2
uTu

uuT , u 6= o, Householderova matice.

(a) Sestrojte H(u) pro u = (1, 1, 0)T a pro u = (1, 1, 1)T .

(b) Najděte všechny Householderovy matice řádu 1.

(c) Dokažte, že H(u) je ortogonálńı.

(d) Ukažte, že −In neńı Householderova matice pro n ≥ 2.
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(e) Rozhodněte, zda In je Householderovou matićı.

(f) Najděte všechny diagonálńı Householderovy matice.

(g) Rozhodněte, zda

(
Im 0
0 H(u)

)

je také Householderova matice.

(h) Jsou-li A,B Householderovy matice, rozhodněte, zda i

(
A 0
0 B

)

je Householderova matice.

Cv. 19.6 Necht’ P ∈ Rm×m, Q ∈ Rn×n jsou ortogonálńı. Je bloková matice

(
P 0
0 Q

)

ortogonálńı?

Cv. 19.7 Ortogonálńı matice Q obsahuje pouze prvky ±1
4 . Jaký je rozměr matice Q?

Cv. 19.8 Najděte všechny diagonálńı ortogonálńı matice řádu n. Kolik jich je?

Cv. 19.9 Najděte všechny horńı trojúhelńıkové ortogonálńı matice řádu n. Kolik jich je?

Cv. 19.10 Najděte všechny diagonálńı unitárńı matice řádu n. Kolik jich je?

Cv. 19.11 Najděte všechny ortogonálńı matice řádu 1 a 2.

Cv. 19.12 Které z matic elementárńıch úprav jsou ortogonálńı?

Cv. 19.13 Pro které a, b ∈ R je matice A ortogonálńı?

A =

(
a+ b b− a
a− b a+ b

)

.

Co představuje za útvar množina všech výsledných dvojic (a, b)?

Cv. 19.14 Rozhodněte, zda matice je ortogonálńı:





cos(x) sin(x) cos(y) sin(x) sin(y)
− sin(x) cos(x) cos(y) cos(x) sin(y)

0 − sin(y) cos(y)



 .

Cv. 19.15 Rozhodněte, zda matice je unitárńı:

(
1+i√

3
1+i√

6
i√
3

−2i√
6

)

.

Cv. 19.16 Bud’ A ∈ Rn×n. Ukažte, že matice A je ortogonálńı právě tehdy, když ‖Ax‖ = ‖x‖ pro všechna
x ∈ Rn (při eukleidovské normě).

Cv. 19.17 Necht’ (ne nutně čtvercová) matice A ∈ Rm×n má ortonormálńı sloupce. Ukažte, že ‖Ax‖ = ‖x‖
pro všechna x ∈ Rn (při eukleidovské normě).

Cv. 19.18 Norma je ortogonálně invariantńı pokud ‖x‖ = ‖Qx‖ pro každé x ∈ Rn a každou ortogonálńı
matici Q ∈ Rn×n. Ukažte, že eukleidovská norma je jediná ortogonálně invariantńı norma splňuj́ıćı
‖e1‖ = 1.

Cv. 19.19 Bud’ A ∈ Rn×n ortogonálńı. Ukažte, že matice B ∈ Rn×n s prvky bij = a2ij je dvojitě stochastická
(viz cv. 3.29).

Cv. 19.20 Ukažte, že množina ortogonálńıch matic v Rn×n je kompaktńı.

Cv. 19.21 Cayleyho transformace C : Rn×n → Rn×n je definovaná takto C(A) = (I −A)(I +A)−1. Ukažte:
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(a) Je-li A antisymetrická (tj. AT = −A), pak C(A) je ortogonálńı.

(b) Je-li A ortogonálńı a A+ I regulárńı, pak C(A) je antisymetrická.

Cv. 19.22 Bud’ A ∈ Rn×n a bud’ z1, . . . , zn ortonormálńı báze Rn. Ukažte, že trace(A) =
∑n

i=1〈Azi, zi〉 při
standardńım skalárńım součinu (Hint: lze využ́ıt cv. 4.34).

Cv. 19.23 Řı́káme, že zobrazeńı f je unitárńı, pokud 〈f(x), f(y)〉 = 〈x, y〉 pro všechna x, y (tj., zachovává
skalárńı součin). Ukažte, že

(a) zobrazeńı f : V → Rn definované f(v) = [v]B , kde B je ortonormálńı báze, je unitárńı.

(b) složeńı dvou unitárńıch zobrazeńı je unitárńı zobrazeńı,

(c) inverze k unitárńımu isomorfismu je unitárńı isomorfismus,

(d) množina všech unitárńıch isomorfismů na prostoru tvoř́ı grupu,

(e) dva konečně generované reálné (resp. komplexńı) prostory se skalárńım součinem maj́ı stejnou
dimenzi právě tehdy, když mezi nimi existuje unitárńı isomorfismus,

(f) jsou-li x1, . . . , xn a y1, . . . , yn dvě báze takové, že 〈xi, xj〉 = 〈yi, yj〉 pro všechna i, j, pak existuje
unitárńı zobrazeńı f takové, že f(xi) = yi pro všechna i.
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20 Determinant

det (A) =
∑

p∈Sn

sgn(p)

n∏

i=1

ai,p(i).

Ukázka 20.1 (Výpočet deteminantu z definice). Matice řádu 2:

∣
∣
∣
∣

a11 a12
a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a21a12.

Matice řádu 3:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a31a22a13 − a11a32a23 − a21a12a33.

Pro výpočet determinantu matice řádu 3 (pouze! ) lze použ́ıt mnemotechnickou pomůcku, tzv. Sarrusovo
pravidlo. Pokud si matici zvětš́ıme zkoṕırováńım prvńıch dvou řádk̊u pod p̊uvodńı matici, pak tři kladné
členy v permutačńım rozvoji odpov́ıdaj́ı součinu tř́ı diagonál









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23









,









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23









,









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23









,

a tři záporné členy v permutačńım rozvoji odpov́ıdaj́ı součinu tř́ı šikmých diagonál, dle obrázku:









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23









,









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23









,









a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

a11 a12 a13
a21 a22 a23









.

Ukázka 20.2 (Výpočet deteminantu pomoćı elementárńıch úprav). Determinant matice můžeme spoč́ıtat
pomoćı Gaussovy eliminace s t́ım, že si uvědomı́me jak jednotlivé elementárńı úpravy ovlivňuj́ı výsledný
determinant

(a) vynásobeńı řádku č́ıslem α zvětš́ı determinant α-krát,

(b) prohozeńı dvou řádk̊u měńı znaménko determinantu,

(c) přičteńı násobku řádku k jinému řádku determinant neměńı.

Konkrétně, spoč́ıtejte determinant

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
1 2 1 3
2 5 5 5
0 2 −3 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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Řešeńı:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
1 2 1 3
2 5 5 5
0 2 −3 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 0 −2 −1
0 1 −1 −3
0 2 −3 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 1 −1 −3
0 0 −2 −1
0 2 −3 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 1 −1 −3
0 0 −2 −1
0 0 −1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 1 −1 −3
0 0 1 0.5
0 0 −1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 1 −1 −3
0 0 1 0.5
0 0 0 2.5

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 5.

Laplace̊uv rozvoj: det(A) =

n∑

j=1

(−1)i+jaij det(A
ij).

Ukázka 20.3 (Laplace̊uv rozvoj determinantu). Laplace̊uv rozvoj dává rekurentńı předpis pro poč́ıtáńı
determinantu. Rozvoj podle i-tého řádku jest

det(A) =

n∑

j=1

(−1)i+jaij det(A
ij).

Zde, det(Aij) je determinant matice A bez i-tého řádku a j-tého sloupce. Determinanty těchto menš́ıch
matic spoč́ıtáme opět rozvojem, nebo př́ımo, nebo elementárńımi úpravami, zálež́ı na nás.

Konkrétně, spoč́ıtejte determinant Laplaceovým rozvojem podle posledńıho řádku
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
1 2 1 2
2 5 5 5
0 2 −4 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Řešeńı:
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
1 2 1 2
2 5 5 5
0 2 −4 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (−1)4+1 · 0 ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 3 4
2 1 2
5 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (−1)4+2 · 2 ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 4
1 1 2
2 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (−1)4+3 · (−4) ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 4
1 2 2
2 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ (−1)4+4 · (−4) ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
1 2 1
2 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0 + 2 · 4 + 4 · 2− 4 · 2 = 8

Ukázka 20.4 (Cramerovo pravidlo). Cramerovo pravidlo dává explicitńı vzoreček na výpočet řešeńı
soustav lineárńıch rovnic Ax = b s regulárńı matićı. Složka xi řešeńı x se vyjádř́ı jako

xi =
det(A+ (b−A∗i)eTi )

det(A)
, i = 1, . . . , n.

Konkrétně, Cramerovým pravidlem řešte soustavu rovnic





1 2 3 1
1 2 1 3
2 5 5 4



 .
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Řešeńı:

x1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
3 2 1
4 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
1 2 1
2 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
4

2
= 2, x2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 3
1 3 1
2 4 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
1 2 1
2 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
2

2
= 1, x3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 1
1 2 3
2 5 4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
1 2 1
2 5 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
−2

2
= −1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Determinant – definice a elementárńı úpravy

Cv. 20.1 Spoč́ıtejte determinanty:

(a) det(−In),

(b)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 . . . 0 1
...

...
... 0

0
...

...
...

1 0 . . . 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

(c)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 −1
0 1 2
1 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 4 1
3 2 4
2 3 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 4
1 5 9
2 6 5

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

(d)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 2 1
2 5 1 3
0 3 0 2
1 0 3 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 −2 1
−1 −1 0 −1
0 1 2 1
2 −1 −1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 0
2 2 2 3
3 0 3 3
4 1 3 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
2 3 4 3
3 4 3 2
4 3 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

(e)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 a13 a14 a15
a21 0 0 0 a25
a31 0 0 0 a35
a41 0 0 0 a45
a51 a52 a53 a54 a55

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 a a2 a3

a 1 a a2

a2 a 1 a
a3 a2 a 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

(f)

∣
∣
∣
∣

52147 64492
52146 64491

∣
∣
∣
∣
,

(g) det(−4),

(h)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 a 0
0 0 b
c 0 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.2 Pro jaké a je matice regulárńı? Řešte nad R,Z2,Z3.





a −1 −1
a− 1 1 1
a+ 1 1 0





Cv. 20.3 Bud’ A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n. Dokažte det
(
A 0
0 B

)
= det(A) det(B).

Cv. 20.4 Bud’ A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n, C ∈ Rm×n. Dokažte det
(
A C
0 B

)
= det(A) det(B).
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Cv. 20.5 Bud’ A,B,C,D ∈ Rn×n. Dokažte či vyvrat’te det
(
A B
C D

)
= det(A) det(D)− det(B) det(C).

Cv. 20.6 Matice A ∈ Rn×n je antisymetrická pokud AT = −A. Dokažte, že pro liché n je antisymetrická
matice singulárńı.

Cv. 20.7 Jak se změńı determinant matice A ∈ Rn×n, když jeho řádky zpermutujeme podle permutace
p ∈ Sn, tj. řádek i se přesune na mı́sto p(i)?

Cv. 20.8 Bud’ A ∈ Cn×n. Dokažte det(A) = det(A).

Cv. 20.9 Vı́me, že č́ısla 697, 476, 969 jsou dělitelná č́ıslem 17. Dokažte bez výpočtu determinantu, že 17

je dělitelný také determinant

∣
∣
∣
∣
∣
∣

6 9 7
4 7 6
9 6 9

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.10 Ukažte, že determinant matice řádu n s prvky ±1 je dělitelný č́ıslem 2n−1.

Cv. 20.11 Bez výpočtu determinantu určete koeficient u x4 a x3 ve výsledném determinantu

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x 2 1 x
1 x 1 3
3 3 x x
1 1 2 x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.12 Bez výpočtu determinant̊u dokažte

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 a bc
1 b ca
1 c ab

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.13 Bud’ c 6= 0. Jak se změńı determinant matice A ∈ Rn×n pokud každé aij vynásob́ıme č́ıslem
ci−j.

Cv. 20.14 Ukažte, že matice řádu 3 složená pouze z prvk̊u ±1 má největš́ı determinant roven 4.

Cv. 20.15 Bud’ A ∈ R4×4. Kolik (minimálně) nul a na jakých pozićıch matice A zajist́ı, aby determinant
byl zaručeně nulový?

Cv. 20.16 Bud’ A ∈ Rn×n. Kolik maximálně nul může matice obsahovat, aby v permutačńım rozvoji byly
aspoň dva členy nenulové?

Cv. 20.17 Ukažte, že pro reálnou matici řádu n ≥ 3 nemohou být v permutačńım rozvoji všechny členy
kladné.

Cv. 20.18 Určete součet determinant̊u všech matic řádu 3 obsahuj́ıćı prvky 1, 2, . . . , 9, a každý z nich právě
jednou.

Cv. 20.19 Bud’ S množina všech matic řádu n obsahuj́ıćıch pouze prvky 0 a 1. Ukažte, že pr̊uměrný
determinant matice z S je roven 0.

∗Cv. 20.20 Najděte matici řádu 3 obsahuj́ıćı prvky 1, 2, . . . , 9, a každý z nich právě jednou, tak, aby měla
maximálńı možný determinant. (zdroj: American Mathematical Monthly)

Cv. 20.21 Bud’ A ∈ Rn×n a označme jako Ai levou horńı podmatici A velikosti i (tj. vznikne z A od-
straněńım posledńıch n− i řádk̊u a sloupc̊u). Jsou-li matice Ai regulárńı, pak v́ıme ze cv. 15.36, že
matice A jde upravit na odstupňovaný tvar A′ bez výměny řádk̊u. Ukažte, že pivoty a′11, . . . , a

′
nn to-

hoto REF tvaru jdou vyjádřit jako a′ii =
det(Ai)

det(Ai−1)
, i = 1, . . . , n, přičemž dodefinujeme det(A0) = 1.
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Multiplikativnost determinantu

Cv. 20.22 Rozhodněte, zda plat́ı det(AB) = det(BA).

Cv. 20.23 Zjednodušte výpočet det(SAS−1) pro A,S ∈ Tn×n.

Cv. 20.24 Vı́me A ∈ R3×3 a det(A) = 2. Spoč́ıtejte det(2A−2AT ).

Cv. 20.25 Jaký je determinant ortogonálńı matice?

Cv. 20.26 Najděte A ∈ R3×3 takovou, aby A2 = −I3.

Cv. 20.27 Bud’ A ∈ Rm×m, B,CT ∈ Rm×n, a D ∈ Rn×n. Dokažte:

(a) Je-li A resp.D regulárńı, pak det
(
A B
C D

)
= det(A) det(D−CA−1B) = det(D) det(A−BD−1C).

(b) Je-li A regulárńı, m = n, a AC = CA, pak det
(
A B
C D

)
= det(AD − CB).

Laplace̊uv rozvoj

Cv. 20.28 Spoč́ıtejte
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 4 3 4
0 2 0 5
0 3 1 5
1 2 2 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 0
4 5 5 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.29 Spoč́ıtejte determinant matice řádu n (na prázdných pozićıch jsou nuly):
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . .

1
a1 . . . ai . . . an

1
. . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.30 O kolik se zvětš́ı determinant matice A =
(

α aT

a A′

)

, pokud prvek α zvětš́ıme o 1?

Cv. 20.31 Vektorový součin vektor̊u x, y ∈ R3 je definován jako

x× y =

(∣
∣
∣
∣

x2 x3
y2 y3

∣
∣
∣
∣
, −
∣
∣
∣
∣

x1 x3
y1 y3

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

x1 x2
y1 y2

∣
∣
∣
∣

)

.

S použit́ım determinantu určité matice řádu 3 dokažte, že x× y je kolmé na oba vektory x, y.

Determinant nad tělesy

Cv. 20.32 Nad tělesem Z5 spoč́ıtejte determinanty

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3
2 3 2
3 2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4
0 2 0 1
2 1 4 1
0 3 2 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 2 3 4
1 −2 3 4
1 2 −3 4
1 2 3 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.33 Nad tělesem C spoč́ıtejte determinanty matic

A =







i 1 0 2
1 i i 1
2 1 1 0
2i 0 i 1







, B =







1 i 2 i
i 2 1 2i
2 1 i 2i
2i i 4 i







.
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Cramerovo pravidlo

Cv. 20.34 Pomoćı Cramerova pravidla řešte soustavy rovnic

(a)





1 2 3 1
4 5 6 1
7 8 0 1



 , (b)





−1 2 3 1
1 −2 3 2
1 2 −3 3



 .

Cv. 20.35 Můžeme něco ř́ıci o existenci řešeńı když det(A) = 0?

Cv. 20.36 Řešte soustavu s parametry a, b, c 6= 0





a b 0 c
0 c a b
c 0 b a





Geometrický význam determinantu

Cv. 20.37 Určete objem čtyřstěnu určeného body A : [1, 1, 0], B : [4, 2, 2], C : [3, 4, 4] a D : [3, 2, 2].

Cv. 20.38 Určete objem elipsiodu, který vznikne obrazem jednotkové koule při zobrazeńı x 7→ Ax, kde

A =





2 3 2
5 2 1
4 3 1



 .

Cv. 20.39 Určete objem elipsoidu vzniknuvš́ıho obrazem jednotkové koule při lineárńım zobrazeńı defino-
vaném

f(1, 3, 1) = (3, 1, 0), f(1, 0, 3) = (1, 0, 2), f(1, 1, 1) = (4, 1, 5).

Cv. 20.40 Determinanty v geometrii.

(a) Bez rozepisováńı determinantu ukažte, že př́ımka v rovině procházej́ıćı body (x1, y1), (x2, y2)
má popis

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Konkrétně, najděte př́ımku procházej́ıćı body (0, 1), (−2, 3).

(b) Bez rozepisováńı determinantu ukažte, že kružnice v rovině procházej́ıćı body (x1, y1), (x2, y2),
(x3, y3) má popis

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x2 + y2 x y 1
x21 + y21 x1 y1 1
x22 + y22 x2 y2 1
x23 + y23 x3 y3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Konkrétně, najděte kružnici procházej́ıćı body (0, 1), (2, 3), (2,−1).
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(c) Bez rozepisováńı determinantu ukažte, že rovina v prostoru procházej́ıćı body (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2), (x3, y3, z3) má popis

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Konkrétně, najděte rovinu procházej́ıćı body (0, 1, 2), (1,−1,−2), (3, 1, 0).

Cv. 20.41 Ukažte, že plocha trojúhelńıku s vrcholy (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ R2 je rovna |d|/2, kde

d =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

(Hint: Vnořte trojúhelńık do 3-dimenzionálńıho prostoru.)

Cv. 20.42 Bud’te (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) ∈ R2 nekolineárńı body lež́ıćı na kružnici po směru hodinových
ručiček. Pro libovolné b ∈ R2 označme

d =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b21 + b22 b1 b2 1
x21 + y21 x1 y1 1
x22 + y22 x2 y2 1
x23 + y23 x3 y3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Ukažte, že d > 0 pokud b lež́ı uvnitř kružnice, d = 0 pokud b lež́ı na kružnici, a d < 0 pokud b lež́ı
vně kružnice.

Cv. 20.43 Odvod’te základńı vlastnosti determinantu na základě jeho geometrické interpretace. To jest,
v́ıme-li, že zobrazeńı x 7→ Ax měńı objem s koeficientem det(A) (až na znaménko), ukažte hlavńı
myšlenku pro

(a) multiplikativitu,

(b) charakterizaci regularity,

(c) řádkovou linearitu,

(d) interpretaci definice.

Cv. 20.44 (Hadamardova nerovnost) Označme jako di := ‖Ai∗‖, i = 1, . . . , n, délky vektor̊u v řádćıch
matice A ∈ Rn×n. Z geometrického náhledu určete největš́ı hodnotu det(A).

Determinant velkých matic

Cv. 20.45 Spoč́ıtejte determinant ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 1 . . . 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 . . . 1 2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.46 Spoč́ıtejte determinant

Dn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1 0 . . . 0

1 1 −1
. . .

...

0 1 1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . −1

0 . . . 0 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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Cv. 20.47 Spoč́ıtejte determinant
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x y 0 . . . 0

0 x y
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 . . . 0 x y
y 0 . . . 0 x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.48 Vyřešte v proměnné x ∈ R

(a)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 . . . . . . 1

x
. . .

. . .
...

1
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 1
1 . . . 1 x 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, (b)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a0 a1 a2 . . . an
... x

...
... a1

. . .
...

...
...

. . . an
a0 a1 . . . an−1 x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Cv. 20.49 Spoč́ıtejte determinanty

A =

∣
∣
∣
∣
∣

In b

aT c

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 . . . 0 b1

0
. . .

. . .
... b2

...
. . .

. . . 0
...

0 . . . 0 1 bn
a1 a2 . . . an c

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + x1y1 . . . 1 + x1yn
...

...
1 + xny1 . . . 1 + xnyn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, C2n =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b
. . .

...

a b
b a

...
. . .

b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.50 Spoč́ıtejte determinanty

A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 . . . n
2 3 n n
3 n n n
...

...
...

n . . . n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 2 . . . 2
2 2 2 2
2 2 3 2
...

. . .
...

2 2 2 . . . n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

C =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 n . . . n

n 2
. . .

...
...

. . .
. . . n

n . . . n n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 2 3 4 . . . n
−1 0 3 4 n
−1 −2 0 4 n
...

...
. . .

...

−1 −2 −3 . . . 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.
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Cv. 20.51 Dokažte pro a 6= b
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a+ b ab 0 . . . 0

1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . ab

0 . . . 0 1 a+ b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
an+1 − bn+1

a− b
.

Cv. 20.52 Označme

D(a1, . . . , an) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 1 0 . . . 0

−1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 −1 an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Dokažte, že

D(a1, . . . , an)

D(a2, . . . , an)
= a1 +

1

a2 +
1

a3 +
1

· · ·+ 1

an

.

Řádková linearita determinantu

Cv. 20.53 Ukažte, že det(A+B) =
∑

C∈D det(C), kde D je množina všech matic C takových, že pro každé i
je Ci∗ = Ai∗ nebo Ci∗ = Bi∗.

Cv. 20.54 Spoč́ıtejte determinanty

A =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1+a1
a1

1 . . . 1

1 1+a2
a2

. . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1+an

an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, B =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + a1 a2 . . . an
a1 1 + a2 . . . an
...

...
. . .

...
a1 a2 . . . 1 + an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

C =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b . . . b

b a
. . .

...
...

. . .
. . . b

b . . . b a

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1 b . . . b

b a2
. . .

...
...

. . .
. . . b

b . . . b an

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Cv. 20.55 Bud’ A ∈ Rn×n hodnosti 1. Ukažte, že det(A+ In) = trace(A) + 1.

Cv. 20.56

(a) Bud’ a, b ∈ Rn. Spoč́ıtejte det(In − abT ).

(b) Bud’ a, b ∈ Rn a A ∈ Rn×n regulárńı. Spoč́ıtejte det(A− abT ).

Cv. 20.57 Ukažte, že pro každou matici A ∈ Rn×n existuje diagonálńı matice D s prvky ±1 na diagonále
a taková, že A+D je regulárńı. (Hint: Matematická indukce a řádková linearita.)
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21 Adjungovaná matice

Definice: adj(A)ij = (−1)i+j det(Aji).

Věta: A adj(A) = det(A)In.

Ukázka 21.1 (Adjungovaná matice). Najděte adjungovanou matici k

A =





1 2 3
1 2 1
2 5 5



 .

Řešeńı: Podle definice adjungované matice poč́ıtáme postupně

adj(A)12 = (−1)1+2

∣
∣
∣
∣

2 3
5 5

∣
∣
∣
∣
= 5, . . .

Nakonec dostaneme

adj(A) =

(
5 5 −4
−3 −1 2
1 −1 0

)

.

A jako d̊usledek máme rovněž

A−1 =
1

det(A)
adj(A) =

1

2

(
5 5 −4
−3 −1 2
1 −1 0

)

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cv. 21.1 Spoč́ıtejte adjungovanou matici k zadaným

(a) A =

(
1 2
3 4

)

, B =





1 0 2
1 2 0
0 1 1



 ,

(b) C =





a 1 1
0 a 1
0 0 a



 , D =





1 a b
0 1 c
0 0 1



 ,

(c) zrcadlově překlopená jednotková matice,

(d) permutačńı matice P definovaná: Pij = 1 pokud p(i) = j a nula jinak, kde p ∈ Sn je daná
permutace.

Cv. 21.2 Vyjádřete adj
(
a b
c d

)
.

Cv. 21.3 Vyjádřete
(
a b
c d

)−1
.

Cv. 21.4 Spoč́ıtejte adj(In).

Cv. 21.5 Spoč́ıtejte adj(diag (d1, . . . , dn)).

Cv. 21.6 Určete det(adj(A)).
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Cv. 21.7 Bud’te A,B ∈ Rn×n regulárńı. Doplňte rovnost: adj(AB) = . . . .
Jak to bude pro A singulárńı?

Cv. 21.8 Bud’te A,B ∈ Rn×n. Rozhodněte, zda plat́ı adj
(
A 0
0 B

)
=
(

adj(A) 0
0 adj(B)

)

.

Cv. 21.9 Jak vypadá adjungovaná matice k horńı trojúhelńıkové?

Cv. 21.10 Bud’ A ∈ Rn×n antisymetrická, tj. A = −AT . Jaká je adj(A)?

Cv. 21.11 Rozhodněte, zda plat́ı adj(A−1) = adj(A)−1.

Cv. 21.12 Bud’ A regulárńı a AB = BA. Ukažte, že adj(A)B = B adj(A).

Cv. 21.13 Pro libovolné n najděte matici A ∈ Rn×n takovou, aby adj(A) měla jediný nenulový prvek na
pozici i, j.

Cv. 21.14 Najděte co nejv́ıce matic A ∈ Rn×n splňuj́ıćıch A = adj(A).

Cv. 21.15 Necht’ matice

A =





a b 0
c 0 d
0 e f



 .

má determinant 1. Určete A−1.

Cv. 21.16 Bude inverzńı matice k polynomiálńı matici

A =





1 x x2

0 2 0
0 2x 3



 .

zase polynomiálńı matice? A jak bude vypadat?

Cv. 21.17 Bud’ A ∈ Zn×n. Ukažte, že A má celoč́ıselnou inverzi právě tehdy, když jde upravit na jednotko-
vou matici pouze s využit́ım elementárńı úpravy vynásobeńı řádku −1 a přičteńı řádku k jinému.

Cv. 21.18 Bud’ a, b ∈ Zn. Dokažte, že (In − 2abT )−1 je celoč́ıselná právě tehdy, když aT b je nula nebo
jedna.

Cv. 21.19 Bud’ a, b ∈ Rn. Zjednodušte adj(In + abT ). (Hint: cv. 20.56(a).)

Cv. 21.20 Bud’ x, y ∈ Rn a A ∈ Rn×n regulárńı. Dokažte

det

(
A x
yT 0

)

= −yT adj(A)x.

Cv. 21.21 Pomoćı Cramerova pravidla odvod’te vzorec pro inverzńı matici a porovnejte jej s adjungovanou
matićı.

Cv. 21.22 Pomoćı věty o adjungované matici odvod’te Cramerovo pravidlo.

Cv. 21.23 Uvažujme determinant jako funkci Rn×n → R. Určete parciálńı derivaci det(A) podle aij a
sestavte matici parciálńıch derivaćı.
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22 Vlastńı č́ısla

Vlastńı č́ıslo a vektor: Ax = λx, x 6= o.

Charakteristický polynom: pA(λ) = det(A− λIn).

Ukázka 22.1 (Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory). Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice

A =

(
0 −1
1 0

)

.

Řešeńı: Urč́ıme charakteristický polynom

pA(λ) = det(A− λIn) = det

(
−λ −1
1 −λ

)

= λ2 + 1.

Kořeny polynomu, a tedy vlastńımi č́ısly matice A, jsou hodnoty λ1 = i, λ2 = −i. Vlastńı vektory,
př́ıslušej́ıćı vlastńımu vektoru λ1, najdeme jako bázi jádra matice

A− λ1I =

(
−i −1
1 −i

)

.

Bázi Ker(A − λ1I) tvoř́ı např. vektor x1 = (1,−i)T . Podobně vlastńı vektory k λ2 jsou bázické vektory
jádra matice

A− λ2I =

(
i −1
1 i

)

,

což je např́ıklad vektor x2 = (1, i)T .

Ukázka 22.2 (Součet a součin vlastńıch č́ısel). Bez poč́ıtáńı vlastńıch č́ısel, určete, čemu se rovná jejich
součet a jejich součin, pro matici

A =

(
0 −1
1 0

)

.

Řešeńı: Součet vlastńıch č́ısel je roven součtu diagonálńıch prvk̊u matice A, tedy 0, Součin vlastńıch
č́ısel je roven determinantu A, což je 1. Můžeme pak ověřit výpočtem vlastńıch č́ısel λ1 = i, λ2 = −i
(ukázka 22.1).

Ukázka 22.3 (Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory při inverzi). Jak se změńı vlastńı č́ısla a vlastńı vektory
regulárńı matice A ∈ Cn×n pokud ji invertujeme?

Řešeńı: Bud’ λ ∈ C libovolné vlastńı č́ıslo a x ∈ Cn odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor matice A. Pak plat́ı
Ax = λx. Přenásobeńım A−1 dostaneme x = λA−1x, a vyděleńım λ 6= 0 pak máme A−1x = λ−1x. Tud́ıž
vlastńı č́ısla budou převrácené hodnoty těch p̊uvodńıch a vlastńı vektory z̊ustanou stejné.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Vlastńı č́ısla, vlastńı vektory

Cv. 22.1 Spoč́ıtejte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch matic:

A =

(
1 0
0 2

)

, B =

(
0 0
0 0

)

, C =

(
1 0
0 1

)

.

Jak moc jsou vlastńı vektory jednoznačné?

Cv. 22.2 Spoč́ıtejte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch matic:

A =

(
1 2
0 1

)

, B =

(
0 1
−2 2

)

, C =

(
−8 −6
12 10

)

.

Cv. 22.3 Spoč́ıtejte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch matic:

A =





1 −1 0
8 −2 6
1 1 2



 , B =





5 −3 2
6 −4 4
4 −4 5



 , C =





−3 5 −2
5 −3 2
−2 2 −1



 , D =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 .

Cv. 22.4 Bud’ λ vlastńı č́ıslo a x odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor matice

A =












0 1 0 . . . 0

1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 . . . 0 1 0












.

Ukažte, že pokud vektoru v změńıme na sudých pozićıch znaménka, pořád z̊ustane vlastńım vekto-
rem. Jakému vlastńımu č́ıslu bude př́ıslušet?

Cv. 22.5 Spoč́ıtejte spektrálńı poloměr matic A,B,A+B, je-li

A =

(
1− a 1

a(1− a)− 1 a

)

, B =

(
1 + a 1

−a(1 + a)− 1 −a

)

.

Co tento př́ıklad ilustruje?

Cv. 22.6 A má vlastńı č́ıslo λ a vlastńı vektor x. Jaká vlastńı č́ısla a vektory maj́ı matice:

(a) αA,

(b) A2,

(c) AT ,

(d) A+ αIn.

Cv. 22.7 Necht’ Ak = 0. Co lze ř́ıci o vlastńıch č́ıslech matice A?

Cv. 22.8 O matici A ∈ Rn×n v́ıme, že A2 = A+ 2In. Co lze ř́ıci o jej́ıch vlastńıch č́ıslech?

Cv. 22.9 Najděte nejmenš́ı č́ıslo α ∈ R tak, že A+ βIn je regulárńı pro všechna β > α.

Cv. 22.10 Bud’ A ∈ Rn×n singulárńı. Dokažte, že existuje posloupnost regulárńıch matic Ai, i = 1, . . . ,
konverguj́ıćı po složkách k A.

Cv. 22.11 Ukažte, že jeden vlastńı vektor matice A ∈ Rm×n nemůže př́ıslušet r̊uzným vlastńım č́ısl̊um.
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Cv. 22.12 Známe-li vlastńı č́ısla a vektory matic A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×m, jak je spoč́ıtat pro M =
(
A 0
0 B

)
?

Cv. 22.13 Jaká vlastńı č́ısla má ortogonálńı matice Q ∈ Rn×n?

Cv. 22.14 Bud’ P ∈ R3×3 permutačńı matice. Jaké jsou všechny možnosti pro jej́ı determinant, stopu a
vlastńı č́ısla?

Cv. 22.15 Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory permutačńı matice

A =












0 1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . .
. . . 1

1 0 . . . 0 0












.

Cv. 22.16 Pro jaká n ∈ N má rotace n-dimenzionálńı sféry kolem počátku pevný bod (bod, který se zobraźı
na sebe)?

Cv. 22.17 Bud’ P ∈ Rn×n projekčńı matice. Jaká má vlastńı č́ısla a vlastńı vektory?

Cv. 22.18 (a) Bud’ c, d ∈ Rn. Jaká vlastńı č́ısla a vektory má matice cdT ?

(b) Bud’te h1, . . . , hn ∈ R\{0}. Určete vlastńı č́ısla a vektory matice A ∈ Rn×n s prvky aij = hi/hj .

Cv. 22.19 Bud’te a, b ∈ Z. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice
(
a b
b a

)
. Kdy budou vlastńı č́ısla

celoč́ıselná?

Cv. 22.20 Bud’te a, b, c, d ∈ R tak, že a+ b = c+ d. Najděte vlastńı č́ısla matice
(
a b
c d

)
.

Cv. 22.21 Kdy jsou vlastńı č́ısla matice
(
0 a
b 0

)
reálná?

Cv. 22.22 Najděte nenulovou (všude nenulovou) matici jež má všechna vlastńı č́ısla nulová.

Cv. 22.23 Najděte matici řádu 3 s jediným vlastńım vektorem.

Cv. 22.24 Bud’ b vlastńı vektor regulárńı matice A ∈ Rn×n. Vyřešte soustavu Ax = b.

Cv. 22.25 Bud’te A,B ∈ Rn×n. Dokažte, že AB a BA maj́ı stejná vlastńı č́ısla.

Cv. 22.26 Dokažte: Je-li λ ∈ C vlastńı č́ıslo reálné matice A, pak i λ je jej́ım vlastńım č́ıslem. Jak to bude
s vlastńımi vektory?

Cv. 22.27 Bud’te λ, µ r̊uzná vlastńı č́ısla matice A ∈ Rn×n. Necht’ x je vlastńı vektor A př́ıslušný λ, a necht’

y je vlastńı vektor AT př́ıslušný µ. Ukažte, že x ⊥ y.

Cv. 22.28 Bud’ A ∈ Rn×n taková, že aii = 1 pro všechna i. Dokažte ρ(A) ≥ 1.

Cv. 22.29 Necht’ A ∈ R3×3 má vlastńı č́ısla 0, 3, 5 a odpov́ıdaj́ı vlastńım vektor̊um u, v, w.

(a) Najděte bázi Ker(A) a bázi S(A).
(b) Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic Ax = v + w.

(c) Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic Ax = u.
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Charakteristický polynom

Cv. 22.30 Najděte matici A ∈ R2×2 takovou, aby jej́ı vlastńı č́ısla byla:

(a) i a −i,

(b) i a 2i.

Cv. 22.31 Rozhodněte o platnosti: A,B ∈ Rn×n maj́ı stejné charakteristické polynomy ⇒ A,B maj́ı stejná
vlastńı č́ısla.

Co naopak: A,B ∈ Rn×n maj́ı stejné charakteristické polynomy ⇐ A,B maj́ı stejná vlastńı č́ısla.

Cv. 22.32 Bud’ pA(λ) = (−1)nλn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0. Vyjádřete hodnotu an−1, a0.

Cv. 22.33 Matice

A =







10 0 7 −7
4 5 2 −2
16 4 15 −8
30 4 26 −19







Má vlastńı č́ısla 3,−4, 5. Dopoč́ıtejte zbylé.

Cv. 22.34 Najděte a, b ∈ R tak, aby 1, 2, 3 byla vlastńı č́ısla matice

A =





2 −1 1
−1 2 a
1 −1 b



 .

Cv. 22.35 Najděte a ∈ R tak, aby 2 bylo jedno z vlastńıch č́ısel matice

A =





−1 4 −2
−4 8 −3
−4 a −1



 .

Cv. 22.36 Necht’ prvky matice A jsou jen 0, 1 a necht’ má matice všechna vlastńı č́ısla reálná kladná. Ukažte,
že pak nutně jsou rovna 1. (Hint: AG nerovnost.)

Cv. 22.37 Bud’ A ∈ Rn×n. Dokažte, že pA−1(λ) = pA(0)
−1(−λ)npA(λ

−1).

Cv. 22.38 Bud’ A ∈ Rn×n ortogonálńı. Dokažte, že pA(λ) = ±λnpA(λ
−1). (Hint: Pro z ∈ C s vlastnost́ı

|z| = 1 je z = 1/z.)

∗Cv. 22.39 Dokažte, že vlastńı č́ısla jsou spojité funkce vzhledem k prvk̊um matice. Přesně řečeno, bud’

dána matice A ∈ Rn×n a λ jej́ı vlastńı č́ıslo. Pak pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že každá matice
B ∈ Rn×n splňuj́ıćı |aij − bij | < δ má nějaké vlastńı č́ıslo µ splňuj́ıćı |µ− λ| < ε.

Cv. 22.40 Bud’ A ∈ Rn×n a x ∈ Rn. Necht’ matice S := (x |Ax |A2x | . . . |An−1x) je regulárńı. Ukažte, že
X−1AX je matice společnice charakteristického polynomu matice A, tj. X−1AX = C(pA).

Cayleyho–Hamiltonova věta

Cv. 22.41 Bud’ A = ( 1 2
3 4 ).

(a) Ověřte Cayleyho–Hamiltonovu větu,

(b) Vyjádřete A−1 jako lineárńı kombinaci I2 a A.

(c) Vyjádřete A4 jako lineárńı kombinaci I2 a A.

Cv. 22.42 Matice A má vlastńı č́ısla 0, 1, 2. Jaká má vlastńı č́ısla matice A(A− I)(A− 2I)?
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Invariantńı podprostory

U ⊆ Rn je invariantńı podprostor matice A ∈ Rn×n pokud:
Ax ∈ U ∀x ∈ U .

Cv. 22.43 Najděte některé obecné invariantńı podprostory matice A ∈ Rn×n.

Cv. 22.44 Bud’

A =





4 4 4
−2 −2 −5
1 2 5



 , x = (2,−1, 0)T , y = (−1, 2,−1)T .

Ukažte, že V = span{x, y} je invariantńı podprostor.

Cv. 22.45 Najděte všechny invariantńı podprostory pro A =
(

0 1
−2 3

)
.

Cv. 22.46 Bud’ B = {u1, . . . , ur, v1, . . . , vs} báze reálného prostoru V , bud’ f : V → V lineárńı zobrazeńı
s matićı B[f ]B =

(
A 0
0 B

)
, kde A ∈ Rr×r, B ∈ Rs×s. Ukažte, že span{u1, . . . , ur} a span{v1, . . . , vs}

jsou invariantńı podprostory V .

Cv. 22.47 Bud’ U ⋐ Rn invariantńı podprostor ortogonálńı matice Q ∈ Rn×n. Ukažte:

(a) f(U) = U pro lineárńı zobrazeńı f(x) = Qx,

(b) U⊥ je také invariantńı podprostor.

Cv. 22.48 Bud’te U,W invariantńı podprostory matice A ∈ Rn×n. Rozhodněte, zda plat́ı:

(a) U ∩W je také invariantńı podprostor,

(b) U +W je také invariantńı podprostor.

Cv. 22.49 Dokažte, že každá matice A ∈ Rn×n má invariantńı podprostor dimenze 1 nebo 2. (Hint:
cv. 22.26)

Vlastńı č́ısla lineárńıch zobrazeńı

Cv. 22.50 Najděte vlastńı č́ısla a vektory lineárńıho zobrazeńı:

(a) f : P2 → R definovaného f(a+ bx+ cx2) = (7a+ 2b+ 3c) + (7b)x + (2b+ c)x2.

(b) f : R2×2 → R definovaného f
(
a b
c d

)
=
(
a+2c 2a+5b
c+2d 3d

)
.

Cv. 22.51 Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lineárńıho zobrazeńı:

(a) A 7→ AT na prostoru matic R2×2,

(b) A 7→ 1
2(A+AT ) na prostoru matic Rn×n.

Cv. 22.52 Na prostoru reálných posloupnost́ı R∞ uvažujme lineárńı zobrazeńı x1, x2, x3, x4, . . . 7→ 0, x1, x2, x3, . . .
Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory. Co jiného nám řešeńı ukazuje?

Cv. 22.53 Na prostoru reálných posloupnost́ı R∞ uvažujme lineárńı zobrazeńı x1, x2, x3, x4, . . . 7→ x2, x1, x4, x3, . . .
Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory.

Cv. 22.54 Na prostoru konvergentńıch reálných posloupnost́ı uvažujme lineárńı zobrazeńı {xi}∞i=1 7→ {xi−
limn→∞ xn}∞i=1. Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory.

Cv. 22.55 Bud’ f : V → V lineárńı zobrazeńı a bud’A = B [f ]B matice f vzhledem k bázi B = {w1, . . . , wn}.
Ukažte, že
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(a) vlastńı č́ısla zobrazeńı f a matice A jsou stejná,

(b) vektor v ∈ V je vlastńım vektorem f právě tehdy, když [v]B je vlastńım vektorem A.

Cv. 22.56 Bud’te f, g : Rn → Rn lineárńı zobrazeńı. Předpokládejme, že existuje báze B = {v1, . . . , vn}
prostoru Rn taková, že vi je vlastńım vektorem obou zobrazeńı f i g pro každé i = 1, . . . , n. Dokažte
g ◦ f = f ◦ g.

Cv. 22.57 Bud’ V vektorový prostor nad R dimenze n a bud’ U jeho m-dimenzionálńı podprostor. Ukažte:

(a) Je-li U invariantńı pro lineárńı zobrazeńı f, g : V → V , pak je i pro zobrazeńı f + g.

(b) Je-li U invariantńı pro lineárńı zobrazeńı f : V → V , pak je i pro zobrazeńı αf , kde α ∈ R je
libovolné.

(c) Množina všech lineárńıch zobrazeńı f : V → V , pro něž je U invariantńı podprostor, tvoř́ı
vektorový prostor. Určete jeho dimenzi.
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23 Podobnost, diagonalizovatelnost, Jordanova normálńı

forma

Podobnost: A ∼ B pokud ∃S taková, že A = SBS−1.

Ukázka 23.1 (Podobnost). Najděte všechny matice podobné nulové matici řádu n.

Řešeńı: Podobné matice jsou tvaru S0S−1 = 0, čili nulová matice je podobná jen sama sobě.

Ukázka 23.2 (Diagonalizace). Diagonalizujte matici

A =

(
3 1
1 3

)

.

Řešeńı: Nejprve spoč́ıtáme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory A. Vlastńı č́ısla jsou 4 a 2 a př́ıslušné vlastńı
vektory (1, 1)T a (−1, 1)T . Necht’ matice S má ve sloupćıch tyto vlastńı vektory (v uvedeném pořad́ı!).
Pak A = S ( 4 0

0 2 )S
−1.

Ukázka 23.3 (Nediagonalizace). Dokažte, že matice

A =

(
0 1
0 0

)

.

neńı diagonalizovatelná.

Řešeńı: Matice A má obě vlastńı č́ısla nulová. Pokud by byla diagonalizovatelná, tak by byla podobná
nulové matici: A = S0S−1 = 0, což je spor.

Ukázka 23.4 (Jordanova normálńı forma). Určete Jordanovu normálńı formu matice

A =









5 −2 2 −2 0
0 6 −1 3 2
2 2 7 −2 −2
2 3 1 2 −4
−2 −2 −2 6 11









Řešeńı: Matice má vlastńı č́ıslo 5 násobnosti 2, a 7 násobnosti 3. Dále rank(A − 5I5) = 3, tedy
k vlastńımu č́ıslu 5 existuj́ı dva vlastńı vektory. Proto 5 bude ve dvou Jordanových buňkách, které nutně
muśı mı́t velikost 1 (součet velikost́ı dá násobnost č́ısla 5). Analogicky, rank(A− 7I5) = 3, tedy i k č́ıslu 7
existuj́ı dva vlastńı vektory a tak 7 bude též ve dvou Jordanových buňkách. Jediná možnost je, že jedna
buňka bude mı́t velikost 1 a druhá velikost 2. Výsledný Jordan̊uv normálńı tvar je:









5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 7 0 0
0 0 0 7 1
0 0 0 0 7









.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Podobnost

Cv. 23.1 Vyšetřete vlastnosti podobnosti jakožto relace.

Cv. 23.2 Najděte všechny matice podobné matici In.

Cv. 23.3 Rozhodněte, zda matice jsou si podobné

A =





1 0 0
0 1 0
1 1 1



 , B =





−1 0 1
1 0 0
−1 0 2



 .

Cv. 23.4 Jak se na matici A ∈ Rn×n projev́ı podobnostńı transformace SAS−1, kde S je matice ele-
mentárńı řádkové úpravy?

Cv. 23.5 Najděte matici S takovou, že A = SBS−1. To ukáže, že matice A,B jsou podobné.

(a) A =

(
1 0
1 0

)

, B =

(
0 1
0 1

)

,

(b) A =

(
1 1
1 1

)

, B =

(
1 −1
−1 1

)

,

(c) A =

(
1 2
3 4

)

, B =

(
4 3
2 1

)

.

Cv. 23.6 Vı́me, že podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla. Plat́ı to i naopak? Př́ıpadně, za jakých
předpoklad̊u?

Cv. 23.7 Jak se měńı vlastńı vektory podobných matic?

Cv. 23.8 Rozhodněte o platnosti: A ∼ B ⇒ A2 ∼ B2.

Co naopak: A ∼ B ⇐ A2 ∼ B2?

Cv. 23.9 Bud’ p(x) polynom a A ∼ B. Rozhodněte, zda p(A) ∼ p(B).

Cv. 23.10 Bud’ A ∈ Rn×n, B ∈ Rm×m. Dokažte, že
(
A 0
0 B

)
je podobná

(
B 0
0 A

)
.

Cv. 23.11 Najděte všechny matice podobné jen samým sobě.

Cv. 23.12 Dokažte, že idempotentńı matice stejného rozměru a hodnosti jsou si podobné. (Hint: cv. 15.31.)

Cv. 23.13 Ukažte, že neexistuj́ı lineárńı zobrazeńı f, g : V → V takové, aby g ◦ f − f ◦ g = id.

Cv. 23.14 Ukažte, že jsou-li A,B ∈ Rn×n podobné skrze komplexńı matici P + iQ, P,Q ∈ Rn×n, pak jsou
podobné skrze reálnou matici (Hint: Nahlédněte, že je-li P + iQ regulárńı, pak P + λQ je regulárńı
pro nějaké λ ∈ R).

Cv. 23.15 Ukažte, že algebraická násobnost vlastńıho č́ısla je vždy větš́ı nebo rovna geometrické násobnosti.
(Hint: Doplňte vlastńı vektory do matice a uvědomte si, proč je úloha v této sekci.)

Cv. 23.16 Bud’te A,B ∈ Rn×n podobné. Ukažte, že maticová soustava AX−XB = 0 má řešeńı X ∈ Rn×n.

Cv. 23.17 Matice C ∈ Rn×n se nazývá komutátor pokud se dá vyjádřit ve tvaru C = AB−BA pro vhodné
matice A,B ∈ Rn×n.

(a) Ukažte, že stopa komutátoru je 0. (Hint: cv. 3.32.)

(b) Ukažte, že komutátory jsou uzavřené na podobnost.
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Diagonalizovatelnost

Cv. 23.18 Najděte př́ıklad nediagonalizovatelné matice řádu 2, a to jednak a by byla singulárńı a jednak
aby byla regulárńı.

Cv. 23.19 Diagonalizujete (nebo ukažte, že to neńı možné) matice ze cv. 22.2 a cv. 22.3.

Cv. 23.20 Rozhodněte, zda je matice A =
(

2 2
−2 −2

)
diagonalizovatelná.

Cv. 23.21 Diskutujte jednoznačnost diagonalizace.

Cv. 23.22 Necht’ A = SΛS−1 je diagonalizačńı rozklad matice A. Určete vlastńı vektory AT .

Cv. 23.23 Bud’ A ∈ Rn×n diagonalizovatelná a λ jej́ı libovolné vlastńı č́ıslo. Ukažte, že existuj́ı x, y ∈ Rn

tak, že Ax = λx, AT y = λy, xT y = 1.

Jak je to pro nediagonalizovatelné matice?

Cv. 23.24 Jsou diagonalizovatelné matice uzavřené na:

(a) násobky?

(b) součty?

(c) součiny?

Cv. 23.25 Pro diagonalizovatelné matice dokažte vlastnosti ze cv. 22.6 pomoćı spektrálńıho rozkladu.

Cv. 23.26 Bud’ A ∈ Rn×n diagonalizovatelná. Ukažte, že A ∼ AT .

Cv. 23.27 Bud’te A ∈ Rm×m, B ∈ Rn×n. Plat́ı, že A,B jsou obě diagonalizovatelné právě tehdy, když
(
A 0
0 B

)
je diagonalizovatelná?

Cv. 23.28 Bud’ c, d ∈ Rn. Kdy je matice cdT diagonalizovatelná?

Cv. 23.29 Najděte chybu v následuj́ıćı úvaze: Vyjděme z rovnice Ax = λx. Je-li vlastńı č́ıslo λ = 0,
pak x ∈ Ker(A). Je-li vlastńı č́ıslo λ 6= 0, pak x ∈ S(A). Protože dimKer(A) + dimS(A) =
n−rank(A)+rank(A) = n, má matice A plný počet vlastńıch vektor̊u a je tud́ıž diagonalizovatelná.

Cv. 23.30 Dokažte př́ımo Cayleyho–Hamiltonovu větu pro diagonalizovatelné matice.

Cv. 23.31 Najděte všechny diagonalizovatelné matice A ∈ R2×2 splňuj́ıćı A2 + 4A + 4I2 = 0. Najdete i
nějaké nediagonalizovatelné?

Cv. 23.32 Odvod’te předpis pro
(−3 1
−4 2

)k
.

Cv. 23.33 Určete limn→∞
(

7/5 1/5
−1 1/2

)n
, limn→∞

(
1/2 1/2
1/4 3/4

)n
.

Cv. 23.34 Spoč́ıtejte vlastńı č́ısla matice (Hint: cv. 22.12)









2 3 0 2 0
0 0 0 0 0
3 −2 1 4 0
0 −1 0 1 0
−3 2 1 2 −3









.

Cv. 23.35 Diagonalizovatelnost koso-diagonálńı matice.

(a) Zjistěte, kdy je diagonalizovatelná matice
(

0 c2
c1 0

)
.
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(b) Zjistěte, kdy je diagonalizovatelná matice









0 . . . 0 cn
...

...
... 0

0 c2
...

...
c1 0 . . . 0









.

Cv. 23.36

(a) Určete vlastńı č́ısla matice otočeńı G(ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

.

(b) Bud’ A ∈ R2×2 matice s komplexńımi vlastńımi č́ısly λ± µi. Ukažte, že je podobná kladnému
násobku matice G(ϕ).

(c) Ukažte, že každá diagonalizovatelná matice A ∈ Rn×n je podobná blokově diagonálńı matici,
jej́ıž bloky jsou velikosti 1 nebo 2, a každý blok velikosti 2 je tvaru kladného násobku G(ϕ) pro
nějaké ϕ.

Jordanova normálńı forma

Cv. 23.37 Najděte matici řádu 3 s jediným vlastńım vektorem.

Najděte takovou matici, aby t́ım jediným vlastńım vektorem byl v = (1, 1, 1)T .

Cv. 23.38 V kolika Jordanových buňkách matice A ∈ R16×16 je vlastńı č́ıslo 8 pokud v́ıme rank(A−8I16) =
9?

Cv. 23.39 Najděte Jordanovu normálńı formu matic

A =





1 0 1
0 1 1
0 0 2



 , B =





1 1 1
0 1 1
0 0 2



 , C =





2 2 −1
−1 −1 1
−1 −2 2



 ,

D =







−1 3 0 0
−3 5 0 0
2 −2 3 −1
3 4 1 1







, E =









1 . . . . . . 1

0
. . .

...
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 1









.

Cv. 23.40 Najděte Jordanovu normálńı formu matice

A =







6 4 4 7
−3 3 4 −3
2 −4 −5 2
−3 0 0 −4







.

Můžete využ́ıt toho, že pA(λ) = (λ2 − 1)2.

Cv. 23.41 Kolik je tř́ıd ekvivalence podobnosti pro:

(a) matice řádu 4 s vlastńımi č́ısly 7,

(b) matice řádu 3 s vlastńımi č́ısly 5 a 7.

(c) matice řádu 4 s vlastńımi č́ısly 5 a 7.

Cv. 23.42 Bud’ A ∈ R3×3 matice s jediným vlastńım vektorem. Existuje A−1?
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Cv. 23.43 Bud’ A ∈ Rn×n hodnosti k. Jaká je násobnost vlastńıho č́ısla 0?

Cv. 23.44 O kolik či kolikrát se maximálně zmenš́ı hodnost matice A ∈ Rn×n když ji umocńıme A2?

Jinak: v́ıme rank(A2) ≤ rank(A). Dokažte rank(A2) ≥ rank(A)− n
2 .

Cv. 23.45 Rozhodněte, zda plat́ı pro A,B ∈ Rn×n:

(a) rank(Ak) = rank(Ak+1) implikuje rank(Ak) = rank(Ak+2),

(b) rank(B) = rank(BA) implikuje rank(B) = rank(BA2).

Cv. 23.46 Ukažte, že následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı pro A ∈ Rn×n:

(a) A je nilpotentńı, tj. Ak = 0 pro nějaké k,

(b) An = 0,

(c) ρ(A) = 0, tj. všechna vlastńı č́ısla jsou nulová,

(d) pA(λ) = (−1)nλn.

(e) trace(Ak) = 0 pro všechna k = 1, . . . , n.

Cv. 23.47 Bud’ A,B ∈ Rn×n a necht’ A + λB je nilpotentńı pro n + 1 r̊uzných hodnot λ ∈ R. Ukažte, že
A,B jsou nilpotentńı.

Cv. 23.48 Pro λ 6= 0 odvod’te Jn(λ)
−1. Zkuste využ́ıt cv. 3.33(e), a toho, že Jn(0) je nilpotentńı.

Cv. 23.49 Ukažte, že každá matice A ∈ Rn×n se dá vyjádřit jako součet diagonalizovatelné a nilpotentńı
matice.

Cv. 23.50 Dokažte Cayleyho–Hamiltonovu větu za použit́ı Jordanovy normálńı formy.

Cv. 23.51 Ukažte vztah vlastńıch č́ısel a stopy matice za použit́ı Jordanovy normálńı formy.

Cv. 23.52 Najděte všechny matice X ∈ Rn×n splňuj́ıćı danou rovnost.

(a) X2 = In,

(b) X2 − 4X + 4In = 0,

Cv. 23.53 Umocňováńı Jordanovy buňky.

(a) Spoč́ıtejte Jn(0)
k pro k = 0, 1, . . .

(b) Ukažte, že Jn(λ)
k =

∑k
i=0

(
k
i

)
λiBk−i, kde B := λIn − Jn(λ).

∗(c) Ukažte, že Jn(λ)
k → 0 pro k → ∞ právě tehdy, když |λ| < 1. (Hint: B je nilpotentńı.)

Cv. 23.54 Dokažte, že

(a) každá matice A ∈ Rn×n se dá vyjádřit jako součin dvou symetrických matic.

(b) každá antisymetrická matice A ∈ Rn×n (tj., AT = −A) se dá vyjádřit jako A = ST − TS, kde
S, T jsou symetrické matice.

(c) každá matice A ∈ Rn×n, n ≥ 2, se dá vyjádřit jako součet dvou singulárńıch.

Cv. 23.55 Najděte Jordanovu normálńı formu matice Jn(λ)
T .

Plat́ı, že každá matice je podobná svoj́ı transpozici?

Cv. 23.56 Ukažte, že hodnost matice A ∈ Rn×n je větš́ı nebo rovna počtu nenulových vlastńıch č́ısel.
Najděte př́ıklad, kdy je větš́ı.

Cv. 23.57 Bud’ A ∈ Rn×n. Ukažte, že rank(A) = rank(A2) právě tehdy, když geometrická a algebraická
násobnost 0 jako vlastńıho č́ısla je stejná.
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Cv. 23.58 Bud’ A = Jn(λ). Ukažte, že existuje vektor z ∈ Rn takový, že z,Az,A2z, . . . , An−1z tvoř́ı
bázi Rn.

Cv. 23.59 Ukažte, že idempotentńı matice (tj. A2 = A) jsou diagonalizovatelné. Jak je to s maticemi
splňuj́ıćımi Ak = A pro k > 2?

Cv. 23.60 Bud’te λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla A ∈ Rn×n. Určete vlastńı č́ısla adj(A).

Cv. 23.61 Bud’ A ∈ Rn×n nediagonalizovatelná. Dokažte, že existuje posloupnost diagonalizovatelných
matic Ai, i = 1, . . . , konverguj́ıćı po složkách k A. (Množina diagonalizovatelných matic je tedy
hustá v Rn×n.)
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24 Vlastńı č́ısla symetrických a nezáporných matic

Ukázka 24.1 (Spektrálńı rozklad). Najděte spektrálńı rozklad matice

A =

(
3 1
1 3

)

.

Řešeńı: Nejprve spoč́ıtáme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory A. Vlastńı č́ısla jsou 4 a 2 a př́ıslušné vlastńı
vektory (1, 1)T a (−1, 1)T . Nyńı muśıme vlastńı vektory zortonormalizovat. Protože odpov́ıdaj́ı r̊uzným

vlastńım č́ısl̊um, jsou na sebe kolmé, proto je stač́ı jen znormovat na jednotkovou velikost (
√
2
2 ,

√
2
2 )T a

(−
√
2
2 ,

√
2
2 )T a dát je do sloupc̊u matice Q v tomto pořad́ı. Spektrálńı rozklad pak je

A = QΛQT =

(√
2
2 −

√
2
2√

2
2

√
2
2

)(
4 0
0 2

)( √
2
2

√
2
2

−
√
2
2

√
2
2

)

.

Ukázka 24.2 (Markovovy řetězce). Migrace obyvatel USA město–předměst́ı–venkov prob́ıhá podle em-
piricky zjǐstěného pravidla:

z města: 96% z̊ustane, 3% do předměst́ı, 1% na venkov
z předměst́ı: 1% do města, 98% z̊ustane, 1% na venkov
z venkova: 1.5% do města, 0.5% do předměst́ı, 98% z̊ustane

Počátečńı stav je: 58 mil. obyvatel ve městě, 142 mil. na předměst́ı, a 60 mil. na venkově. Určete jak se
bude situace vyv́ıjet v čase a zda se časem ustáĺı.

Řešeńı: Sestavme matici

A :=





0.96 0.01 0.015
0.03 0.98 0.005
0.01 0.01 0.98



.

Je-li x0 = (58, 142, 60)T počátečńı rozložeńı obyvatelstva, pak vývoj v čase prob́ıhá takto: Ax0, A
2x0,

A3x0, . . . ,A
∞x0.

Abychom rozhodli o př́ıpadném ustáleńı, spoč́ıtejme diagonalizačńı rozklad

A = Q





1 0 0
0 0.95 0
0 0 0.97



Q−1.

Nyńı spoč́ıtáme

A∞ = Q





1 0 0
0 0 0
0 0 0



Q−1 = Q∗1Q
−1
1∗ =





0.23 0.23 0.23
0.43 0.43 0.43
0.33 0.33 0.33



 .

Protože všechny sloupce A∞ jsou stejné, výsledné rozložeńı nezáviśı v̊ubec na počátečńım rozložeńı oby-
vatelstva (jen na jejich počtu) a bude: 23% ve městě, 43% na předměst́ı, a 33% na venkově.

V řadě př́ıpad̊u jde výpočet zjednodušit. Zabývejme se ted’ situaćı, kdy 1 je jednoznačné dominantńı
vlastńı č́ıslo A. Vlastńım č́ıslem je určitě, nebot’ AT e = e, kde e = (1, . . . , 1)T . Dominantńı je také,
to vyplyne později z Gerschgorinových disk̊u. Jednoznačnost nastane d́ıky Perronově větě když A > 0.
V tomto př́ıpadě podle odvozeńı nahoře máme A∞ = Q∗1Q

−1
1∗ , kde Q∗1 je vlastńı vektor A k č́ıslu 1, a

Q−1
1∗ je vlastńı vektor AT k č́ıslu 1. Vı́me již, že Q−1

1∗ = e, tedy opět sloupce A∞ budou stejné a výsledné
rozložeńı odpov́ıdá složkám vlastńıho vektoru Q∗1 (ty jsou kladné, opět podle Perronovy věty). Takže
v př́ıpadě A > 0 stač́ı jen spoč́ıtat kladný vektor z Ker(A−In), což odpov́ıdá intuici, že ustálené rozložeńı
representované vektorem v má splňovat Av = v. Nicméně, uvedený rozbor analyzuje kdy a za jakých
podmı́nek rovnovážná situace nastává.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Symetrické matice

Cv. 24.1 Ukažte, že rozklad A = QΛQT , kde Λ je diagonálńı a Q ortogonálńı, existuje pouze pro symet-
rické matice.

Cv. 24.2 Najděte symetrickou komplexńı matici s ryze komplexńımi vlastńımi č́ısly.

Cv. 24.3 Dokažte, že pro libovolnou matici A ∈ Rm×n má matice ATA všechna vlastńı č́ısla nezáporná.
Kdy budou kladná? A plat́ı věta i naopak?

Cv. 24.4 (a) Dokažte z definice, že vlastńı vektory pro r̊uzná vlastńı č́ısla symetrické matice jsou na sebe
kolmé.

(b) S pomoćı předchoźıho bodu dokažte větu o spektrálńım rozkladu př́ımo pro symetrické matice
s r̊uznými vlastńımi č́ısly.

Cv. 24.5 Bud’ v vlastńı vektor symetrické matice A ∈ Rn×n. Dokažte: w ∈ {v}⊥ ⇒ Aw ∈ {v}⊥. Jinými
slovy, {v}⊥ je invariantńı podprostor matice A.
Poznámka: Pomoćı této vlastnosti se dá také dokázat věta o spektrálńım rozkladu. Začne se s jedńım
vlastńım vektorem v a pak se použije indukce na podprostor {v}⊥.

Cv. 24.6 Dokažte z definice, že vlastńı č́ısla reálné symetrické matice řádu 2 jsou reálná.

Cv. 24.7 Najděte tři ortonormálńı vlastńı vektory matice





1 1 1
1 1 1
1 1 1



.

K jednomu vlastńımu č́ıslu nálež́ı dva ortonormálńı vlastńı vektory x, y. Spoč́ıtejte P = xxT + yyT ,
popǐste jej́ı význam a ukažte, že nezáviśı na volbě x, y.

Cv. 24.8 Najděte odmocninu
√
A pro matici A =

(
6 2
3 7

)

.

Cv. 24.9 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická a necht’ Ak = In pro nějaké k ≥ 1. Ukažte, že A2 = In.

Cv. 24.10 Najděte všechny symetrické matice A ∈ Rn×n, které jsou nilpotentńı (tj. Ak = 0 pro nějaké k).

Jak by to bylo pro komplexńı matice?

Cv. 24.11 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická s vlastńımi č́ısly 0 a 1. Ukažte, že je to matice projekce. (Srov.
cv. 22.17)

Cv. 24.12 Uvažujme matici

An =












a1 −b1 0 . . . 0

−c1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . an−1 −bn−1

0 . . . 0 −cn−1 an












,

kde bi, ci > 0. Dokažte, že má reálná vlastńı č́ısla (dokonce maj́ı násobnost 1). Hint: Jistá symetrická
matice má shodný charakteristický polynom.

Cv. 24.13 Dokažte, že hodnost symetrické matice A ∈ Rn×n se dá ekvivalentně definovat jako velikost
největš́ı regulárńı hlavńı podmatice (hlavńı podmatice vznikne odstraněńım řádk̊u a sloupc̊u se
stejnými indexy); srov. cv. 15.15.

Cv. 24.14 Ukažte, že pro symetrickou matici A plat́ı rank(A) ≥ trace(A)2/ trace(A2). (Hint: cv. 16.29.)

Cv. 24.15 Rozhodněte, zda A 7→ λmax(A) je lineárńı zobrazeńı na prostoru symetrických matic, kde
λmax(A) je největš́ı vlastńı č́ıslo A.
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Cv. 24.16 Ukažte, že pro vlastńı č́ısla λ1, . . . , λn symetrické matice A ∈ Rn×n plat́ı
∑n

i=1 λ
2
i =

∑n
i,j=1 a

2
ij.

(Hint: Prozkoumejte A2.)

Cv. 24.17 Připomeňme, že matice A je antisymetrická pokud AT = −A. Dokažte:

(a) Vlastńı č́ısla antisymetrické matice jsou ryze imaginárńı.

(b) Inverzńı matice k regulárńı antisymetrické je opět antisymetrická.

(c) Pokud A je antisymetrická, pak I +A je regulárńı.

(d) Pokud A je antisymetrická a D,D′ diagonálńı s kladnou diagonálou, pak AD+D′ je regulárńı.

(e) Vlastńı vektory, odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným nenulovým vlastńım č́ısl̊um, jsou na sebe kolmé.

(f) A je diagonalizovatelná do tvaru A = UDU∗, kde D ∈ Cn×n je diagonálńı a U ∈ Cn×n je
unitárńı.

(g) Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice
(

0 1
−1 0

)
.

(h) Ukažte, že antisymetrická matice A ∈ Rn×n je podobná blokově diagonálńı matici s bloky

velikosti 1 nebo 2, přičemž bloky velikosti 1 jsou nulové a bloky velikosti 2 jsou tvaru
(

0 λ
−λ 0

)

.

Jaká jsou pak vlastńı č́ısla matice A?

Cv. 24.18 Bud’ A ∈ Cn×n ne nutně symetrická (!). Ukažte, že jde rozložit na tvar A = UTU∗, kde T ∈ Cn×n

je horńı trojúhelńıková a U ∈ Cn×n unitárńı (tzv. Schurova věta). Hint: Upravte d̊ukaz spektrálńıho
rozhladu symetrických matic.

∗Cv. 24.19 Bud’ Q ∈ Rn×n ortogonálńı a ne nutně symetrická (!). Dokažte, že skrze ortogonálńı matici
přechodu je podobná blokově diagonálńı matici, přičemž bloky velikosti jedna jsou ±1 a velikosti
dva jsou matice rotace tvaru ( c −s

s c ), c2 + s2 = 1. (Hint: cv. 19.11 a cv. 22.49.)

Cv. 24.20 To, že má matice reálná vlastńı č́ısla se někdy dá nahlédnou tak, že je podobná symetrické matici.
Uvažujme matici A ∈ Rn×n, která je tridiagonálńı, tj. aij = 0 pro |i − j| > 1. Předpokládejme, že
symetrické páry složek matice maj́ı stejné znaménko, tedy ai,i+1ai+1,i > 0 pro i = 1, . . . , n − 1.
Ukažte, že A je podobná symetrické matici skrze diagonálńı matici, tj. DAD−1 = S, kde D je
diagonálńı a S symetrická.

Courantova–Fischerova věta

λ1 = max
x:‖x‖2=1

xTAx, λn = min
x:‖x‖2=1

xTAx.

Cv. 24.21 Bud’te A,B ∈ Rn×n symetrické. Dokažte λ1(A+B) ≤ λ1(A) + λ1(B).

Cv. 24.22 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická matice s vlastńımi č́ısly λ1 ≥ . . . ≥ λn. Dokažte, že λ1 ≥ aii ≥ λn

pro každé i = 1, . . . , n.

Cv. 24.23 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická matice, jej́ıž prvek aii zvětš́ıme o ε > 0.

(a) Zvětš́ı se největš́ı vlastńı č́ıslo λ1? Př́ıpadně jak noc se může zvýšit?

(b) Zvětš́ı se nejmenš́ı vlastńı č́ıslo λn? Př́ıpadně jak noc se může zvýšit?

Cv. 24.24 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická matice, λ1 jej́ı největš́ı vlastńı č́ıslo, odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu vektoru
x1. Dokažte vztah pro druhé největš́ı vlastńı č́ıslo

λ2 = max{xTAx; ‖x‖2 = 1, x ⊥ x1}.

(Hint: Využijte vhodné formy spektrálńıho rozkladu A.)
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Cv. 24.25 Uvažujme lineárńı zobrazeńı x 7→ Ax, kde A ∈ Rn×n. Jak moc může zobrazeńı prodloužit vektor
x v eukleidovské normě? Uvažujme dva př́ıpady kdy A je obecná a kdy A je symetrická.

Cv. 24.26 V řeči vlastńıch č́ısel vyjádřete maximálńı hodnotu výrazu

a1a2 + a2a3 + . . .+ an−1an + ana1

pokud a1, . . . , an ∈ R muśı splňovat
∑n

i=1 ai = 0 a
∑n

i=1 a
2
i = 1. (Hint: cv. 24.24.)

Nezáporné a markovské matice

1. A ≥ 0 ⇒ ρ(A) je vlastńı č́ıslo a př́ıslušný vlastńı vektor je nezáporný.

2. A > 0 ⇒ ρ(A) > 0 je vlastńı č́ıslo (jediné dominantńı), a př́ıslušný
vlastńı vektor je kladný. Jinému vlastńımu č́ıslu neodpov́ıdá nezáporný
vlastńı vektor.

Cv. 24.27 Bud’ A ≥ 0 a necht’ Ak > 0 pro nějaké k ∈ N. Co dokážete ř́ıct o vlastńıch č́ıslech a vlastńıch
vektorech matice A?

Cv. 24.28 Difuze léčebné látky mezi dvěma buňkami prob́ıhá podle pravidla: 50% látky z prvńı buňky
přejde do druhé, ale jen 25% látky z druhé přejde do prvńı. V jakém poměru se množstv́ı látky
ustáĺı?

Cv. 24.29 Ve městě Matfizákově funguj́ı tři lokálńı politické strany: Anarchisté (A), Bláhov́ı (B) a Cı́levědomı́
(C). Volby se ř́ıd́ı následuj́ıćım pravidlem. Z volič̊u A voĺı opět tuto stranu 75% jej́ıch volič̊u, ale
k B přejde 5% a k C dokonce 20%. Z volič̊u B přejde k A rovných 20% a k C také 20%. Nakonec,
z volič̊u C z̊ustane jen 80%, zbytek se rovnoměrně rozděĺı mezi A a B. Jaké je rozděleńı podpory
stran za deľśı časový horizont?

Cv. 24.30 Uvažujme tři genotypy AA, Aa, aa. Kř́ıž́ıme-li AA s AA, tak se stejnou pravděpodobnost́ı
dostaneme typ AA jako Aa. Kř́ıž́ıme-li AA s Aa, tak s polovičńı pravděpodobnost́ı dostaneme Aa
a se čtvrtinovými ostatńı genotypy. Konečně, kř́ıž́ıme-li AA s aa, tak s polovičńı pravděpodobnost́ı
dostaneme Aa i aa. Je-li na začátku poměr genotyp̊u vyrovnaný, jaký bude za čas, provád́ıme-li
kř́ıžeńı pouze s genotypem AA?

Cv. 24.31 Dokažte část Perronovy věty: Pro každé A > 0 v́ıme, že ρ(A) je vlastńım č́ıslem násobnosti 1, a
př́ısluš́ı mu kladný vlastńı vektor. Dokažte, že žádnému jinému vlastńımu č́ıslu nepř́ısluš́ı nezáporný
vlastńı vektor.

Cv. 24.32 Ukažte, že vlastnosti kladné matice z Perronovy věty neplat́ı pro nezápornou matici. Konkrétně,
najděte takovou matici A ≥ 0, že plat́ı postupně vlastnosti

(a) ρ(A) = 0,

(b) ρ(A) je v́ıcenásobné vlastńı č́ıslo,

(c) existuje vlastńı č́ıslo λ 6= ρ(A) takové, že |λ| = ρ(A).

Cv. 24.33 Bud’ A > 0 a označme r := ρ(A). Ukažte, že limk→∞
(
1
rA
)k

existuje a zjistěte jej́ı hodnost.
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25 Odhady a metody na výpočet vlastńıch č́ısel

Ukázka 25.1 (Gerschgorinovy disky). Pomoćı Gerschgorinových disk̊u spoč́ıtejte odhad vlastńıch č́ısel
matice

A =





2 1 0
−2 5 1
−1 −2 −3



 .

Řešeńı: Z prvńıho řádku A urč́ıme v komplexńı rovině disk se středem v 2 a poloměrem 1, z druhého
řádku disk se středem v 5 a poloměrem 3 a ze třet́ıho řádku disk se středem v −3 a poloměrem 3, viz
obrázek. Každé vlastńı č́ıslo tedy nálež́ı do aspoň jednoho disku. Naopak to neplat́ı, což snadno ověř́ıme
spoč́ıtáńım skutečných vlastńıch č́ısel λ1 = −2.78, λ2 = 3.39 + 0.6 i, λ3 = 3.39 − 0.6 i.

−1

−2

−3

1

2

3

1 2 3 4 5 6 7 8 9−1−2−3−4−5−6−7

λ1
λ2

λ3
Re

Im

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Gerschgorinovy disky

Cv. 25.1 Aniž byste je poč́ıtali, rozhodněte, zda matice

A =







1 0 −2 0
0 12 0 −4
−1 0 −1 0
0 5 0 0







má aspoň dvě reálná vlastńı č́ısla.

Cv. 25.2 Je následuj́ıćı matice regulárńı?

A =







10 −1 5 2
2 −7 1 2
0 3 −5 1
2 −1 3 7







Cv. 25.3 Bud’

A =







4.6 1 1 2
1 3 0 1
1 0 6 4
2 1 4 8







.

Rozhodněte, zda (I4 −A−1)k → 0 pro k → ∞.
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Cv. 25.4 Jaké je největš́ı vlastńı č́ıslo markovské matice?

Cv. 25.5 Mějme matici A řádu n = 11 a předpokládejme, že nějaká metoda tuto matici uprav́ı na po-
dobnou B, jej́ıž mimodiagonálńı prvky jsou v absolutńı hodnotě nanejvýš 10−10. S jakou přesnost́ı
diagonálńı prvky B aproximuj́ı vlastńı č́ısla A?

Metody

Cv. 25.6 Aplikujte větu o deflaci největš́ıho vlastńıho č́ısla na matici

A =







1 2 1 2
2 1 2 1
1 2 1 2
2 1 2 1







Cv. 25.7 Aplikujte větu o deflaci největš́ıho vlastńıho č́ısla na matici

A =





1 3 1
3 1 1
1 1 3
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26 Positivńı (semi-)definitnost

Positivńı definitnost:

1. xTAx > 0, ∀x 6= 0,

2. vlastńı č́ısla A jsou kladná,

3. ∃U ∈ Rm×n hodnosti n: A = UTU .

Positivńı semi-definitnost:

1. xTAx ≥ 0, ∀x ∈ Rn,

2. vlastńı č́ısla A jsou nezáporná,

3. ∃U ∈ Rm×n : A = UTU .

Ukázka 26.1 (Choleského rozklad). Najděte Choleského rozklad matice

A =





4 −2 4
−2 10 1
4 1 6



 .

Řešeńı: Schematicky si můžeme znázornit postup takto

LT

L A

≡





· · ·
0 · ·
0 0 ·









· 0 0
· · 0
· · ·









4 −2 4
−2 10 1
4 1 6





Nejprve urč́ıme prvek L11 z vlastnosti L1∗LT
∗1 = A11, neboli L

2
11 = A11 = 4, tud́ıž L11 = 2 (hodnota

L11 = −2 neńı př́ıpustná, protože požadujeme, aby L měla kladnou diagonálu). Nyńı spoč́ıtáme L21

z vlastnosti L2∗LT
∗1 = A21, neboli L21L11 = A21 = −2, tud́ıž L21 = −1. Podobně spoč́ıtáme L31 = 2.

V daľśı fázi urč́ıme prvky L ve druhém sloupci shora: L22 = 2, L32 = 1. A konečně ve třet́ım sloupci:
L33 = 1. Takže máme hledaný rozklad:

LT

L A

≡





2 −1 2
0 3 1
0 0 1









2 0 0
−1 3 0
2 1 1









4 −2 4
−2 10 1
4 1 6
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Cv. 26.1 Ukažte, že matice A = ( 1 1
1 1 ) je positivně semidefinitńı, a to všemi třemi zp̊usoby (na základě tř́ı

ekvivalentńıch definic).

Cv. 26.2 Necht’ A,B ∈ Rn×n jsou positivně definitńı. Ukažte, že A+B je také positivně definitńı.

Jak to bude se součtem positivně semidefinitńıch matic?

Jak to bude se součtem positivně semidefinitńı a positivně definitńı matice?

Jak to bude s násobkem positivně definitńı matice?
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Cv. 26.3 Otestuje

(a) rekurentńım vzorečkem,

A =
(

α aT

a Ã

)

je pos. def. ⇔ α > 0 a Ã− 1
αaa

T je pos. def.

(b) Choleského rozkladem,

A = LLT , kde L je dolńı trojúhelńıková s kladnou diagonálou.

(c) Gaussovou eliminaćı,

Odstupňovaný tvar A má kladnou diagonálou, použijeme-li jen
přič́ıtáńı násobku řádku s pivotem k jinému, co je pod ńım.

(d) Sylvestrovým kriteriem

det(A1) > 0, . . . ,det(An) > 0, kde Ai vznikne z A odstraněńım
posledńıch n− i řádk̊u a sloupc̊u.

positivńı definitnost matic

A =





4 −2 4
−2 10 −2
4 −2 8



 , B =





1 −1 2
−1 5 −4
2 −4 6



 , C =





1 2 −3
2 4 1
−3 1 2



 .

Cv. 26.4 Najděte př́ıklad matice ilustruj́ıćı, že nefunguje př́ımočaré zobecněńı na testováńı positivńı se-
midefinitnosti pomoćı rekurentńıho vzorečku, Gaussovy eliminace, Sylvestrova kriteria pro positivńı
definitnost resp. Choleského rozkladu.

Cv. 26.5 Najděte positivně semidefinitńı matici, která má determinanty všech hlavńıch vedoućıch matic
nezáporné. Tzv., že př́ımočará analogie Sylvestrova kriteria nefunguje.

Cv. 26.6 Najděte všechny matice A ∈ Rn×n takové, že A a −A jsou positivně semidefinitńı.

Cv. 26.7 Najděte regulárńı matici, která je positivně semidefinitńı, ale ne positivně definitńı.

Cv. 26.8 Bud’ A ∈ Rn×n positivně definitńı a S ∈ Rn×n regulárńı. Dokažte dvěma zp̊usoby, že STAS je
positivně definitńı.

Cv. 26.9 Ukažte, že každá symetrická matice se dá zapsat jako rozd́ıl dvou positivně semidefinitńıch matic
A = P −R. (Dá se jednoduše zobecnit na rozd́ıl dvou positivně definitńıch.)

Cv. 26.10 Určete, pro které a ∈ R je matice positivně definitńı

A =





a 1 0
1 a 1
0 1 a



 .
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Cv. 26.11 Najděte Choleského rozklad matice
(
In In
In 5In

)

.

Cv. 26.12 Pomoćı Choleského rozkladu invertujte matici

A =





1 2 −1
2 5 −2
−1 −2 2



 .

Cv. 26.13 Pomoćı Choleského rozkladu vyřešte soustavu rovnic Ax = b, kde

A =





4 −2 2
−2 2 −3
2 −3 6



 , b =





2
−2
5



 .

Cv. 26.14 Necht’ symetrická matice A neńı positivně definitńı. To znamená, že Choleský rozklad zhavaruje,
protože nedokáže spoč́ıtat hodnotu Lii (musel by odmocnit nekladné č́ıslo). Navrhněte zp̊usob, jak
naj́ıt x 6= o, pro který xTAx ≤ 0.

Cv. 26.15 Porovnejte počet aritmetických operaćı (nejhorš́ı př́ıpad) potřebných k daným transformaćım.
Stač́ı řádově jako násobek rozměru n dané positivně definitńı matice.

(a) Gaussova eliminace a Choleského rozklad,

(b) inverze matice klasickým zp̊usobem a pomoćı Choleského rozkladu.

Cv. 26.16 Bud’ A ∈ Rn×n positivně definitńı matice tvaru pásové matice o š́ı̌rce k, tj. aij = 0 pro všechna
i, j taková, že |i− j| > k.

(a) Ukažte, že matice L z Choleského rozkladu A = LLT je také pásová matice o š́ı̌rce k.

(b) Určete počet aritmetických operaćı k výpočtu L.

Cv. 26.17 Rozhodněte r̊uznými zp̊usoby, zda matice řádu n je positivně definitńı











2 −1 0 . . . 0

−1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . −1

0 . . . 0 −1 2












.

Cv. 26.18 Bud’ A positivně definitńı. Dokažte, že 〈x, y〉 := xTAy definuje reálný skalárńı součin.

Dovedete normu, indukovanou t́ımto skalárńım součinem, vyjádřit pomoćı eukleidovské normy?

Cv. 26.19 Bud’ A positivně semidefinitńı a aii = 0 pro jisté i. Ukažte, že i-tý řádek a sloupec matice A
jsou nulové.

Cv. 26.20 Bud’ A positivně semidefinitńı. Ukažte, že xTAx = 0 pro nějaké x 6= o implikuje Ax = o.

Cv. 26.21 Ukažte, že A positivně semidefinitńı právě tehdy, když plat́ı implikace

xTAx ≤ 0 ⇒ Ax = 0.
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Cv. 26.22 Ukažte, že A je positivně semidefinitńı pokud pro jej́ı hlavńı vedoućı matice plat́ı det(A1) > 0,
. . . , det(An−1) > 0, det(An) ≥ 0.

Cv. 26.23 Bud’ A je positivně definitńı a necht’ R je matice v odstupňovaném tvaru, pokud v Gaussově eli-
minaci použ́ıváme jen operaci přičteńı násobku řádku s pivotem k jinému pod ńım. Necht’ A1, . . . , An

znač́ı hlavńı vedoućı podmatice. Dokažte, že pro pivoty plat́ı vztah rii =
det(Ai)

det(Ai−1)
, i = 2, . . . , n.

Cv. 26.24 Bud’ A ∈ Rn×n je positivně semidefinitńı a hodnosti r. Ukažte, že A má hlavńı podmatici řádu r,
která je positivně definitńı.

Cv. 26.25 Bud’ A positivně semidefinitńı a p(λ) polynom takový, že p(λ) ≥ 0 pro λ ≥ 0. Ukažte, že p(A)
je positivně semideinitńı.

Cv. 26.26 Bud’ A ∈ Rn×n positivně semidefinitńı a B ∈ Rn×n symetrická. Ukažte, že AB je diagonalizo-
vatelná.

Cv. 26.27 Ukažte, že každá diagonalizovatelná matice s reálnými vlastńımi č́ısly se dá vyjádřit jako součin
positivně definitńı a symetrické matice.

Cv. 26.28 Pro positivně semidefinitńı matici A ∈ Rn×n dokažte n
√

det(A) ≤ 1
n trace(A).

Cv. 26.29 Bud’te A,B ∈ Rn×n symetrické a λmin(A) > λmax(B). Dokažte, že A−B je positivně definitńı.

Cv. 26.30 Bud’ A symetrická matice jej́ıž vlastńı č́ısla jsou větš́ı než 1. Ukažte, že A − A−1 je positivně
definitńı.

Cv. 26.31 Dokažte, že symetrická matice v blokovém tvaru
(
A BT

B C

)
je positivně definitńı právě tehdy, když

obě matice A a C −BA−1B jsou positivně definitńı.

Cv. 26.32 Ukažte, že positivně semidefinitńı odmocnina z positivně semidefinitńı matice je jednoznačná.

∗Cv. 26.33 Bud’ A ∈ Rn×n positivně definitńı. Ukažte, že Aii(A
−1)ii ≥ 1, i = 1, . . . , n. (Hint: Cauchyho–

Schwarzova nerovnost.)

Cv. 26.34 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická a b ∈ Rn. Ukažte, že následuj́ıćı jsou ekvivalentńı:

(a) A je positivně semidefinitńı na podprostoru Ker(bT ), to jest xTAx ≥ 0 pro všechna x ∈ Rn

taková, že bTx = 0.

(b) Matice UAU má nezáporná vlastńı č́ısla, kde U je matice projekce na Ker(bT ).

Poznámka. Matice UAU reprezentuje zobrazeńı x 7→ Ax když se omeźıme na podprostor
Ker(bT ).

∗(c) Existuje α > 0 takové, že A+ αbbT je positivně semidefinitńı.

Cv. 26.35 Nad symetrickými maticemi z Rn×n definujme relace ≺ a � předpisem A ≺ B pokud B −A je
positivně definitńı a A � B pokud B −A je positivně semidefinitńı.

(a) Ukažte, že � je relace částečného uspořádáńı.

(b) Necht’ 0 ≺ A. Rozhodněte, zda 0 ≺ A−1.

(c) Necht’ 0 ≺ A. Rozhodněte, zda 2In ≺ A+A−1.

(d) Necht’ A � B. Rozhodněte, zda UTAU � UTBU .

(e) Necht’ 0 ≺ A,B. Rozhodněte, zda 0 ≺ AB +BA.

(f) Necht’ 0 � A � B. Rozhodněte, zda A2 � B2.

*(g) Necht’ 0 ≺ A � B. Rozhodněte, zda B−1 � A−1.

*(h) Necht’ 0 ≺ A � B. Rozhodněte, zda
√
A �

√
B.

∗Cv. 26.36 Stopa a positivńı semidefinitnost (Hint: viz cv. 3.32 a cv. 16.36).
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(a) Bud’te A,B ∈ Rn×n positivně semidefinitńı a trace (AB) = 0. Ukažte, že pak AB = 0.

(b) Bud’ A ∈ Rn×n. Dokažte, že A je positivně semidefinitńı právě tehdy, když trace(AX) ≥ 0 pro
všechny positivně semidefinitńı X ∈ Rn×n.
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27 Bilineárńı a kvadratické formy

Bilineárńı forma: b : V 2 → T

b(αu+ βv,w) = αb(u,w) + βb(v,w), ∀α, β ∈ T, ∀u, v, w ∈ V,

b(w,αu + βv) = αb(w, u) + βb(w, v), ∀α, β ∈ T, ∀u, v, w ∈ V.

Matice A formy b vhledem k bázi u1, . . . , un: aij = b(ui, uj).

Kvadratická forma: f(u) = b(u, u).

Ukázka 27.1 (Bilineárńı forma). Uvažme bilineárńı formu na R2

b(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 + 10x2y2.

Najděte maticové vyjádřeńı formy vzhledem ke kanonické bázi.
Řešeńı: Protože matice A formy je definovaná aij = b(ei, ej), dostáváme

A =

(
1 4
2 10

)

,

tedy

b(x, y) = xTAy =
(
x1 x2

)
(
1 4
2 10

)(
y1
y2

)

.

Tuto matici lze nahlédnout i př́ımo z rozpisu.

Ukázka 27.2 (Kvadratická forma). Uvažme kvadratickou formu na R2

f(x) = x21 + 6x1x2 + 10x22.

Najděte symetrickou bilineárńı formu indukuj́ıćı f a maticové vyjádřeńı forem.
Řešeńı: Formu si vyjádř́ıme

f(x) = x21 + 6x1x2 + 10x22 =
(
x1 x2

)
(
1 3
3 10

)(
x1
x2

)

.

Nyńı máme matici vzhledem ke kanonické bázi

A =

(
1 3
3 10

)

,

a symetrická bilineárńı forma indukuj́ıćı f je b(x, y) = xTAy.

Ukázka 27.3 (Diagonalizace kvadratické formy). Určete signaturu matice

A =





1 2 −1
2 5 −3

−1 −3 2



 .

Řešeńı: Na matici aplikujeme stř́ıdavě elementárńı řádkové a analogické sloupcové úpravy a převedeme
na diagonálńı tvar takto:





1 2 −1
2 5 −3

−1 −3 2



 ∼





1 2 −1
0 1 −1

−1 −3 2



 ∼





1 0 −1
0 1 −1

−1 −1 2





∼





1 0 −1
0 1 −1
0 −1 1



 ∼





1 0 0
0 1 −1
0 −1 1



 ∼





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

Matice má tud́ıž signaturu dvě jedničky a jedna nula, takže je positivně semidefinitńı.
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Ukázka 27.4 (Diagonalizace kvadratické formy a polárńı báze). Najděte bázi, v̊uči ńıž je diagonálńı
matice kvadratické formy f(x) = xTAx, kde

A =





1 2 −1
2 5 −3

−1 −3 2



 .

Řešeńı: Na matici A aplikujeme stř́ıdavě elementárńı řádkové a analogické sloupcové úpravy a převedeme
na diagonálńı tvar, souhrnně STAS = In. Polárńı báze je skrytá ve sloupćıch matice S, která představuje
matici přechodu od polárńı do kanonické báze. Matici S lze źıskat tak, že současně s úpravami matice A
aplikujeme na jednotkovou matici In pouze sloupcové úpravy:





1 2 −1 1 0 0
2 5 −3 0 1 0

−1 −3 2 0 0 1



 ∼





1 2 −1 1 0 0
0 1 −1 0 1 0

−1 −3 2 0 0 1



 ∼





1 0 −1 1 −2 0
0 1 −1 0 1 0

−1 −1 2 0 0 1



 ∼

∼





1 0 −1 1 −2 0
0 1 −1 0 1 0
0 −1 1 0 0 1



 ∼





1 0 0 1 −2 1
0 1 −1 0 1 0
0 −1 1 0 0 1



 ∼





1 0 0 1 −2 1
0 1 −1 0 1 0
0 0 0 0 0 1



 ∼

∼





1 0 0 1 −2 −1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1



 .

Hledaná báze je tvořená posledńımi třemi sloupečky, tedy jsou to vektory (1, 0, 0)T , (−2, 1, 0)T , (−1, 1, 1)T .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Bilineárńı a kvadratické formy a jejich matice

Cv. 27.1 Ukažte, že pro každou bilineárńı formu b plat́ı b(u, o) = b(o, u) = 0.

Cv. 27.2 Je následuj́ıćı bilineárńı formou R2 × R2 → R?

(a) b(x, y) = x21 + y21 + 2x2y1,

(b) b(x, y) = x1y2 + x2y1,

(c) b(x, y) = x1y2 + x2.

Cv. 27.3 Je bilineárńı formou zobrazeńı b : Rm×p × Rp×n → Rm×n definované b(A,B) = AB?

Cv. 27.4 Bud’ V vektorový prostor nad T a f1, f2 : V → T lineárńı zobrazeńı. Ukažte, že

(a) b(x, y) := f1(x) · f2(y) je bilineárńı forma,

(b) f(x) := f1(x) · f2(x) je kvadratická forma.

Cv. 27.5 Rozhodněte, zda následuj́ıćı bilineárńı formy na R3 jsou symetrické. Pokud ne, najděte pro-
tipř́ıklad.

(a) b(x, y) = 2x1y1 + x1y2 + 3x2y1 − x3y3

(b) b(x, y) = x1y1 − x1y3 + 2x2y2 − x3y1

Cv. 27.6 Najděte matici bilineárńıch forem vzhledem ke kanonické bázi.

(a) b(x, y) = x1y1 − x1y2 + 3x2y1 + 2x2y2 − 2x3y2
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(b) b(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2 + 5x2y3 + 5x3y2

Jak souviśı symetrie bilineárńı formy a symetrie jej́ı matice?

Cv. 27.7 Najděte matici kvadratické formy

f(x) = x21 + 2x1x2 + 2x22 − 2x2x3

vzhledem ke kanonické bázi. Dále, najděte symetrickou bilineárńı formu b(x, y), která indukuje
f(x).

Cv. 27.8 Najděte kvadratickou formu f nad R2 takovou, aby f((2, 1)T ) = 7, a nav́ıc

(a) f byla jakákoli,

(b) f byla positivně definitńı,

(c) f byla indefinitńı.

Cv. 27.9 Najděte kvadratickou formu f nad R2 takovou, aby

(a) f((1, 0)T ) = 1, f((0, 1)T ) = 3, f((2,−3)T ) = 7,

(b) f((1, 0)T ) = 2, f((1, 1)T ) = 2, f((1, 2)T ) = −2.

Cv. 27.10 Najděte matici kvadratické formy

f(x) = x21 − 2x1x3 + x2x3

vzhledem ke kanonické bázi a postupně nad tělesy R, Z2 a Z3.

Cv. 27.11 Najděte matici kvadratické formy

f(x) = 2x21 + 2x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3 + x23

vzhledem ke kanonické bázi a vzhledem k bázi B = {(1, 1, 1)T , (1, 1, 0)T , (1, 0, 0)T }. Použijte dva
r̊uzné postupy: z definice a pomoćı matice přechodu.

Cv. 27.12 Necht’ kvadratická forma f má vzhledem k bázi B = {(0, 0, 1)T , (0, 1, 2)T , (1, 2, 3)T } matici

A =





1 2 0
2 2 1
0 1 3



 .

Najděte analytické vyjádřeńı f .

Cv. 27.13 Pro zobrazeńı b : P2 × P2 → R definované b(p, q) = p(0)q(2) ukažte:

(a) b je bilineárńı forma,

(b) najděte matici formy vzhledem k bázi B = {1, 1 + x, (1− x)2},
(c) vyč́ıslete b(1− x, x2 − 2x+ 2) dvěma zp̊usoby,

(d) najděte matici formy vzhledem k bázi B′ = {1, x, x2} s využit́ım té staré.

Cv. 27.14 Bud’ b : V 2 → T bilineárńı forma a těleso T charakteristiky r̊uzné od 2. Pak b se nazývá antisy-
metrická pokud splňuje b(u, v) = −b(v, u) pro každé u, v ∈ V .

(a) Ukažte, že každá bilineárńı forma lze rozložit na součet symetrické a antisymetrické.

(b) Aplikujte postup na bilineárńı formu b(x, y) = x1y1 − 2x1y2 +4x1y3 − 6x2y3, a najděte matice
všech forem vzhledem ke kanonické bázi.

(c) Bud’ f(u) = b(u, u) kvadratická forma indukovaná antisymetrickou bilineárńı formou b. Ukažte,
že f je nulová.
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Cv. 27.15 Vektorový prostor, tvořený formami.

(a) Ukažte, že bilineárńı formy, symetrické bilineárńı formy a antisymetrické bilineárńı formy na
prostoru V tvoř́ı vektorové prostory a určete jejich dimenze.

(b) Ukažte, že prostor bilineárńıch forem je direktńım součtem prostoru symetrických a antisyme-
trických bilineárńıch forem.

(c) Ukažte, že kvadratické formy na prostoru V tvoř́ı vektorový prostor a určete jeho dimenzi.

Cv. 27.16 Bud’ V vektorový prostor nad tělesem T charakteristiky r̊uzné od 2. Ukažte, že každá symetrická
bilineárńı forma b : V 2 → T je určena hodnotami b(v, v), v ∈ V . To v d̊usledku znamená, že ze
znalosti kvadratické formy jsme schopni zrekonstruovat jednoznačnou symetrickou bilineárńı formu,
která ji indukuje.

Cv. 27.17 Jednoznačnost kvadratické formy.

(a) Necht’ A,B ∈ Tn×n jsou symetrické a necht’ xTAx = xTBx pro všechna x ∈ Tn. Rozhodněte,
zda A = B.

(b) Rozhodněte, zda matice kvadratické formy vzhledem k dané bázi je jednoznačná.

(c) Najděte matici kvadratické formy nad Z2 vzhledem ke kanonické bázi: f(x) = x21 + x22.

(d) Rozhodněte, zda kvadratická forma je jednoznačně určena obrazy báze.

Sylvestr̊uv zákon setrvačnosti

Cv. 27.18 Diagonalizujte kvadratické formy s maticemi

(a) A =





2 −1 1
−1 1 1
1 1 5



, B =





3 −3 −1
−3 3 1
−1 1 5



, C =





3 −1 −1
−1 5 −2
−1 −2 5



.

(b) D =





0 1 2
1 1 1
2 1 0



, E =





1 −1 2
−1 −1 0
2 0 −1



, F =

(
0 1
1 0

)

.

Cv. 27.19 Diagonalizujte kvadratickou formu s matićı

A =





1 0 1
0 2 1
1 1 −1



 ,

a určete bázi, v̊uči ńıž je matice formy diagonálńı.

Cv. 27.20 Diagonalizujte kvadratickou formu s matićı

B =

(
Im A
AT 0n

)

,

kde A ∈ Rm×n má hodnost n.

Cv. 27.21 Rozhodněte, zda matice A ∈ Rn×n definovaná aij := min{i, j} je positivně definitńı.

Cv. 27.22 Uvažme relaci kongruence, kdy A,B ∈ Rn×n jsou v relaci pokud existuje regulárńı S tak, že
B = STAS.

(a) Jaké vlastnosti má relace kongruence?

(b) Kolik existuje tř́ıd ekvivalence?

Cv. 27.23 Vyjádřete kvadratickou formu f(x) = xTAx jako součet čtverc̊u lineárńıch forem, kde
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(a) A =





1 −2 1
−2 5 −3
1 −3 2



 ,

(b) A =





2 −2 2
−2 5 1
2 1 5



 .

Cv. 27.24 Ukažte, že daná rovnice popisuje elipsu v R2 a zjistěte jej́ı charakteristiky (postupem z přednášky).

(a) 5x2 + 8xy + 5y2 = 1,

(b) 13x2 + 10xy + 13y2 = 72.

Cv. 27.25 Mějme n pozorováńı x1, . . . , xn ∈ R. Pr̊uměr je definován jako x̄ = 1
n

∑n
i=1 xi a rozptyl jako

σ2 =
∑n

i=1(xi − x̄)2. Ukažte, že σ2 je kvadratická forma, najděte jej́ı matici a určete signaturu.

Cv. 27.26 Ukažte, že pro každou reálnou kvadratickou formu existuje matice A této formy, která je blokově
diagonálńı s prvky 0, 1 a ( 0 1

1 0 ), nebo −A má tuto vlastnost.

Cv. 27.27 Připomeňme, že matice A je antisymetrická pokud AT = −A.

(a) Bud’ A antisymetrická. Dokažte, že A2 je symetrická negativně semidefinitńı.

(b) Bud’ A antisymetrická. Dokažte, že trace(A2) ≤ 0.

(c) Ukažte, že xTAx = 0 pro všechna x ∈ Rn právě tehdy, když A je antisymetrická.

(d) Ukažte, že antisymetrická matice A lze vyjádřit ve tvaru SJST , kde S je regulárńı a J blokově
diagonálńı a jej́ı bloky jsou bud’ nuly nebo maj́ı tvar

(
0 1
−1 0

)
.

(e) Ukažte, že hodnost antisymetrické matice je sudé č́ıslo.

Cv. 27.28 Bud’ A ∈ Rn×n positivně definitńı a definujme B ∈ Rn×n po složkách bij := aij/
√
aiiajj. Ukažte,

že B je positivně definitńı, na diagonále má jedničky a mimo diagonálu má č́ısla v absolutńı hodnotě
menš́ı než 1.

Cv. 27.29 Plat́ı Sylvestr̊uv zákon setrvačnosti na komplexńım prostoru?

Cv. 27.30 Ukažte, že pro symetrické A,B ∈ Rn×n stejné hodnosti existuje S ∈ Cn×n taková, že STAS = B.

Cv. 27.31 Uvažujme kvadratické formy na Rn.

(a) Ukažte, že formy tvoř́ı vektorový prostor.

(b) Určete dimenzi tohoto prostoru.

Cv. 27.32 Zvolte si kvadratickou formu f nad R4 se signaturou (1, 1,−1,−1), a najděte podprostor V ⋐ R4

dimenze 2 splňuj́ıćı f(x) = 0 pro všechna x ∈ V .

Cv. 27.33 Bud’ f : V → R kvadratická forma a h : V → V isomorfismus.

(a) Ukažte, že f ◦ h je kvadratická forma na V .

(b) Ukažte, že obě kvadratické formy f , f ◦ h maj́ı stejnou signaturu.

Cv. 27.34 Bud’ A ∈ Rn×n positivně semidefinitńı a B ∈ Rn×n symetrická. Ukažte, že AB má stejný počet
reálných kladných, záporných a nulových vlastńıch č́ısel jako B (srov. cv. 26.26).

Dále ukažte, že každá diagonalizovatelná matice M ∈ Rn×n s reálnými vlastńımi č́ısly se dá vyjádřit
jako součin positivně definitńı a symetrické matice.

Cv. 27.35 Simultánńı diagonalizovatelnost.

(a) Bud’ A ∈ Rn×n positivně semidefinitńı a B ∈ Rn×n symetrická. Ukažte, že existuje reálná C ∈
Rn×n taková, že obě matice CTAC a CTBC jsou diagonálńı. Tud́ıž A,B můžeme simultánně
diagonalizovat. (Hint: Odmocnina z A.)
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(b) Bud’te A,B ∈ Rn×n positivně semidefinitńı. Ukažte, že det(A+B) ≥ det(A) + det(B).

∗Cv. 27.36 Bud’ A ∈ Rn×n symetrická a Ai necht’ znač́ı levou horńı podmatici A velikosti i, tj. vznikne
z A odstraněńım posledńıch n − i řádk̊u a sloupc̊u. Předpokládejme, že det(Ai) 6= 0 pro všechna
i = 1, . . . , n. Ukažte, že signatura A neobsahuje nuly a počet −1 je roven počtu změn znaménka
posloupnosti det(A1), . . . ,det(An). (Hint: Analyzujte vliv elementárńıch řádkových a sloupcových
úprav.)
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28 Maticové rozklady (QR rozklad a SVD)

Ukázka 28.1 (QR rozklad). Najděte QR rozklad matice

A =





0 −20 −14
3 27 −4
4 11 −2



 .

Řešeńı: Nejprve si sestav́ıme Householderovu matici, která převede prvńı sloupec matice A na vektor
(‖A∗1‖, 0, 0)T = (5, 0, 0)T . Definujme

u1 := A∗1 − ‖A∗1‖e1 = (−5, 3, 4)T ,

pak hledanou matićı je

Q1 := I3 − 2
u1u

T
1

uT1 u1
=

1

25





0 15 20
15 16 −12
20 −12 9



 .

Po přenásobeńı matice A dostaneme

R1 := Q1A =





5 25 −4
0 0 −10
0 −25 −10



 .

Tedy skutečně se eliminuj́ı všechny prvky pod prvńım pivotem.
Podobně postupujeme v druhé iteraci pro podmatici

A2 =

(
0 −10

−25 −10

)

.

Definujme

u2 := (0,−25)T − 25e1 = (−25,−25)T ,

a sestav́ıme se Householderovu matici

Q2 = I2 − 2
u2u

T
2

uT2 u2
=

(
0 −1

−1 0

)

.

Přenásobeńım dostáváme

R2 := Q1A1 =

(
25 10
0 10

)

.

Ted’ už můžeme iterace ukončit, protože R2 už je horńı trojúhelńıková matice s nezápornou diagonálou.
Nyńı dopoč́ıtáme kýžený QR rozklad A = QR takto

Q = Q1

(
1 0
0 Q2

)

=
1

25





0 −20 −15
15 12 −16
20 −9 12



 , R =





5 25 −4
0 25 10
0 0 10



 .

Matice Q tedy vznikla součinem všech Householderových matic použitých během iteraćı, s t́ım, že je
muśıme rozš́ı̌rit na rozměr n × n. Matice R zase vznikla z R1 nahražeńım bloku vpravo dole matićı R2;
ve vyšš́ıch dimenźıch by se nahrazovalo postupně.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Householderova matice

Householderova matice: H(u) = In − 2
uTu

uuT , u 6= o.
Householderova transformace y = H(x− y)x, kde x 6= y, ‖x‖2 = ‖y‖2.

Cv. 28.1 Ukažte, že každá Householderova matice je tvaru In − 2vvT , kde ‖v‖2 = 1.

Cv. 28.2 Ukažte, že každá Householderova matice H splňuje H−1 = H.

Cv. 28.3 Doplněńı na ortonormálńı bázi.

(a) Bud’ u ∈ Rn, ‖u‖2 = 1. Sestrojte ortogonálńı matici Q s prvńım sloupcem rovným u. (Jinými
slovy: doplňte u na ortonormálńı bázi Rn.)

(b) Doplňte u = 1
2(1, 1, 1, 1)

T na ortonormálńı bázi R4.

Cv. 28.4 Necht’ H(u)x = x pro jisté u, x ∈ Rn Dokažte u ⊥ x.

Cv. 28.5 Určete vlastńı č́ısla, vlastńı vektory a determinant H(u).

QR rozklad

Cv. 28.6 Najděte netriviálńı př́ıklad, kdy QR rozklad neńı jednoznačný.

Cv. 28.7 Necht’ A = QR je QR rozklad. Určete QR rozklad matice αA pro α ∈ R.

Cv. 28.8 Sestrojte QR rozklady matic:

(a) ei,

(b) ( 1 1
1 1 ),

(c) ( 3 3
4 4 ),

Cv. 28.9 Pro matici A =







1 2
1 0
1 2
1 0







(a) najděte QR rozklad,

(b) najděte ortonormálńı bázi S(A),
(c) najděte matici projekce do S(A).

Cv. 28.10 Blokový rozklad:

(a) Pokud A1 = Q1R1 a A2 = Q2R2 jsou QR rozklady, najděte QR rozklad
(

A1 0
0 A2

)

. Jaké muśı

mı́t matice A1, A2 rozměry?

(b) Pokud A1 = Q1R1 a A2 = Q2R2 jsou QR rozklady, najděte QR rozklad
(

A1 A3
0 A2

)

.

Cv. 28.11 Pomoćı QR rozkladu (nejlépe jen jednoho) vhodné matice popǐste všechna řešeńı soustavy Ax =
b, kde A má lineárně nezávislé řádky.

Cv. 28.12 Určete ortonormálńı bázi Ker(1, 2, 2, 4).

Cv. 28.13 Za použit́ı software na pomocné výpočty určete:
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(a) ortonormálńı bázi S(A) pro

A =





−4 −2 −4 −2
2 −2 2 1
−4 1 −4 −2



 ,

(b) projekci v = (3, 3, 3)T do S(A).

Cv. 28.14 Pomoćı QR rozkladu dokažte větu o Choleského rozkladu (nebo jej́ı variantu či zobecněńı) pro
matici tvaru A = BTB, kde B ∈ Rn×n.

SVD rozklad

SVD rozklad: A = UΣV T , kde S = diag (σ1, . . . , σr, 0, . . . , 0),

U, V ortogonálńı,

Redukovaný SVD rozklad: A = U1S V T
1 kde S = diag (σ1, . . . , σr),

Pseudoinverze: A† = V1S
−1UT

1 .

Cv. 28.15 Určete singulárńı č́ısla matic:

(a) ( 0 1
0 0 ),

(b) ( 1 1 1 1
1 1 1 1 ),

(c) a = (a1, . . . , an)
T ,

(d) a = (a1, . . . , an),

(e) a = diag (a1, . . . , an),

(f) symetrické matice s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn.

(g) positivně definitńı matice s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λn.

(h) A =












0 a1 0 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . .
. . . an−1

an 0 . . . 0 0












.

Cv. 28.16 Bud’ A = xyT , kde x, y ∈ Rn. Určete σ1(A), ρ(A) a porovnejte je. Kdy se rovnaj́ı?

Cv. 28.17 Ukažte, že matice A ∈ Rn×n má nulové singulárńı č́ıslo právě tehdy, když má nulové vlastńı
č́ıslo.

Cv. 28.18 Necht’ matice A ∈ Rn×n má singulárńı č́ısla σ1 ≥ . . . ≥ σn. Dokažte:

(a) σn ≤ ‖Ai∗‖2 pro libovolné i = 1, . . . , n.

(b) ρ(A) ≤ σ1.

Cv. 28.19 Necht’ všechna singulárńı č́ısla matice A ∈ Rn×n jsou stejná. Ukažte, že A je násobek ortogonálńı
matice.

Cv. 28.20 Necht’ regulárńı matice A ∈ Rn×n má singulárńı č́ısla σ1 ≥ . . . ≥ σn. Najděte singulárńı č́ısla
matic AT , A−1 a adj(A).
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Cv. 28.21 Necht’ matice A ∈ Rm×n má singulárńı č́ısla σ1 ≥ . . . ≥ σr > 0. Ukažte, že matice
(
0m A
AT 0n

)

má

za nenulová vlastńı č́ısla σ1, . . . , σr,−σ1, . . . ,−σr.

Cv. 28.22 Vı́me, že matice AB a BA maj́ı stejná (nenulová) vlastńı č́ısla. Co singulárńı č́ısla?

Cv. 28.23 Najděte SVD rozklad matice A ∈ Rm×n, která má ve sloupćıch ortogonálńı vektory délky
d1, . . . , dn > 0.

Cv. 28.24 Polárńı rozklad matice A ∈ Rn×n je rozklad A = PQ, kde P je positivně semidefinitńı a Q
ortogonálńı.

(a) Ukažte, že každá matice A ∈ Rn×n má polárńı rozklad.

(b) Ukažte, že matice P je jednoznačně určená tak, že vyjádř́ıte P =
√
AAT .

(c) Zobecněte tvrzeńı na obdélńıkové matice: Každá matice A ∈ Rm×n, m ≥ n, má rozklad
A = PQ, kde P je positivně semidefinitńı a Q má ortogonálńı sloupce.

(d) Najděte polárńı rozklad matice a ∈ Rn.

(e) Ukažte, že polárńı rozklad a SVD rozklad jsou ekvivalentńı v tom smyslu, že jeden lze snadno
odvodit z druhého.

Pseudoinverze

Cv. 28.25 Určete SVD rozklad a pseudoinverzi pro

(a) A = 0m,n,

(b) A = diag (a1, . . . , an), a1 ≥ . . . ≥ an ≥ 0,

(c) A = diag (a1, . . . , an),

(d) matici A s ortonormálńımi sloupci.

Cv. 28.26 Dokažte:

(a) AA† je symetrická,

(b) A = (A†)TATA,

Cv. 28.27 Bud’ A ∈ Rm×n. Ukažte, že

(a) AA† je matice projekce do S(A),
(b) A†A je matice projekce do R(A),

(c) In −A†A je matice projekce do Ker(A),

(d) Ker(A) = S(In −A†A).

Cv. 28.28 Bud’ A ∈ Rm×n, b ∈ Rm a pro soustavu Ax = b ukažte, že

(a) má (aspoň jedno) řešeńı právě tehdy, když AA†b = b,

(b) má nanejvýš jedno řešeńı právě tehdy, když AA† = In,

(c) má právě jedno řešeńı právě tehdy, když AA†b = b a AA† = In,

(d) má-li aspoň jedno řešeńı, pak všechna řešeńı jsou vyjádřit jako A†b+ y −A†Ay, kde y ∈ Rn je
libovolné.

Cv. 28.29 Ukažte, že pokud plat́ı C = AX = Y B, potom existuje matice Z taková, že C = AZB. (Jinými
slovy, pokud sloupce matice C jsou z prostoru S(A) a řádky z prostoru R(B), pak matici C můžeme
vyjádřit naráz jako kombinaci sloupc̊u A i řádk̊u B.)

∗Cv. 28.30 Ukažte, že maticová soustava rovnic AXB = C s libovolnými maticemi vhodných rozměr̊u má
řešeńı právě tehdy, když AA†CB†B = C. Nav́ıc, množina řešeńı je tvaru X = A†CB† + Y −
A†AY BB†, kde Y je libovolná matice př́ıslušných rozměr̊u.
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Maticové normy

Cv. 28.31 Proč neńı spektrálńı poloměr maticovou normou?

Cv. 28.32 Dokažte, že pro P matici projekce do netriviálńıho vlastńıho podprostoru plat́ı ‖P‖2 = ‖I−P‖2.

Cv. 28.33 Ukažte, že pro libovolnou matici A ∈ Rm×n je maxi,j |aij| ≤ ‖A‖2.

Cv. 28.34 Ukažte, že Frobeniova a p-norma jsou skutečně maticovými normami.

Cv. 28.35 Bud’ A ∈ Rn×n. Dokažte ‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤ √
n‖A‖2 a ukažte, že meze nelze zlepšit.

Cv. 28.36 Bud’ A ∈ Rn×n regulárńı a λ jej́ı vlastńı č́ıslo. Dokažte ‖A−1‖−1
2 ≤ |λ| ≤ ‖A‖2.

Cv. 28.37 Ukažte, že pro Frobeniovu a maticovou 2-normu plat́ı ‖A‖ = ‖AT ‖.
Plat́ı tvrzeńı i pro jiné normy?

Cv. 28.38 Ukažte, že pro každou matici A ∈ Rn×n a pro každé ε > 0 existuje diagonalizovatelná matice
A′ ∈ Rn×n taková, že ‖A−A′‖2 ≤ ε. (Tedy libovolně bĺızko k matici se nacháźı diagonalizovatelná
matice.)

Cv. 28.39 Bud’ A ∈ Rn×n. Dokažte, že ze všech symetrických matic je matice 1
2(A+AT ) nejbĺıže k matici A

ve Frobeniově a maticové 2-normě.

Cv. 28.40 Bud’ A ∈ Rn×n a Y = UΣV T jej́ı SVD rozklad. Dokažte, že ze všech ortogonálńıch je matice
UV T nejbĺıže k matici A ve Frobeniově a maticové 2-normě.
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29 Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı Opakováńı

V této sekci uvád́ıme rekapitulačńı úlohy pro předešlé sekce 16–28.

Cv. 29.1 Pro standardńı skalárńı součin v Rn dokažte poučku 〈x, y〉 = ‖x‖ · ‖y‖ cos (ϕ), kde ϕ je úhel
mezi vektory x, y.

Cv. 29.2 Bud’te U, V dva reálné vektorové prostory se skalárńım součinem. Lineárńı zobrazeńı f : U → V
a g : V → U jsou navzájem adjungované pokud pro všechna u ∈ U a v ∈ V plat́ı 〈f(u), v〉 = 〈u, g(v)〉.
Zde přirozeně 〈f(u), v〉 je skalárńı součin ve V a 〈u, g(v)〉 zase v U . Ukažte:

(a) Ke každému lineárńımu zobrazeńı f : U → V existuje nejvýše jedno adjungované zobrazeńı
g : V → U .

(b) Uvažujme lineárńı zobrazeńı f1, f2 : U → V a g1, g2 : V → U . Jsou-li f1 a g1 adjungované a f2
a g2 adjungované, pak f1 + f2 a g1 + g2 jsou také adjungované.

(c) Jsou-li f : U → V a g : V → U adjungované, pak αf a αg jsou adjungované pro libovolné
α ∈ R.

(d) Jsou-li f1 : U → V a g1 : V → U adjungované, a jsou-li f2 : V → W a g2 : W → V adjungované,
pak f2 ◦ f1 a g1 ◦ g2 jsou také adjungované.

(e) Bud’te f : U → V a g : V → U lineárńı zobrazeńı a A resp. B jejich matice vzhledem k orto-
normálńım báźım B1, B2 resp. B2, B1. Pak f, g jsou navzájem adjungované právě tehdy, když
A = BT .

(f) Jsou-li U, V konečně generované, pak pro každé lineárńı zobrazeńı f : U → V existuje právě
jediné s ńım adjungované.

(g) Bud’te U, V konečně generované a f : U → V lineárńı zobrazeńı. Pak jádro adjungovaného
zobrazeńı tvoř́ı f(U)⊥ a obraz tvoř́ı Ker(f)⊥.

Cv. 29.3 Slunce zrovna vycházelo nad hory, když š́ıp vystřelený indiánem protnul slunečńı kotouč a st́ın
š́ıpu se promı́tnul na starou bizońı k̊uži. Určete, kolikrát byl st́ın menš́ı než vlastńı š́ıp, pokud v́ıme,
že slunce se nacházelo ve směru vektoru (3, 2, 1)T , š́ıp byl vystřelený z bodu (1, 2, 3)T po př́ımce se
směrnićı (5, 5, 5)T a bizońı k̊uže se sušila kolmo na slunečńı paprsky.

Cv. 29.4 Ukažte, že ortogonálńı matice řádu 2 muśı být tvaru
(

a b
−b a

)
nebo

(
a b
b −a

)
, kde a2 + b2 = 1.

Cv. 29.5 Najděte lineárńı zobrazeńı f : Rn×n → Rn×n takové, aby det(f(X)) = 211 det(X) a nav́ıc:

(a) f(In) = A, kde A ∈ Rn×n je dané,

(b) f(A) = B, kde A,B ∈ Rn×n jsou dané a A regulárńı,

(c) najděte co největš́ı tř́ıdu takových lineárńıch zobrazeńı.

Cv. 29.6 Pro lineárńı zobrazeńı f(x) = Ax, kde A ∈ Rm×n ukažte

(a) R(A) je isomorfńı s f(Rn),

(b) R(A) je isomorfńı s f(R(A)).
(Tud́ıž f(x) omezeno na R(A) tvoř́ı isomorfismus.)

Cv. 29.7 Dokažte, že v každém kroku Gaussovy–Jordanovy eliminace se každý nenulový prvek matice dá
vyjádřit bud’ jako determinant, nebo pod́ıl dvou determinant̊u podmatic p̊uvodńı matice.

Cv. 29.8 Pro jaké hodnoty x je matice A regulárńı?

A =








x+ a1 a2 . . . an
a1 x+ a2 . . . an
...

...
. . .

...
a1 a2 . . . x+ an








.
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Cv. 29.9 Bud’ A ∈ Rn×n diagonalizovatelná a λ1, . . . , λk jej́ı vlastńı č́ısla (bez násobnost́ı). Ukažte, že
existuj́ı matice A1, . . . , Ak ∈ Rn×n splňuj́ıćı najednou všechny následuj́ıćı vlastnosti

(a) A =
∑k

i=1 λiAi.

(b) A2
i = Ai,

(c) AiAj = 0n,n,

(d)
∑k

i=1Ai = In,

(e) rank(Ai) = násobnost vlastńıho č́ısla λi.

Cv. 29.10 Matice sousednosti AG ∈ Rn×n (neorientovaného) grafu G = (V,E) je definována jako (AG)ij =
1 pokud {i, j} ∈ E a (AG)ij = 0 jinak (srov. cv. 15.22).

(a) Určete vlastńı č́ısla a vektory matice sousednosti úplného grafu Kn.

(b) Určete vlastńı č́ısla a vektory matice sousednosti úplného bipartitńıho grafu Km,n.

(c) Určete spektrálńı poloměr matice sousednosti cyklu Cn.

(d) Určete spektrálńı poloměr matice sousednosti hyperkrychleQn. Ta je definovaná tak, že vrcholy
tvoř́ı binárńı vektory délky n a hrany vedou mezi vrcholy lǐśıćı se v právě jednom bitu.

(e) Určete největš́ı vlastńı č́ıslo matice sousednosti d-regulárńıho grafu (všechny stupně rovny d).

(f) Uvažme d-regulárńı graf G. Dokažte, že G je bipartitńı právě tehdy, když nejmenš́ı vlastńı č́ıslo
AG je rovno −d.

(g) Uvažme d-regulárńı graf G. Dokažte, že G je nesouvislý právě tehdy, když druhé největš́ı vlastńı
č́ıslo AG je rovno d.

Cv. 29.11 Bud’ A ∈ Rm×n hodnosti m.

(a) Spoč́ıtejte projekci do Ker(A).

(b) Dokažte, že projekce se dá ekvivalentně spoč́ıtat jako u-složka řešeńı soustavy

(
In AT

A 0m

)(
u
v

)

=

(
b
0

)

.

Cv. 29.12 Bud’ P ∈ Rn×n positivně definitńı a A ∈ Rm×n hodnosti m. Dokažte, že matice

(
P AT

A 0

)

je

regulárńı.

Cv. 29.13 Bud’ P ∈ Rn×n positivně semidefinitńı a A ∈ Rm×n hodnosti m. Dokažte, že následuj́ıćı

podmı́nky jsou ekvivalentńı s regularitou matice M =

(
P AT

A 0

)

.

(a) Ax = o, x 6= o ⇒ xTPx > 0.

(b) Ker(P ) ∩Ker(A) = {o}.
(c) F TPF je positivně definitńı, kde F ∈ Rn×(n−m) je matice splňuj́ıćı R(F ) = Ker(A).

(d) P +ATRA je positivně definitńı pro nějakou positivně semidefinitńı matici R.

Dále ukažte, že je-li M regulárńı, pak má n kladných a m záporných vlastńıch č́ısel.

Cv. 29.14 Bud’te A,B ∈ Rn×n symetrické a A positivně definitńı. Ukažte, že existuje matice R taková, že
RART = In a RTBR je diagonálńı (tedy tak trochu diagonalizujeme obě matice najednou!).

Cv. 29.15 Bud’ V reálný vektorový prostor se skalárńım součinem a w1, . . . , wm ∈ V . Připomeňme, že
Gramova matice G ∈ Rm×m je definovaná Gij = 〈wi, wj〉. Ukažte:

(a) G je positivně semidefinitńı.
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(b) Jsou vektory w1, . . . , wm lineárně nezávislé, tak G je positivně definitńı.

(c) rank(G) = dim(span{w1, . . . , wm}).
(d) Bud’ V = Rn a W := (w1 | · · · | wm). Pak existuje positivně definitńı matice A ∈ Rn×n taková,

že G = W TAW .

Cv. 29.16 (a) Bud’ A ∈ Rn×n symetrická a B ortonormálńı báze prostoru Rn, skládaj́ıćı se z vlastńıch
vektor̊u matice A. Vyjádřete hodnotu kvadratické formy xTAx vzhledem k souřadnićım [x]B .

(b) Adaptujte předchoźı pro př́ıpad, kdy A je positivně definitńı a B je libovolná ortonormálńı
báze při skalárńım součinu 〈x, y〉 := xTAy.
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30 Humor a zaj́ımavosti

Humor

Cv. 30.1 Doplňte posledńı řádek:

Nemám rád permutace.

Permutace nemám rád.

Rád nemám permutace.

Nemám permutace rád.

Rád permutace nemám.

. . .

Cv. 30.2 Proč je sb́ırka úloh z lineárńı algebry nešt’astná?

Cv. 30.3 Co je to dilemma?

Cv. 30.4 Zjistěte, proč má Turecko na 10 lirové bankovce napsáno

Arf(q) =
n∑

i=1

q(ai)q(bi) ∈ Z2 ∀ai, bi, i = 1, . . . , n

a co to znamená.

Cv. 30.5 (Novoročńı) Vyjádřete neznámé matice X,Y,Z z následuj́ıćıch vztah̊u. Všechny matice jsou
regulárńı a Y, Ý jsou r̊uzné matice.

(a) BTNÝ X−1Š = (S−1B)T (ŤA)−1,

(b) (NO)−1Y (AÝ )−1 = V A−1,

(c) (ZT )−1(CK)T = (R−1)T (OT )−1CT ,

Zaj́ımavosti

Cv. 30.6 Bud’ C ∈ Rn×n. Pak C = AB −BA pro nějaké A,B ∈ Rn×n právě tehdy, když trace(C) = 0.

Cv. 30.7 Bud’ C ∈ Rn×n. Pak C = ABA−1B−1 pro nějaké regulárńı A,B ∈ Rn×n právě tehdy, když
det(C) = 1.

Cv. 30.8 Bud’ A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q, C ∈ Rm×q. Pak C = AX − Y B pro nějaké X ∈ Rm×q a Y ∈ Rn×p

právě tehdy, když rank
(
A C
0 B

)
= rank

(
A 0
0 B

)
.

Cv. 30.9 (Frobenius, 1897) Každé lineárńı zobrazeńı f : Rn×n → Rn×n splňuj́ıćı det(f(X)) = cdet(X)
pro dané c 6= 0 muśı být bud’ tvaru f(X) = AXB nebo f(X) = AXTB, kde A,B ∈ Rn×n jsou
pevné matice takové, že det(AB) = c.

Cv. 30.10 Každá matice A ∈ Rn×n s kladným determinantem se dá vyjádřit jako součin pěti positivně
definitńıch matic. (Zkuste to pro A = −I2.)
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31 Otevřené otázky

Cv. 31.1 Je každá kladná matice A ∈ Rn×n diagonalizovatelná (z pohledu teorie vlastńıch č́ısel)?
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Řešeńı

Část I

Cv. 1.3 Ano.

Cv. 1.10 Ano.

Cv. 1.13 Rovina x+ z = 2.

Cv. 1.14 2.

Cv. 1.15 Q = [2, 5,−3].

Cv. 2.3 y = x2 − 2x+ 3.

Cv. 2.4 f(x) = 12
x+2 .

Cv. 2.5 (−1/2,−5/2).

Cv. 2.7 (10, 20, 30, 40).

Cv. 2.11 (a) (1, 0, 2), (b) (1, 2, 3).

Cv. 2.12 (a) ∅, (b) (2,−1,−1),
(c) (0, 0, 1) + t(1,−2, 0).

Cv. 2.13 (2, 1, 0) + t(−1, 0, 1), t ∈ R.

Cv. 2.14 Jen (a), (b).

Cv. 2.15 15.

Cv. 2.19 (a)
(
1000
1001 ,−1000

1001

)
, (b) (0,−1), (c) (1,−1).

Cv. 2.24 Ano.

Cv. 2.25 (2, 1, 1), (1, 0, 3), (4,−1,−1).

Cv. 2.26 (−1, 2).

Cv. 2.27 Nemá řešeńı.

Cv. 2.28 (a) x = 1/3, y = 6, z = 1/2,
(b) x = 16/9, y = 3/2, z = 2.

Cv. 2.29 (b) pro a = −1 : ∅,
pro a = 1 : [1, 0] + t(−1, 1), t ∈ R,
pro a 6= ±1 : 1

1+a(1 + a+ a2,−a),
(c) pro a = 3/4 : ∅,

jinak: 1
3−4a(3a

2 + a+ 1, 1− 3a2),
(d) pro a = −1 : ∅,

pro a = 0 : [1, 0, 0] + t(0, 1,−1), t ∈ R,
jinak: 1

1+a(1, 1,−1).

Cv. 2.30 (a) pro b = (t, s,−2t+ s,−t+ s), t, s ∈ R,
(b) pro každé b ∈ R3.

Cv. 2.31 (a) (1, 2, 4, . . . , 2n−1),
(b) (1,−2, 3,−4, . . . , (−1)n−1n).

Cv. 3.8 (a) Ne, (b) Ne.

Cv. 3.15 (a) 0 nebo 1, (b) Ne, (c) Ano.

Cv. 3.20 Ne.

Cv. 3.21 C =
(
Ir 0
0 0

)
.

Cv. 3.22 Ne.

Cv. 3.31 (a) Ne, (b) Ne, (c) Ne.

Cv. 4.1 Singulárńı.

Cv. 4.2 Singulárńı.

Cv. 4.4 Nemuśı.

Cv. 4.5 Pro a 6= b, a 6= (1− n)b.

Cv. 4.7 (a) n = 1, (b) n = 1, 2.

Cv. 4.10 1
5

(
3 −1
−1 2

)
,
(

cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)

.

Cv. 4.11 1
2

( 1 −1 −4
−1 2 5
1 −1 −2

)

,
(

1 −1 2
0 2 −1
1 0 1

)

, ∄.

Cv. 4.13 C−1B−1A−1, AT .

Cv. 4.16 Ano.

Cv. 4.19 (a) X = B−1(A−1DC−1)T , (b) X =
A−1B.

Cv. 4.22 (c) 1
n−1






2−n 1 ... 1

1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 ... 1 2−n




, (d)









2 −1 0 ... 0

−1 2
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . 2 −1
0 ... 0 −1 1









Cv. 4.23 1
α2−1

(
αIn −In
−In αIn

)
.

Cv. 4.35 Ne.

Cv. 4.41 (a)
( 1 2 −1

0 −1 1
1 4 −2

)

, (b)
( 0 −2 1

1 3 −1
−1 −4 2

)

.

Cv. 5.3 Ano.

Cv. 5.4 (a) Ano, (b) Ano, (c) Ano.

Cv. 5.6 (d) Ne, (e) Ne.
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Cv. 5.16 (a) Ne, (b) Ne, (c) Ano, (d) Ano,
(e) Ne, (f) Ne, (g) Ne.

Cv. 5.17 (a) 2, 2, 2, 2, 3,
(b) 2, 4, 9, 8, 4.

Cv. 5.18 (b) ∅ a (3, 3, 3).
Cv. 5.19 2I.
Cv. 5.21 Jen pro p = 7 a p = 11.
Cv. 5.22 p4 − p3 − p2 + p.
Cv. 5.23 Jen p(x) = x3 + x2 + x+ 3.
Cv. 5.24 3 a 4.
Cv. 5.25 (c) 4, (d) 0, (e) 0, (f) 5.
Cv. 5.28 Ne.
Cv. 5.31 (a) 28, (b) 3, (c) 0.

Cv. 6.9 (−1)⌊n
2 ⌋.

Cv. 6.10 (a) (−1)
n(n−1)

2 , (b) (−1)
n(n−1)

2 , (c)

(−1)
n(3n+1)

2 , (d) (−1)
n(n+1)

2 .
Cv. 6.14 (a) Jen id a p.
Cv. 6.15 (a) ∄, (b) p = (1, 7, 10, 4, 9, 3, 8)(2, 6),

(c) je jich n.
Cv. 6.16 (1, 5)(4, 8)(6, 9, 7, 10).
Cv. 6.17 ≥ 76.

Cv. 7.3 (a) Ano, (b) Ano, (c) Ano, (d) Ano,
(e) Ne, (f) Ne, (g) Ne, (h) Ano.

Cv. 7.4 Ne, žádný.
Cv. 7.8 Ano.
Cv. 7.10 Ano.
Cv. 7.12 Ne.
Cv. 7.14 Ano.
Cv. 7.17 Ano.
Cv. 7.20 R4 ano, Z4

2 ne.
Cv. 7.21 (a) Ano, (b) Ne.

Cv. 8.6 Pro a 6∈ {1, 2}.

Cv. 9.2 Ne.
Cv. 9.4 Ano.
Cv. 9.5 (3, 1,−1).
Cv. 9.8 ∄.
Cv. 9.22 (a) 0, (b) 2, (c) 1.
Cv. 9.23 Ne.
Cv. 9.25 dim = 5.
Cv. 9.27 (a) 3, (b) 2.

Cv. 10.2 a = 2, b = 1, c = 0.
Cv. 10.6 n.
Cv. 10.8 (a) 1, (b) 3, (c) 2, (d) 2.
Cv. 10.9 n− 1.

Cv. 10.10 dim = 2.
Cv. 10.11 7.
Cv. 10.12 ∄.
Cv. 10.16 Ano.
Cv. 10.20 n.
Cv. 10.22 (a) Ne, (b) Ano, (c) Ano, (d) Ne.

Cv. 10.23 (a) Ano, (b) Ano, (c) Ano.
Cv. 10.25 Ano.

Cv. 11.2 (a)–(c) Ano, (d) Ne,
(e)–(f) Ano.

Cv. 11.3 (a)–(b) Ano, (c)–(e) Ne,
(f) Ano, (g) Ne.

Cv. 11.4 Ne.
Cv. 11.5 Ano.

Cv. 11.6 Ano.
Cv. 11.7 (a) Ne, (b) Ano.

Cv. 11.10 (−2, 1)T .

Cv. 11.19
(−1 −4 −4

2 5 7
−2 −5 −9

)

.

Cv. 11.20 (a) (1, 2,−1)T , (1, 1,−1)T , (−1,−1, 0)T ,
(b) (0,−1, 1)T , (0,−2, 1)T , (1, 2,−1)T .

Cv. 11.22 (7, 6,−5)T , (5, 3,−3)T , (−1,−1, 0)T .
Cv. 11.23 (b) 1

7

(−2 3
−2 3

)
, (c) ∄.

Cv. 11.25 (x+ 2y + 3z, x− z).

Cv. 11.26
(

0 3 5
0 1 2
1 −1 1

)

.

Cv. 11.27
(−2 −10 −3

0 −1 0
5 18 6

)

.

Cv. 11.29
( 0 2 −1

2 1 −2
4 −3 2

)

.

Cv. 11.30
(

1 5
1 3
1 1

)

.

Cv. 11.33
(

1 1 0
−1 0 0
0 1 2

)

.

Cv. 11.34
( 1 −2 1

−1 −2 −1
−2 0 −2

)

.

Cv. 11.35
(

3 6 2
2 0 1
4 5 4

)

.

Cv. 12.11 (a) na, neprosté, (b) na, prosté,
(c) na, neprosté, (d) ne na, prosté,
(e) ne na, neprosté, (f) na, prosté

Cv. 12.15 (a) 2 a 1.
Cv. 12.16 (a) 2 a 1.

Cv. 13.17 (a) {
(

1 a
−a 1

)
; a ∈ R},

(b) {
(
1+a −a
b 1−b

)
; a, b ∈ R},

(c) span{(1, 1, 1)T }+ (3, 2, 1)T ,
(d) {x2 + x+ a; a ∈ R}.

Cv. 13.24 kořeny 1, 1,−2,−3.
Cv. 13.25 (a) ±

√
2/2± i

√
2/2,

(b) −2, 1± i
√
3,

(c) 1± i, 1± i, −5.
Cv. 13.26 (a) ±

√
2/2± i

√
2/2,

(b) −2, 1± i
√
3.

Cv. 15.1 2.
Cv. 15.25

∏n−1
i=0 (p

n − pi).
Cv. 15.27 dim = n.
Cv. 15.29 2x− y = 10.
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Část II

Cv. 16.1 (b) 4− 2i, 11 + 2i, −7− 24i, −1− 2i,
(c) ano.

Cv. 16.4 (a) arccos(−
√
2/2) = 135◦,

(b) arccos(
√
6/3) ≈ 35.26◦.

Cv. 16.7 (a) (2,−1, 0)T , (b) (1, 1,−1)T .

Cv. 16.15 (a) Ne, (b) Ne, (c) Ano.

Cv. 16.23 u ⊥ v.

Cv. 16.26 (b) 〈x, y〉 = 1
2x

T y.

Cv. 17.5 Projekce (12 ,
1
2 , 1)

T , vzdálenost
√
2
2 .

Cv. 17.10 (1, 10−3, 10−3)T , (0, 0,−1)T , (0,−0.709,−0.709)T .

Cv. 18.3 ∄.

Cv. 18.4 Báze (2, 5, 10, 1)T .

Cv. 18.10 (a) v = (3, 4, 4)T , w = (0,−2, 2)T , (b)
v = (4, 1, 3, 4)T , w = (−3, 1, 1, 2)T .

Cv. 18.11 7.

Cv. 18.12 7.

Cv. 18.13 (a) 7, (b) 10, (c) 6.

Cv. 18.14 In − P .

Cv. 18.25 (a) 1
6

(
4 2 2
2 1 1
2 1 1

)

, (b) e1e
T
1 + e2e

T
2 , (c) I3.

Cv. 18.26 (a) S(P ).

Cv. 18.28 (a) |aT c|
‖a‖ , (b) |aT c−b|

‖a‖ .

Cv. 18.44 2.1961.

Cv. 18.45 y = 9.731 e0.507 t.

Cv. 19.1 Ne.

Cv. 19.6 Ano.

Cv. 19.8 2n.

Cv. 19.9 2n.

Cv. 19.10 ∞.

Cv. 19.14 Ano.

Cv. 19.15 Ano.

Cv. 20.1 (a) (−1)n, (b) (−1)⌊ n
2 ⌋,

(c) 2, 0, −3 a −90
(d) 4, 3, −9, 20, (e) 0 a (1− a2)3,
(f) 12 345, (g) −4, (h) abc.

Cv. 20.11 x4 − 3x4 + . . .

Cv. 20.13 Nezměńı.

Cv. 20.15 4.

Cv. 20.16 n2 − n− 2.

Cv. 20.18 0.

Cv. 20.20 412.

Cv. 20.22 Ne.

Cv. 20.24 4.

Cv. 20.25 ±1.

Cv. 20.28 3, 6.

Cv. 20.29 ai.

Cv. 20.30 det(A′).

Cv. 20.32 2, 1, 1.

Cv. 20.33 det(A) = −6, det(B) = 5i.

Cv. 20.34 (a) (−1, 1, 0)T , (b) (52 , 1,
1
2)

T .

Cv. 20.36 ((a2 + c2 − b2)/(2ac), (b2 + c2 −
a2)/(2bc), (a2 + b2 − c2)/(2ab))T .

Cv. 20.37 1
3 .

Cv. 20.39 π.

Cv. 20.40 (a) x+y−1 = 0, (b) x2+y2−4x−2y+1 = 0.

Cv. 20.45 n+ 1.

Cv. 20.47 xn + (−1)n+1yn.

Cv. 20.48 (a) x = 1, (b) Pro a0 = 0 je x ∈ R, jinak
x ∈ {a1, . . . , an}.
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Cv. 20.49 A = c − aT b, B = 0 pro n > 2, C =
(a2 − b2)n.

Cv. 20.50 A = (−1)n(n+1)/2, B = (−2)(n − 2)!,
C = n!(−1)n−1, D = n!.

Cv. 20.54 A =
1+

∑n
i=1 ai∏n

i=1 ai
, B = 1 +

∑n
i=1 ai,

C = (a− b)n + nb(a− b)n−1,
D =

∏n
i=1(ai − b) +

∑n
i=1 b

∏

j 6=i(aj − b).

Cv. 20.56 1− aT b.

Cv. 21.1 adj(A) =
(

4 −2
−3 1

)
, adj(B) =

( 2 2 −4
−1 1 2
1 −1 2

)

,

adj(C) =

(
a2 −a 1−a
0 a2 −a
0 0 a2

)

, adj(D) =
(

1 −a ac−b
0 1 −c
0 0 1

)

.

Cv. 21.2
(

d −b
−c a

)
.

Cv. 21.3 1
ad−bc

(
d −b
−c a

)
pro ad 6= bc.

Cv. 21.4 In.

Cv. 21.8 Ne.

Cv. 21.11 Ano.

Cv. 22.1 (a) 1 : (1, 0)T , 2 : (0, 1)T , (b) 0 :
(1, 0)T , (0, 1)T , (c) 1 : (1, 0)T , (0, 1)T .

Cv. 22.2 (a) 1 : (1, 0)T , (b) 1 ± i : (1, 1 ± i)T , (c)
−2 : (1,−1)T , 4 : (1,−2)T .

Cv. 22.3 (a) 0 : (1, 1,−1)T , −1 : (1, 2,−1)T , 2 :
(−1, 1, 2)T , (b) 1 : (1, 2, 1)T , 2 : (1, 1, 0)T ,
3 : (1, 2, 2)T , (c) 0 : (−1, 1, 4)T , 2 :
(1, 1, 0)T , −9 : (2,−2, 1)T , (d) 2 : (1, 1, 1)T ,
−1 : (1,−1, 0)T , (1, 0,−1)T .

Cv. 22.17 0 a 1.

Cv. 22.18 (a) vlastńı č́ısla 0 a cT d,
(b) vlastńı č́ısla 0 a n.

Cv. 22.20 a+ b, a− c.

Cv. 22.21 ab ≥ 0.

Cv. 22.31 Ano.

Cv. 22.33 7.

Cv. 22.34 a = 1, b = 2.

Cv. 22.35 a = 6.

Cv. 22.41 (b) 1
2A− 5

2I2, (c) 145A− 54I2.

Cv. 22.42 Nulová.

Cv. 22.48 (a) ano, (b) ano.

Cv. 22.51 (a) ±1, (b) 0 a 1.

Cv. 22.52 Žádná nemá.

Cv. 22.53 Vlastńı č́ısla −1 a 1.

Cv. 22.54 Vlastńı č́ısla 0 a 1.

Cv. 23.5 (a) ( 0 1
1 0 ), (b)

(
1 0
0 −1

)
, (c) ( 0 1

1 0 ).

Cv. 23.6 Ne.

Cv. 23.8 Ano, ne.

Cv. 23.20 Ne.

Cv. 23.24 Ano, ne, ne.

Cv. 23.31 A = −2I2.

Cv. 23.33
(

5 2
−10 −4

)
, 1
3 (

1 2
1 2 ).

Cv. 23.34 0, 1, 1, 2,−3.

Cv. 23.35 (a) c1 = c2 = 0 nebo c1, c2 6= 0.

Cv. 23.38 7.

Cv. 23.41 (a) 5, (b) 4, (c) 10.

Cv. 23.42 Jak kdy.

Cv. 23.43 Někde v [n− k, n].

Cv. 23.44 Max. dvakrát.

Cv. 24.7 Např. 1√
3
(1, 1, 1)T , 1√

2
(1,−1, 0)T ,

1√
6
(1, 1,−2)T . Matice P je matićı projekce

do span{x, y}.

Cv. 24.8 ± ( 0 2
3 1 ) nebo ±1

5 (
12 2
3 13 ).

Cv. 24.15 Ne.

Cv. 24.23 (a)–(b) Ano, max. o ε.

Cv. 24.28 1 : 2.

Cv. 24.29 2 : 1 : 3.
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Cv. 24.30 1 : 2 : 1.

Cv. 24.32 (a) ( 0 1
0 0 ), (b) (

0 1
0 0 ), (c) (

0 1
1 0 ).

Cv. 25.1 Ano.

Cv. 25.2 Ano.

Cv. 25.4 1.

Cv. 25.5 10−9.

Cv. 26.6 Jen A = 0.

Cv. 26.7 ∄.

Cv. 26.10 a >
√
2.

Cv. 26.11 L =
(
In on
In 2In

)
.

Cv. 26.12 A−1 =
(

6 −2 1
−2 1 0
1 0 1

)

.

Cv. 26.13 x = (1, 3, 2)T .

Cv. 27.2 (a) Ne, (b) Ano, (c) Ne.

Cv. 27.3 Ne.

Cv. 27.5 (a) Ne, (b) Ano.

Cv. 27.10

(
1 0 −1
0 0 1/2
−1 1/2 0

)

, ∄,
(

1 0 2
0 0 2
2 2 0

)

.

Cv. 27.13 (b)
(

1 3 1
1 3 1
1 3 1

)

, (c) 2.

Cv. 27.18 (a) A,B ∼ diag (1, 1, 0), C ∼ diag (1, 1, 1),
(b) D ∼ diag (1,−1, 0),
E ∼ diag (1,−1,−1),
F ∼ diag (1,−1).

Cv. 27.22 (b)
(n+2

2

)
.

Cv. 28.5 det(H(u)) = −1.

Cv. 28.15 (a) 0 a 1, (b) 0 a
√
8,

(c)–(d) ‖a‖2, pokud a 6= o.

Cv. 29.8 x 6= 0 a x 6= −∑n
i=1 ai.
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Značeńı

Množiny

N, Z, Q, R, C množina přirozených, celých, racionálńıch, reálných a komplexńıch č́ısel
Zn množina {0, 1, . . . , n− 1}, sč́ıtáńı a násobeńı modulo n
U + V součet množin (tj. i prostor̊u), U + V = {u+ v; u ∈ U, v ∈ V }
U × V kartézský součin množin, U × V = {(u, v); u ∈ U, v ∈ V }
2M množina všech podmnožin množiny M

Matice a vektory

Ei(α) elementárńı matice pro vynásobeńı i-tého řádku č́ıslem α 6= 0
Eij(α) elementárńı matice pro přičteńı α-násobku j-tého řádku k i-tému
Eij elementárńı matice pro prohozeńı dvou řádk̊u i, j
rank (A) hodnost matice A
trace (A) stopa matice A, trace(A) =

∑n
i=1Aii

AT transpozice matice A

A∗ Hermitovská transpozice matice, A∗ = A
T

A† pseudoinverze matice A
‖A‖ norma matice A
pA(λ) charakteristický polynom matice A
ρ(A) spektrálńı poloměr matice A, největš́ı absolutńı hodnota z vlastńıch č́ısel
C(p) matice společnice polynomu p(x)
REF odstupňovaný tvar matice
RREF redukovaný odstupňovaný tvar matice
Ai∗ i-tý řádek matice A
A∗j j-tý sloupec matice A
diag(v) diagonálńı matice s diagonálńımi prvky v1, . . . , vn
Jk(λ) Jordanova buňka
0n, 0 nulová matice (všechny složky jsou rovny 0)
1n jedničková matice (všechny složky jsou rovny 1)
In, I jednotková matice (diagonálńı s jedničkami na diagonále)
ei jednotkový vektor, ei = I∗i = (0, . . . , 0, 1, . . . , 0)T

e vektor ze samých jedniček, e = (1, . . . , 1)T

‖x‖p p-norma vektoru x, ‖x‖p =
(∑n

i=1 |xi|p
) 1

p

‖x‖2 eukleidovská norma vektoru x, ‖x‖2 =
√
∑n

i=1 x
2
i
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Prostory

kan kanonická báze, e1, . . . , en
S(A) sloupcový prostor matice A
R(A) řádkový prostor matice A
Ker(A) jádro matice A
Pn prostor reálných polynomů proměnné x stupně nanejvýš n
C〈a,b〉 prostor spojitých reálných funkćı na intervalu 〈a, b〉
⋐ podprostor
span(W ) lineárńı obal množiny vektor̊u W
[v]B souřadnice vektoru v vzhledem k bázi B

Zobrazeńı

sgn(p) znaménko permutace p
Sn množina všech permutaćı na {1, . . . , n}
g ◦ f složené zobrazeńı, (g ◦ f)(x) = g(f(x))
f(U) obraz množiny U při zobrazeńı f
Ker(f) jádro zobrazeńı f

B2
[f ]B1

matice lineárńıho zobrazeńı f vzhledem k bázi B1, B2

Čı́sla

r+ kladná část reálného č́ısla, r+ = max(r, 0)
r− záporná část reálného č́ısla, r− = max(−r, 0)
Re(z) reálná část komplexńıho č́ısla z
Im(z) imaginárńı část komplexńıho č́ısla z

z komplexně sdružené č́ıslo, z = a+ bi = a− bi
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