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Cvičení 7: Vektorové prostory

Definice (vektorový prostor):
Nechť V je neprázdná množina, T je těleso a jsou dány zobrazení ⊕ : V × V → V a � : T× V → V . Pak V
je vektorový prostor nad T, pokud

1. ∀x, y ∈ V : x⊕ y = y ⊕ x,

2. ∀x, y, z ∈ V : x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z,

3. ∃0 ∈ V ∀x ∈ V : 0⊕ x = x,

4. ∀x ∈ V ∃y ∈ V : y ⊕ x = 0,

5. ∀a, b ∈ T ∀x ∈ V : a� (b� x) = (ab)� x,

6. ∃1 ∈ T ∀x ∈ V : 1� x = x,

7. ∀a, b ∈ T ∀x ∈ V : (a+b)�x = (a�x)⊕(b�x),

8. ∀a ∈ T ∀x, y ∈ V : a�(y⊕x) = (a�x)⊕(a�y).

1. Rozhodněte, zda tvoří vektorový prostor

i Rn nad Q,

ii Rn nad C,

iii Rn nad R s operacemi x⊕ y = x+ y,
a� x = −ax,

iv Rn nad R s operacemi x⊕ y = x+ y,

a� x = |a|x,

v R∞ nad R, tedy posloupnosti reálných čísel.

vi 2M nad tělesem Z2, kde M je pevná množina
a pro A,B ⊂ M je definováno A + B =
(A \B) ∪ (B \A), 1A = A a 0A = ∅.

2. Rozhodněte, pro která a ∈ R tvoří množina{
(x, y, z)T : x+ 2y − 3z = a

}
vektorový podprostor Z7 a případně určete, kolik má prvků.

3. Nad Z11 určete průnik řešení soustavy Ax = 0 a lineárního obalu množiny {v1, v2, v3}, kde

A =

(
1 2 3 2
3 5 2 1

)
, v1 =


1
2
1
1

 , v2 =


0
2
3
1

 , v3 =


1
0
9
0

 .

4. Tvoří všechny polynomy jedné proměnné stupně nejvýše n s koeficienty na Zi vektorový prostor? Kolik
má tento prostor prvků.

5. Nad Z7 určete, kolik prvků má průnik lineárních obalů
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6. Uvažujte vektorový prostor všech fcí z N do Z2. Pro i ∈ N označme ai fci, která prvek i zobrazí na 1
a vše ostatní na 0. Dále nechť b zobrazí vše na nulu. Leží b v lineárním obalu span{ai, i ∈ N}?

7. Nad Q popište řešení soustavy rovnic Ax = 0, kde

A =

(
1 2 1 4
2 −2 −1 5

)
jako lineární obal vektorů.

8. Najděte soustavu rovnic, jejíž řešením bude lineární obal vektorů

v1 = (1, 2,−1, 0)T , v2 = (1, 0, 0, 1)T .
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