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Řešení cvičení 15: Afinní prostory

1. Ukažte, že množina (řešitelné) soustavy Ax = b je afinní prostor pomocí uzavřenosti na afinní kombi-
nace.

Mějme množinu řešení soustavy Ax = b, tedy X = {x ∈ Rn | Ax = b}. Chceme ukázat, že pokud
x1, . . . xk ∈ X, pak i libovolná afinní kombinace xi je v X, tedy

A(α1x1 + · · ·+ αkxk) = b,

k∑
i=1

αi = 1.

Upravme levou stranu

A(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1Ax1 + · · ·+ αkAxk = α1b+ · · ·+ αkb = (α1 + · · ·+ αk)b = b,

kde jsme použili fakt, že Axi = b, protože xi ∈ X a
∑k

i=1 αi = 1. Rovnost tedy platí a libovolná afinní
kombinace řešení maticové soustavy je opět řešením.

2. Rozhodněte, zda jsou vektory

x0 = (1, 2, 3)T , x1 = (2, 3, 1)T , x2 = (1, 3, 2)T , x3 = (2, 1, 3)T .

afinně závislé.

Pokud jsou afinně nezávislé, pak budou ve tvaru x+V , kde x je libovolný vektor z afinního prostoru a
V je vektoroý prostor. Můžeme tedy vybrat jeden ze zadaných bodů a zjistit, jestli zbylé (po odečtení
zvoleného bodu) generují vektoorvý protor. Zvolme si například x0 a dostáváme

x1 − x0 = (1, 1,−2)T , x2 − x0 = (0, 1,−1)T , x3 − x0 = (1,−1, 0)T .

Tyto vektory však nejsou báze, protože jsou lineárně závislé

(1, 1,−2)T − 2(0, 1,−1)T − (1,−1, 0)T = (0, 0, 0)T .

Původní body jsou tedy afinně závislé.

3. Rozhodněte, zda vektory

y0 = (1, 0, 2)T , y1 = (2, 2, 1)T , y2 = (2, 1, 3)T , y3 = (3, 3, 2)T .

leží v jedné rovině.

Body leží v jedné rovině, pokud patří do dvou dimenzionálního afinního prostoru. Afinní prostor ge-
nerovaný yi převedeme na vektorový prostor odečtením y0 jako v předchozím příkladu. Dostáváme
vektory

y1 − y0 = (1, 2,−1)T , y2 − y0 = (1, 1, 1)T , y3 − y0 = (2, 3, 0)T .

Chceme určit, kolik z nich je lineárně nezávislých, tedy řešíme soustavu 1 1 2
2 1 3
−1 1 0

 ∼
1 1 2
0 −1 −1
0 2 2

 ∼
1 0 1
0 1 1
0 0 0

 ,

tedy dva jsou lineárně nezávislé a příslušný afinní prostor je dvou dimenzionální.
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4. Rozhodněte, zda M = N pro

i

M = span{(1, 2)T }+ (1,−1)T ,
N = span{(2, 4)T }+ (2, 3)T ,

ii

M = span{(1, 2, 1)T , (2, 1, 0)T }+ (1, 0, 0)T ,

N = span{(0, 2, 3)T , (3, 0,−1)T }+ (2,−1,−1)T .

i Jde o přímky, tedy stačí ověřit, že mají stejný směr a jeden bod. Směr je stejný, protože směrnice
(1, 2)T ∼ (2, 4)T . V prostoru N leží například bod (2, 3)T . Pokud bychom chtěli ověřit, jestli leží
i v M , podíváme se na t(1, 2)T + (1,−1). Tedy aby první souřadnice byla 2, musí t = 1 a tedy
dostáváme bod (2, 1)T 6= (2, 3)T . Přímky jsou tedy rovnoběžné.

ii Podobně jako v předchozím bodu musíme ukázat, že vektorové obaly generované příslušnými
vektory jsou stejné a že roviny sdílí jeden bod. Budeme tedy chtít ukázat, že (0, 2, 3)T , (3, 0,−1)T ∈
span{(1, 2, 1)T , (2, 1, 0)T }, což uděláme pomocí 1 2 0 3

2 1 2 0
1 0 3 -1

 ∼
 1 2 0 3

0 -3 2 -6
0 -2 3 -4

 ∼
 1 2 0 3

0 1 -5 10
0 -2 3 -4

 ∼
 1 2 0 3

0 1 -5 10
0 0 -10 16

 ,

tedy vektorové prostory jsou různé a tedy i afinní prostory jsou různé.

5. Uvažujte dvě afinní zobrazení f, g v rovině, přičemž f představuje překlopení podle přímky pf : y = 10
a g představuje překlopení podle přímky pg : x = 2.

i Najděte maticový předpis zobrazení f .

ii Najděte maticový předpis zobrazení g.

iii Odvoďte maticový přepis zobrazení f ◦ g.

i Otočení podél druhé osy jde snadno zařídit pomocí matice

(
1 0
0 −1

)
. Ta ovšem překlápí podél

osy umístěné v počátku. Pokud tedy chceme překlopení dělat podél jiné osy, musíme nejprve
prostor posunout tak, aby příslušná osa byla v počátku a nakonec vše posunout zpět. Nejprve
tedy aplikujeme f1(x) = x+(0,−10)T , potom otočení f2 a nakonec f3(x) = x+(0, 10)T . Celkově
tedy

f(x) = f3(f2(f1(x))) = f3(f2(x+ (0,−10)T )) = f3

((
1 0
0 −1

)
(x+ (0,−10)T )

)
=

f3

((
1 0
0 −1

)
x+ (0, 10)T

)
=

(
1 0
0 −1

)
x+ (0, 20)T .

Například pro počátek bychom měli dostat (0, 20)T , což dostaneme a čím se budeme přibližovat
ose (zvětšovat druhou složku x) tím menší čísla budeme dostávat, kvůli zápornému znaménku v
matici. Tato transformace taky nechává první složku x nezměněnou, což by měla.

ii Zcela stejně jako v předchozím bodu dostaneme

g(x) = g3(g2(g1(x))) = g3(g2(x+ (−2, 0)T )) = g3

((
−1 0
0 1

)
(x+ (−2, 0)T )

)
=

g3

((
−1 0
0 1

)
x+ (2, 0)T

)
=

(
−1 0
0 1

)
x+ (4, 0)T .
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iii Prostým dosazením g(x) místo x v definici f(x) dostáváme

f(g(x)) =

(
1 0
0 −1

)
g(x) + (0, 20)T =

(
1 0
0 −1

)(
−1 0
0 1

)
x+

(
1 0
0 −1

)
(4, 0)T + (0, 20)T =(

−1 0
0 −1

)
x+ (4, 20)T .

Jde tedy o překlopení podél obou os a posunutí o (4, 20)T .

6. Dokažte, že vektory x0, x1, . . . xn jsou afinně nezávislé právě tehdy, když vektory

y0 = (xT0 , 1)
T , y1 = (xT1 , 1)

T , . . . yn = (xTn , 1)
T

jsou lineárně nezávislé.

Tvrzení vlastně říká, že existuje netriviální nulová kombinace
∑n

i=0 αiyi právě tehdy když je netriviální
nulová kombinace

∑n
i=0 αixi a

∑n
i=0 αi. To ale plyne přímo ze struktury příslušných vektorů.

(a) “⇒ ” Víme tedy, že xi jsou afinně nezávislé a chceme lineární nezávislost yi. Pokud jsou xi afinně
nezávislé, pak (

n∑
i=0

αixi = 0 ∧
n∑

i=0

αi = 0

)
⇒ (α0 = · · · = αn = 0) .

Pokud ale nyní budeme studovat vektory typu yi, pak dostaneme ze struktury yi = (1, xi)
T .(

n∑
i=0

αixi = 0 ∧
n∑

i=0

αi = 0

)
⇔

(
n∑

i=0

αiyi = 0

)
.

Tedy (
n∑

i=0

αiyi = 0

)
⇒ (α0 = · · · = αn = 0) .

a yi jsou lineárně nezávislé.

(b) “⇐ ” Tedy víme, že yi jsou lineárně nezávislé(
n∑

i=0

αiyi = 0

)
⇒ (α0 = · · · = αn = 0) .

Opět ze struktury yi dostáváme

α0

(
1
x0

)
+ · · ·+ αn

(
1
xn

)
=

(
0
0n

)
⇔

(
n∑

i=0

αixi = 0 ∧
n∑

i=0

αi = 0

)
.

Tedy (
n∑

i=0

αixi = 0 ∧
n∑

i=0

αi = 0

)
⇔

(
n∑

i=0

αiyi = 0

)
⇒ (α0 = · · · = αn = 0) .

Odtud jsou tedy xi afinně nezávislé.
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