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Reseni cviceni 15: Afinni prostory
1. Ukazte, Ze mnozina (Tesitelné) soustavy Az = b je afinni prostor pomoci uzavienosti na afinni kombi-
nace.

Mé&jme mnozinu feseni soustavy Az = b, tedy X = {& € R" | Az = b}. Chceme ukdzat, ze pokud
T1,...T € X, pak i libovolné afinni kombinace z; je v X, tedy

k
Az + -+ -+ agzy) = b, Z%’Zl-
i=1

Upravme levou stranu

Alanz + -+ agar) = Az + -+ oAz = b+ -+ agb= (a1 + - + ag)b = b,
kde jsme pouzili fakt, ze Ax; = b, protoze xz; € X a Zle a; = 1. Rovnost tedy plati a libovolna afinni
kombinace feSeni maticové soustavy je opét FeSenim.

2. Rozhodnéte, zda jsou vektory

o= (1,2,3)T, 2 =(2,3, )7, x,=(1,3,2)", x3=(2,1,3)".

afinné zavislé.

Pokud jsou afinné nezavislé, pak budou ve tvaru x 4+ V', kde x je libovolny vektor z afinniho prostoru a
V je vektoroy prostor. Mizeme tedy vybrat jeden ze zadanych bodu a zjistit, jestli zbylé (po odeéteni
zvoleného bodu) generuji vektoorvy protor. Zvolme si napiiklad zy a dostaviame

v —z0=(1,1,-2)7, 2y —x0=(0,1,-1)7, x3—x0=(1,-1,0).
Tyto vektory vsak nejsou béze, protoze jsou linedrné zavislé
(1,1,-2)" —2(0,1,-1)" — (1,-1,0)" = (0,0,0)T.
Ptvodni body jsou tedy afinné zavislé.
3. Rozhodnéte, zda vektory
yo=(1,0,2)T,  yi=(2,2,1)7, wu=(2,1,3)7T, y3=(3,3,2)".

lezi v jedné roviné.
Body lezi v jedné roviné, pokud patii do dvou dimenzionélniho afinniho prostoru. Afinni prostor ge-

nerovany y; pfevedeme na vektorovy prostor odectenim yg jako v pfedchozim pfikladu. Dostavame
vektory

Y1 — Yo = (1727 _]-)Tv Y2 — Yo = (]—7 ]-7 1)T» Y3 — Yo = (2»370)T~

Chceme urcit, kolik z nich je linearné nezavislych, tedy fesime soustavu

1 1 2 1 1 2 1 0 1
2 1 3|~(0 -1 -1|~{(0 1 1],
-1 1 0 0 2 2 0 0 0

tedy dva jsou linedrné nezavislé a prislusny afinni prostor je dvou dimenzionalni.
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4. Rozhodnéte, zda M = N pro

i

M = span{(1,2,1)7,(2,1,0)7} + (1,0,0)7,
N = span{(0,2,3)7,(3,0,-1)T} + (2, -1, -1)T.

i Jde o pfimky, tedy staci ovérit, ze maji stejny smér a jeden bod. Smér je stejny, protoZze smérnice
(1,2)T ~ (2,4)T. V prostoru N lezi napiiklad bod (2,3)T. Pokud bychom chtéli ovéiit, jestli lezi
i v M, podivame se na t(1,2)” + (1, —1). Tedy aby prvni soufadnice byla 2, musi ¢ = 1 a tedy
dostavame bod (2,1)T # (2,3)T. P¥imky jsou tedy rovnobé&zné.

ii Podobné jako v pfedchozim bodu musime ukéazat, Ze vektorové obaly generované prislusnymi
vektory jsou stejné a Ze roviny sdili jeden bod. Budeme tedy chtit ukazat, ze (0,2,3)7, (3,0,-1)T €
span{(1,2,1)7,(2,1,0)T}, coz udélame pomoci

1 270 3 1 2|10 3 1 210 3 1 210 3
2 112 0 ~ 0 -3]2 -6 ~ 0 11]-5 10 ~ 0o 1-5 10 |,
1 013 -1 0 213 4 0 2|3 -4 0 0|-10 16

tedy vektorové prostory jsou ruzné a tedy i afinni prostory jsou ruzné.

5. Uvazujte dvé afinni zobrazeni f, g v roviné, pficemz f predstavuje pfeklopeni podle piimky ps : y = 10
a g predstavuje pieklopeni podle piimky p, : © = 2.
i Najdéte maticovy predpis zobrazeni f.
ii Najdéte maticovy predpis zobrazeni g.
iii Odvodte maticovy piepis zobrazeni f o g.

i Otoceni podél druhé osy jde snadno zafidit pomoci matice . Ta ovsem preklapi podél

0 -1
osy umisténé v pocatku. Pokud tedy chceme pieklopeni délat podél jiné osy, musime nejprve
prostor posunout tak, aby prislusna osa byla v pocatku a nakonec vSe posunout zpét. Nejprve
tedy aplikujeme fi(z) = x + (0, —10)7, potom otoéeni f» a nakonec f3(z) = x + (0,10)7. Celkové
tedy

@) = flal o)) = oo+ 01070 = £ (5 ) (v 0.-107)) =

fs ((3 _01> x4 (0, 10)T> = (é _01) 2+ (0,20)".

Napiiklad pro po¢atek bychom méli dostat (0,20)7, coz dostaneme a ¢im se budeme piiblizovat
ose (zvétSovat druhou slozku z) tim mensi ¢isla budeme dostévat, kvili zdpornému znaménku v
matici. Tato transformace taky nechava prvni slozku x nezménénou, coz by méla.

ii Zcela stejné jako v predchozim bodu dostaneme

o1) = (an(r(0) = mlonte+ (207 =an (5} ) @ (207 =

(5 D)o eor)= (3 ])eraor
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iii Prostym dosazenim g(z) misto = v definici f(z) dostdvame

= 2)sasonr=(i 2) (3 ero SJuorowmr-

Jde tedy o pieklopeni podél obou os a posunuti o (4,20)7.

6. Dokazte, ze vektory xg,x1,...x, jsou afinné nezavislé praveé tehdy, kdyz vektory
T NT (T \NT . _ (T 1\T
yo = (20, 1) 1 = (z1,1)", ... yn = (25, 1)

jsou linearné nezavislé.

Tvrzeni vlastné iké, Ze existuje netrivialni nulova kombinace > o;y; pravé tehdy kdyz je netrivialni
nulové kombinace Y . a;x; a Y., «;. To ale plyne pfimo ze struktury pfislusnych vektord.

(a) “ =7 Vime tedy, Ze x; jsou afinné nezavislé a chceme linearni nezavislost y;. Pokud jsou z; afinné

nezavislé, pak
(Zaﬂi 0/\2%0) = (ap="=a,=0).
i=0 i=0
T

Pokud ale nyni budeme studovat vektory typu y;, pak dostaneme ze struktury y; = (1, 2;)*.

(iaixi = OAzn:ai = 0) PR (ialyl _ 0) .
1=0 i=0 i—0
Tedy
n
<Zaiyi=0> = (ag=-=a, =0).
=0

a y; jsou linedrné nezavislé.

(b) “ <7 Tedy vime, Ze y; jsou linedrné nezavislé

<Zaiyi:0> = (= =a,=0).
i=0

Opét ze struktury y; dostavame

Tedy
i=0 1=0

Odtud jsou tedy z; afinné nezavislé.


https://kam.mff.cuni.cz/~sychrovsky/LA1_2021/lingebra_1.html

