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Řešení cvičení 13: Obraz, jádro a isomorfismus

1. Rozhodněte, zda zobrazení f : R3 → R3 dané předpisem

f(x, y, z) = (x+ y − 2z, y − z, x− y)T ,

je isomorfismem R3 na sebe (tedy tkz. automorfismem).

Isomorfismus vektorových prostorů je lineární bijekce, tedy vzájemně jednoznačné zobrazení. Pokud
tedy má být nějaké lineární zobrazení bijekce, musí být triviální jádro. Sestavme matici tohoto zobrazení
vůči kanonické bázi (rozmyslete si, že jádro vyjde v každé bázi stejně a proč)

kan[f ]kan =

1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

 .

Jádro určíme pomocí Gaussovy eliminace1 1 −2
0 1 −1
1 −1 0

 ∼
1 1 −2
0 1 −1
0 −2 2

 ∼
1 0 −3
0 1 −1
0 0 0

 ,

tedy matice je singulární. Nemůžeme tedy najít inverzi a zobrazení není vzájemně jednoznačné, protože
například f(3, 1, 1) = f(0, 0, 0) = (0, 0, 0)T .

2. Nechť
B = {x1 = (2, 1, 1)T , x2 = (1, 3, 5)T , x3 = (7, 1, 4)T }

je báze, na které máme definované zobrazení

f(x1) = (1, 2, 3)T ,

f(x2) = (3, 2, 1)T ,

f(x3) = (1, 1, 1)T .

Je toho zobrazení prosté nebo na? Pokud není prosté, najděte x, y ∈ R takové, že x 6= y ∧ f(x) = f(y).
Pokud není na, najděte z ∈ R, pro které neexistuje vzor. Určete dimenzi jádra tohoto lineární zobrazení.

Začněme výpočtem jádra, protože ho budeme stejně potřebovat na poslední část úkolu. Navíc (jak
jsme viděli v minulém příkladu) netriviální jádro implikuje, že zobrazení není prosté.

Protože zobrazení jde z B do kanonické báze, je matice zobrazení

kan[f ]B =

1 3 1
2 2 1
3 1 1

 .

Na tu opět provedem Gaussovu eliminaci1 3 1
2 2 1
3 1 1

 ∼
1 3 1
0 −4 −1
0 −8 −2

 ∼
1 3 1
0 4 1
0 0 0

 .

Zobrazení má tedy jednorozměrné jádro

Ker(kan[f ]B) = {t(−1,−1, 4), t ∈ R}.

Odtud rovnou vidíme f(0, 0, 0) = f(1, 1,−4) = (0, 0, 0)T , což ukazuje, že zobrazení není prosté.

Víme, že všechny obrazy f leží v jehosloucovém prostoru. Zajímá nás tedy jeho dimenze, protože po-
kud je menší než dimenze prostoru, pak nemůže být zobrazení na. Už ale víme, že dimS(kan[f ]B) =
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rank(kan[f ]B) a z úprav výše vidíme, že rank(kan[f ]B) = 2. Zároveň je hned vidět, co tvoří bázi sloup-
cového prostoru a jsou to právě pivotní vektory. Odtud už stačí najít takový vektor, který je lineárně
nezávislý na ostatních 1 3 1 0 0

2 2 0 1 0
3 1 0 0 1

 ∼
 1 3 1 0 0

0 -4 -2 1 0
0 -8 -3 0 1

 ∼
 1 3 1 0 0

0 4 2 -1 0
0 0 1 -2 1

 ,

tedy libovolný z vektorů kanonické báze není obraz žádného vektoru po zobrazení f .

3. Nechť f : V → U a g : U →W jsou isomorfismy. Dokažte, že g ◦ f : V →W je taky isomorfismus, tedy

(a) f, g jsou prosté ⇒ g ◦ f je prosté,

(b) f, g jsou na ⇒ g ◦ f je na.

(a) Pokud má být g ◦ f prosté, pak musí platit ∀v1, v2 ∈ V : v1 6= v2 ⇒ g(f(v1)) 6= g(f(v2)). Nicméně
my víme, že jak f tak g jsou prostá zobrazení, tedy ∀v1, v2 ∈ V : v1 6= v2 ⇒ f(v1) 6= f(v2) a
zároveň ∀u1, u2 ∈ U : u1 6= u2 ⇒ g(u1) 6= g(u2). Kombinací obojeho (pro ui = f(vi)) dostáváme,
že i složené zobrazení je prosté.

(b) Pokud je f na, pak ∀u ∈ U∃v ∈ V : u = f(v) a podobně pro g máme ∀w ∈W∃u ∈ U : w = g(u).
Odtud tedy speciálně pro f(v) = u platí ∀w ∈W∃v ∈ V : w = g(f(v)), tedy ozbrazení je na.

4. Rozhodněte, jeslti jsou následující dvojice vektorových prostorů isomorfní

(a) R2×2 a R4,

(b) R4 a P3,

(c) Rm×n a Rn×m,

(d) Rm nad R a Cm nad C,

(e) R2 a {x ∈ R : x1 + x2 = x3 + x4 = 0},
(f) Prostor všech reálných polynomů a prostor všech reálných posloupností,

(g) R4 a lineární zobrazení f : R4 → R.

Stačí zkonstruovat nějaké zobrazení, které přiřadí každému prvku jednoho prostoru právě jeden prvek
druhého.

(a)

(
a b
c d

)
→ (a, b, c, d)T .

(b) (a, b, c, d)T → ax3 + bx2 + cx+ d.

(c) A ∈ Rm×n : A→ AT .

(d) Tyto dva prostory jistě isomorfní nejsou. Vezmněme například n = 1, tedy vlastně reálná a kom-
plexní čísla. Protože komplení číslo jsou vlastně dva reálné parametry, nebude existovat zobrazení,
které přiřadí každému prvku jiný prvek. Pro přesnější důkaz se podívejte sem.

(e) Druhá množina jde též napsat jako {x ∈ R : x1 = −x2, x3 = −x4}, tedy (a, b)T → (a,−a, b,−b)T
je hledaný isomorfismus.

(f) Nejsou isomorfní, protože posloupnosti mohou být nekonečné.

(g) Protože každé lineární zobrazení f : R4 → R je realizováno maticí R1×4 (tedy vektorem z R4),
můžeme každé zobrazení zobrazit na vektor, jež ho realizuje a naopak každý vektor u ∈ R4 jde
vnímat jako ”matici zobrazení” f(v) = uT · v.
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5. Pro lineární zobrazení f : R2×2 → R2×2 dané předpisem f(A) = A−AT rozhodněte, zda

(a)

(
1 0
0 1

)
,

(b)

(
0 0
0 0

)
,

(c)

(
1 1
1 1

)
,

(d)

(
0 1
−1 0

)
,

patří do jádra nebo obrazu.

Protože (A − AT )= − (A − AT ), tak všechny obrazy f jsou antisymetrické matice a tedy můžeme
vyloučit případ, že a), c) patříd do jeho obrazu. Zároveň taky vidíme, že Tr(f(A)) = Tr(A)−Tr(AT ) =
Tr(A) − Tr(A) = 0, tedy všechny obrazy jsou bezestopé matice1, což souhlasí s antisymetrií. Naopak

případ b) je zjevně obraz nulové matice a f

(
0 1

2
− 1

2 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
.

Které z matic patří do jádra zjistíme prostým dosazením.

(a) f

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
,

(b) f

(
0 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
,

(c) f

(
1 1
1 1

)
=

(
0 0
0 0

)
,

(d) f

(
0 1
−1 0

)
=

(
0 2
−2 0

)
,

tedy a) - c) patří do jádra a d) ne.

6. Rozhodněte, zda jsou lineární zobrazení prosté nebo na

(a) f : R2×2 → R3 dané předpisem f

(
a b
c d

)
= (a+ b+ c, a+ b, a)T ,

(b) f : R2×2 → R4 dané předpisem f

(
a b
c d

)
= (a+ b+ c+ d, a+ b+ c, a+ b, a)T ,

(c) f : P2 → R4 dané předpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ c, a+ b)T ,

(d) f : P2 → R3 dané předpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ c)T ,

(e) f : P2 → R3 dané předpisem f(ax2 + bx+ c) = (a+ b, 2b− c, a− b+ 2c)T .

(a) Zobrazení je na, protože libovolný vektor (a + b + c, a + b, a)T jde dostat z (a, b, c)T (spojuje je

regulární matice). Není ale prosté, protože mj. f

(
0 0
0 0

)
= f

(
0 0
0 1

)
.

(b) Toto ozbrazení je prosté i na. Představme si nejprve, že použijeme isomorfní zobrazení, které z
matice 2× 2 udělá vektor délky 4. Pak chceme najít f v tomto novém protoru, které je ale dáno
pomocí matice 

a+ b+ c+ d
a+ b+ c
a+ b
a

 =


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1



a
b
c
d

 ,

která je regulární. Jde tedy o složení dvou isomorfismů, což je podle příkladu 3 opět isomorfismus.

(c) Není na, protože první a poslední souřadnice jsou stejné, tedy vektor (1, x, y, 2)T nikdy nebude
obrazem tohoto zobrazení. Taky není prosté, protože f(x2 − x− 2) = (0, 0, 0, 0)T ,

1Připomeňme, že stopa matice je definována jako Tr(A) =
∑n

i=1 Ai,i, tedy je to součet diagonálních elementů.
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(d) Zobrazení stále není prosté, nicméně už může být na. Abychom to ověřili, tak se můžeme podívat
podobně jako v b) na matici, která spojuje a+ b

2b− c
a− b+ c

 =

1 1 0
0 2 −1
1 −1 1

a
b
c

 .

Ověříme, jestli je matice regulární, tedy1 1 0
0 2 −1
1 −1 1

 ∼
1 1 0
0 2 −1
0 −2 1

 ∼
1 1 0
0 2 −1
0 0 0

 ,

z čehož je vidět, že regulární není. Abychom našli vektor, když není v obrazu tak bychom mohli
opět zkoumat, který z vektorů kanonické báze není v lineárním obalu pivotních sloupců. Je ale
rovnou vidět, že to nebude žádný - pro e1 a e3 musí druhá souřadnice být nulová, tedy druhý
z pivotních vektorů musíme vzít s nulovým keoficientem a z prvního nedostaneme ani e1 ani e3.
Naopak u e2 se musíme zbavit poslední složky, tedy vektory brát v lineární kombinaci se stejnou
váhou. To ale zmanemá, že první složka vektoru bude nenulová. Tedy jako výsledek zobrazení
nemůžeme dostat libovolný z kanonických vektorů a zobrazení není na.

(e) Aplikujme stejný postup jako v předchozím bodu, tedy a+ b
2b− c

a− b+ 2c

 =

1 1 0
0 2 −1
1 −1 2

a
b
c

 ,

kde chceme zkoumat hodnost příslušné matice1 1 0
0 2 −1
1 −1 2

 ∼
1 1 0
0 2 −1
0 −2 2

 ∼
1 1 0
0 2 −1
0 0 1

 ,

tedy matice je regulární. Zobrazení f je tedy složení dvou isomorfismů - jeden z polynomů druhého
stupně dělá vektory v R3 a druhý (reprezentovaný maticí výše) je zobrazuje. Protože je matice
regulární, tak je zobrazení prosté (existuje inverze matice) a je na (hodnost matice je dimenze
prostoru).

7. Ukažte, že pro každé dvě matice A ∈ Rm×p, B ∈ Rp×r platí

dim(Ker(A) ∩ S(B)) = rank(B)− rank(AB).
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