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Reseni cvieni 13: Obraz, jadro a isomorfismus
1. Rozhodnéte, zda zobrazeni f : R® — R? dané predpisem
flay,z) = (@+y—2zy—zz-y)",

je isomorfismem R*® na sebe (tedy tkz. automorfismem).

Isomorfismus vektorovych prostorid je linearni bijekce, tedy vzdjemné jednoznacné zobrazeni. Pokud
tedy ma byt néjaké linearni zobrazeni bijekce, musi byt trividlni jadro. Sestavme matici tohoto zobrazeni
vici kanonické bazi (rozmyslete si, Ze jadro vyjde v kazdé bazi stejné a proc)

1 1 =2
kan[f]kan: 0 1 -1
1 -1 0
Jadro ur¢ime pomoci Gaussovy eliminace
1 1 -2 1 1 =2 1 0 -3
o 1 -1]~10 1 —-1}J~1(0 1 -1],
1 -1 0 0 -2 2 0 0 O

tedy matice je singularni. Nemuzeme tedy najit inverzi a zobrazeni neni vzajemné jednoznacné, protoze
napiiklad f(3,1,1) = £(0,0,0) = (0,0,0)7.
2. Necht _ N
B={x;=(2,1,1)7 29 =(1,3,5)7, 23 = (7,1,4)"}

je baze, na které mame definované zobrazeni

Je toho zobrazeni prosté nebo na? Pokud neni prosté, najdéte z,y € R takové, ze x £ y A f(z) = f(y).
Pokud neni na, najdéte z € R, pro které neexistuje vzor. Urcete dimenzi jadra tohoto linearni zobrazeni.

Zalnéme vypoltem jadra, protoZe ho budeme stejné potfebovat na posledni ¢éast tkolu. Navic (jak
jsme vidéli v minulém p¥ikladu) netrividlni jaddro implikuje, Ze zobrazeni neni prosté.

Protoze zobrazeni jde z B do kanonické béaze, je matice zobrazeni

1 3 1
kan[f]B: 2 21
3 11
Na tu opét provedem Gaussovu eliminaci
1 3 1 1 3 1 1 3 1
2 2 1| ~|0 -4 —-1|~{0 4 1
3 1 1 0 -8 -2 0 0 0

Zobrazeni mé tedy jednorozmérné jadro
Ker(kan[f]B) = {t(_la _174)7t S R}

Odtud rovnou vidime f(0,0,0) = f(1,1,—4) = (0,0,0)”, coz ukazuje, ze zobrazeni neni prosté.

Vime, Ze vSechny obrazy f lezi v jehosloucovém prostoru. Zajima nés tedy jeho dimenze, protoze po-
kud je mensi nez dimenze prostoru, pak nemize byt zobrazeni na. Uz ale vime, Ze dim S(kan[f]B) =
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rank(xan[f]B) & z Uprav vysSe vidime, Ze rank(xan[f]5) = 2. Zaroveti je hned vidét, co tvofi bazi sloup-
cového prostoru a jsou to pravé pivotni vektory. Odtud uz staci najit takovy vektor, ktery je linearné
nezavisly na ostatnich

1 3|1 0 O 1 3}1 0 0 1 3|1 0 0
2 2|0 1 O ~ o 4/-2 1 0 |~ 0 4|2 -1 0 |,
3 1|10 0 1 0 -8(-3 0 1 0 0|1 -2 1

tedy libovolny z vektori kanonické baze neni obraz zZadného vektoru po zobrazeni f.
3. Necht f:V = Uag:U — W jsou isomorfismy. Dokazte, ze go f : V — W je taky isomorfismus, tedy

(a) f,g jsou prosté = go [ je prosté,

(b) f,g jsouna = go f je na.

(a) Pokud mé byt go f prosté, pak musi platit Yuy,v2 € V : vy # va = g(f(v1)) # g(f(v2)). Nicméné
my vime, Ze jak f tak g jsou prosta zobrazeni, tedy Vvi,vg € V : v1 # vy = f(v1) # f(v2) a
zaroven Yuy,us € U : uy # ug = g(u1) # g(uz). Kombinaci obojeho (pro u; = f(v;)) dostavame,
7e i slozené zobrazeni je prosté.

(b) Pokud je f na, pak Vu € UFv € V : u = f(v) a podobné pro g mame Yw € W3u € U : w = g(u).
Odtud tedy specidlné pro f(v) = u plati Vw € W3v € V : w = g(f(v)), tedy ozbrazeni je na.

4. Rozhodnéte, jeslti jsou néasledujici dvojice vektorovych prostort isomorfni

(a) R2*2 a R%,

(b) R* a P3,

<(,> ]RY??XH a J&HX”I‘

(d) R™ nad R a C"™ nad C,

(e) R2a{r eR:ay + a0 =23+ 24 =0},

(f) Prostor vSech redlnych polynomt a prostor vSech redlnych posloupnosti,
(g) R* a line4rni zobrazeni f : R* — R.

Staci zkonstruovat néjaké zobrazeni, které prifadi kazdému prvku jednoho prostoru pravé jeden prvek
druhého.

(a) (i Z) = (ab,e,d)T.

(b) (a,b,c,d)” — ax® + bx® + cx + d.

(c) Ac R™*": A — AT,

(d) Tyto dva prostory jisté isomorfni nejsou. Vezmnéme napiiklad n = 1, tedy vlastné redlna a kom-
plexni ¢isla. Protoze kompleni ¢islo jsou vlastné dva redlné parametry, nebude existovat zobrazenti,
které prifadi kazdému prvku jiny prvek. Pro presnéjsi dikaz se podivejte [sem.

(e) Druhd mnozina jde téz napsat jako {z € R: z1 = —x9, 73 = —24}, tedy (a,b)T — (a,—a,b, —b)T
je hledany isomorfismus.

(f) Nejsou isomorfni, protoze posloupnosti mohou byt nekonecéné.

(g) Protoze kazdé linearni zobrazeni f : R* — R je realizovdno matici R (tedy vektorem z R%),

miizeme kazdé zobrazeni zobrazit na vektor, jez ho realizuje a naopak kazdy vektor v € R* jde

vnimat jako “matici zobrazeni” f(v) = u’ - v.
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5. Pro linearni zobrazeni f : R?*2 — R2*2 dané predpisem f(A) = A — AT rozhodnéte, zda

(a)

(b)

1 0
0 1)’
0 0
0 0)’

patti do jadra nebo obrazu.

Protoze (A — AT)= — (A — AT), tak vSechny obrazy f jsou antisymetrické matice a tedy mizZeme

vyloucit pfipad, Ze a), ¢) patfid do jeho obrazu. Zaroven taky vidime, ze Tr(f(A))
Tr(A) — Tr(A) = 0, tedy vSechny obrazy jsou bezestopé maticeﬂ

Tr(A) —Tr(AT) =
coz souhlasi s antisymetrii. Naopak

1
pfipad b) je zjevné obraz nulové matice a f Pl 6) = (_01 (1))
2

Které z matic patii do jadra zjistime prostym dosazenim.

(a)
(b)

(o %)
/(0 o)

()
(o 3)

tedy a) - ¢) patii do jadra a d) ne.

6. Rozhodnéte, zda jsou linearni zobrazeni prosté nebo na

(c)

b

f:R?*2 — R3 dané predpisem f (7 ({> =(a+b+c,a+ba)l,

b

d
f: P? — R* dané predpisem f(az? +bx +c) = (a+b,2b—c,a—b+c,a+b)7T,

f:R?*2 5 R* dané predpisem f <((I > =(a+b+c+d,a+b+c,a+ba)l,

f: P? = R3 dané predpisem f(az? +bx +c) = (a+b,2b —c,a—b+c)7,
f : P? — R3 dané piedpisem f(ax? + bx +¢) = (a +b,2b — c,a — b+ 2¢)7.

Zobrazeni je na, protoze libovolny vektor (a + b+ ¢,a + b,a)’ jde dostat z (a,b,c)” (spojuje je
reguldrni matice). Neni ale prosté, protoze mj. f (8 8) f (8 ?)
Toto ozbrazeni je prosté i na. Pfedstavme si nejprve, ze pouzijeme isomorfni zobrazeni, které z

matice 2 x 2 udéla vektor délky 4. Pak chceme najit f v tomto novém protoru, které je ale ddno
pomoci matice

a+b+c+d 1 1 1 1 a

a+b+c 0 1 1 1 b
a+b 0 0 1 1 c|’

a 0 0 0 1 d

ktera je regularni. Jde tedy o slozeni dvou isomorfisml, coz je podle prikladu 3 opét isomorfismus.

Neni na, protoze prvni a posledni soufadnice jsou stejné, tedy vektor (1,,y,2)T nikdy nebude
obrazem tohoto zobrazeni. Taky neni prosté, protoze f(z? —z — 2) = (0,0,0,0)7,

IP¥ipomenime, Ze stopa matice je definovana jako Tr(A) = >, Aiy, tedy je to soucet diagonalnich elementi.
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()

Zobrazeni stale neni prosté, nicméné uz muze byt na. Abychom to ovérili, tak se miZzeme podivat
podobné jako v b) na matici, kterd spojuje

a+b 1 1 0 a
2b— ¢ =10 2 -1 b
a—b+ec 1 -1 1 c

Ovérime, jestli je matice regularni, tedy

1 1 0 1 1 0 11 0
0o 2 —-1)J~(0 2 —-1|~(0 2 1],
1 -1 1 0 -2 1 0 0 O

z Cehoz je vidét, Ze regularni neni. Abychom nasli vektor, kdyz neni v obrazu tak bychom mohli
opét zkoumat, ktery z vektortl kanonické baze neni v linedrnim obalu pivotnich sloupct. Je ale
rovnou vidét, ze to nebude zaddny - pro e; a es musi druhé soufadnice byt nulova, tedy druhy
z pivotnich vektord musime vzit s nulovym keoficientem a z prvniho nedostaneme ani e; ani es.
Naopak u es se musime zbavit posledni slozky, tedy vektory brat v linearni kombinaci se stejnou
vahou. To ale zmanemad, ze prvni slozka vektoru bude nenulova. Tedy jako vysledek zobrazeni
nemuzeme dostat libovolny z kanonickych vektori a zobrazeni neni na.

Aplikujme stejny postup jako v pfedchozim bodu, tedy

a+b 1 1 0 a
2b— ¢ =10 2 -1 b1,
a—b+2c 1 -1 2
kde chceme zkoumat hodnost pfislusné matice
1 1 0 1 1 0 11 0
0 2 —-1}J~(0 2 —-1|~(0 2 -11,
1 -1 2 0o -2 2 0 0 1

tedy matice je regularni. Zobrazeni f je tedy sloZeni dvou isomorfismti - jeden z polynomi druhého
stupné déla vektory v R? a druhy (reprezentovany matici vyse) je zobrazuje. ProtoZe je matice
reguldrni, tak je zobrazeni prosté (existuje inverze matice) a je na (hodnost matice je dimenze
prostoru).

7. Ukazte, ze pro kazdé dvé matice A € R™*P, B € RP*" plati

dim(Ker(A4) N S(B)) = rank(B) — rank(AB).
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