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Řešení domácího úkolu 13

Obraz, jádro a isomorfismus

1. Najděte jádro a obraz zobrazení f : R2×2 → P2 daného předpisem f

(
a b
c d

)
= ax2 + b+ c+ d.

(2 body)

Na toto zobrazení se budeme dívat jako na složení dvou isomorfismů (R2×2 → R4 a R3 → P2) s
zobrazením f ′ : R4 → R3 realizovaného pomocí

f ′
(
(a, b, c, d)T

)
= (a, 0, b+ c+ d)T .

Odtud jde snadno zkonstruovat matici zobrazení f ′

F ′ =

1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 1 1

 ,

která je jasně singulární, tedy f už nemůže být isomorfismus. Určíme jádro F ′ jako řešení homogenní
rovnice

Ker(F ′) = t(0,−1, 1, 0)T + r(0,−1, 0, 1)T , t, r ∈ R,

tedy

Ker(f) = t

(
0 −1
1 0

)
+ r

(
0 −1
0 1

)
, t, r ∈ R.

Obraz f bude stejný, jako sloupcový prostor F ′, tedy

S(F ′) = t(1, 0, 0)T + r(0, 0, 1)T , t, r ∈ R,

odkud
Im(f) = tx2 + r, t, r ∈ R.

2. O lineárním zobrazení f : R3 → R2 víte, že

(1, 2, 0)T , (2, 0, 1)T ∈ Ker(f)

a f(1, 1, 1) = (3, 6)T .

(a) Je f dáno těmito podmínkami jednoznačně?

(b) Určete dimenzi obrazu všech vektorů z R3.

(c) Určete matici zobrazení f vzhledem ke kanonické bázi.

(2 body)

Z dimenzí vstupního a výstupního prostoru víme, že f půjde reprezentovat maticí F ∈ R2×3. Obecný
tvar takové matice je

F =

(
a b c
d e f

)
.

Protože vektor (1, 2, 0)T je v jádře, musí platit a+ 2b = 0 a d+ 2e = 0. Podobně pro druhý vektor, z
čehož dostáváme

F =

(
−2b b 4b
−2e e 4e

)
.
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Nyní už snadno určíme, že

f(1, 1, 1) =

(
−2b+ b+ 4b
−2e+ e+ 4e

)
=

(
3b
3e

)
=

(
3
6

)
⇒ b = 1, e = 2.

Matice zobrazení je tedy daná jednoznačně jako

F =

(
−2 1 4
−4 2 8

)
.

V druhé části chceme určit dimenzi {
Fx | x ∈ R3

}
,

neboli vlastně dimenzi sloupcového prostoru F . Protože ale druhý řádek F je dvojnásobkem prvního,
budeme mít jen jeden pivotní sloupec a tedy dim(S(F )) = 1. To souhlasí s tím, že f má netriviální
jádro, které jednu z dimenzí zobrazí na nulu a tedy pokrýt půjde jen jednu další dimenzi v R2.

3. Ukažte, že lineární zobrazení f : U → V je isomorfismus ⇔ existuje jednoznačně daný lineární isomor-
fismus g : V → U takový, že f ◦ g a g ◦ f jsou identická zobrazení. Co je vlastně zobrazení g?

(2 body)

Vztah f ◦ g = g ◦ f = id vlastně říká, že g je inverzní zobrazení k f . To dává smysl, protože každý
isomorfismus je prostý a tedy inverze bude exisovat. Tvrzení dokážeme pomocí důkazu implikace z
každé strany.

(a) ” ⇒ ” Víme tedy, že f je prosté a na. Protože je zobrazení prosté, ∃f−1 = g, které je dáno
jednoznačně. Pokud by to tak nebylo, budou existovat bod x ∈ V : g1(x) 6= g2(x). Pokud ale nyní
aplikujeme f na obě strany f(g1(x)) = x 6= x = f(g2(x)), což je spor. Z toho, že f je isomorfismus
dále víme, že dim(V ) = dim(U) (jinak by nešlo udělat 1-ku-1 zobrazení). Protože je ale f na,
musí zároveň zobrazovat z celého U . Tedy g je definováno na celém V a zobrazuje na celé U , tedy
je na a jde o isomorfismus.

(b) ” ⇐ ” Máme tedy jednoznačně daný isomorfisum g takový, že f ◦ g = g ◦ f = id. Odtud už je
jasné, že f je na, protože f ◦ g : V → V je identita, tedy ∀v ∈ V ∃v′ ∈ V : f(g(v′)) = v, neboli
∀v ∈ V ∃u ∈ U : f(u) = v. Podobným argumentem jako v předchozím bodu jde zjistit, že f je
prosté.
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Opakování

1. Spočtěte inverzní matici k 
3 2 1 2
7 5 2 5
0 0 9 4
0 0 11 5

 .

Počítač použijte jen ke kontrole výsledku.

(2 body)


3 2 1 2 1 0 0 0
7 5 2 5 0 1 0 0
0 0 9 4 0 0 1 0
0 0 11 5 0 0 0 1

 ∼


3 2 1 2 1 0 0 0
1 1 0 1 -2 1 0 0
0 0 9 4 0 0 1 0
0 0 2 1 0 0 -1 1

 ∼

∼


1 1 0 1 -2 1 0 0
0 -1 1 -1 7 -3 0 0
0 0 1 0 0 0 5 -4
0 0 2 1 0 0 -1 1

 ∼


1 1 0 1 -2 1 0 0
0 -1 0 0 7 -3 -16 13
0 0 1 0 0 0 5 -4
0 0 0 1 0 0 -11 9

 ∼

∼


1 1 0 1 -2 1 0 0
0 1 0 0 -7 3 16 -13
0 0 1 0 0 0 5 -4
0 0 0 1 0 0 -11 9

 ∼


1 0 0 0 5 -2 -5 4
0 1 0 0 -7 3 16 -13
0 0 1 0 0 0 5 -4
0 0 0 1 0 0 -11 9

 .

Tedy 
3 2 1 2
7 5 2 5
0 0 9 4
0 0 11 5


−1

=


5 −2 −5 4
−7 3 16 −13
0 0 5 −4
0 0 −11 9

 .

2. Pro permutaci

p =

(
1 2 3 4 5 6
4 1 3 2 6 5

)
určete její rozklad do cyklů, její inverzi a pátou mocninu.

(2 body)

Rozklad do cyklů děláme tak, že začneme od prvního zatím nepoužitého čísla a postupujeme podle
permutace, dokud nenarazíme na to samé číslo. Odtud

p = (1 4 2)(3)(5 6).

Inverzi jde výhodně určit z cyklů. Pokud například v prvním případě 1 → 4 → 2, pak inverze musí
dělat 2→ 4→ 1, tedy

p−1 = (2 4 1)(3)(6 5) = (1 2 4)(3)(5 6),

což můžeme opět přepsat do tabulky

p−1 =

(
1 2 3 4 5 6
2 4 3 1 6 5

)
.

Permutaci určíme za složení cyklů. Za každouaplikaci permuace vlastně jdeme v každém cyklu o jeden
krok, tedy pátou mocninu určíme tak, že uděláme prostě pět kroků. Protože se po délce cyklu dostaneme
opět na první místo, můžeme udělat 5modk, kde k je délka daného cyklu. Odtud

p5 = (1 2 4)(3)(5 6) = p−1.
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3. Nechť f : R3 → R3 působí na kanonické bázi

f(e1) = (4,−2,−2)T ,
f(e2) = (0, 1, 0)T ,

f(e3) = (1, 0, 1)T .

i Určete matici zobrazení f vůči kanonické bázi.

ii Nechť
B = {x1 = (0, 1, 0)T , x2 = (−1, 2, 2)T , x3 = (−1, 1, 1)T }

je báze. Určete matici zobrazení f vůči bázi B.

iii Spočtěte matici zobrazení f10 = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
10×

vůči kanonické bázi (ne prostě tak, že dáte Wolframu

spočítat desátou mocninu původní matice).

(4 body)

Matice vůči kanonické bázi je dána působením f na kanonické bázi, tedy podle zadání

F =

 4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

 .

To platí, protože pokud vynásobíme F bázovým vektorem kanonické báze ei, dostaneme opravdu i-tý
sloupec matice F .

Matici zobrazení vůči dané bázi můžeme určit tak, že určíme matice přechodu mezi kanonicou bází a
B. Potom pokud budeme chtít zobrazit vektor zapsaný v B, zobrazení B [f ]B nejprve převede vektor
do kanonické báze, potom aplikuje zobrazení f v ní, které už známe a následně výsledek opět převede
do B. Tedy

B [f ]B = B [f ]kan · kan[f ]kan · kan[id]B .
Matice přechodu jsou definované tak, že na sebe vzájemně převádí bázové vektory jednotlivých bází.
To a první pohled vypadá,že by nemuselo stačit, ale je třeba si uvědomit, že teoreticky jde libovolný
vektor napsat jako (jednoznačnou) lineární kombinaci bázových vektorů. Každý z nich potom půjde
zobrazit pomocí našeho zobrazení a výsledek opět sečíst. Protože zobrazení je lineární (jde o násobení
matic za sebou), bude se linearita zachovávat v průběhu výpočtu a výsledek je tedy správný.

K určení matic přechodu použijeme standardní postup
...

...
...

...
...

...
e1 e2 e3 b1 b2 b3
...

...
...

...
...

...

 ∼ (I3|kan[id]B) ∼ (B [id]kan|I3) .

Odtud plyne, že triviálně

kan[id]B =

0 −1 −1
1 2 1
0 2 1

⇒ B [id]kan = (kan[id]B)
−1 =

0 −1 −1
1 2 1
0 2 1

−1 Wolfram= · · · =

 0 1 −1
1 0 1
−2 0 −1


Odtud už snadno určíme

B [f ]B =

 0 1 −1
1 0 1
−2 0 −1

 ·
 4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

 ·
0 −1 −1
1 2 1
0 2 1

 =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .

Tedy v těchto speciálních souřadnicích působí f velice hezky - pouze roztahuje prostor i-krát podél
daných směrů a nedochází k žádnému otáčení. Zatím se zdá obtížné směry určit, ale jedná se o tkz.
vlastní směry matice. Příslušné “roztahovací konstanty” se nazývají vlastní čísla dané matice.
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V posledním bodu jde s výhodou použít fakt, že matice přechodu jsou navzájem inverzí a tedy

kan[f ]kan ◦ kan[f ]kan = kan[id]B · B [f ]B · B [id]kan · kan[id]B · B [f ]B · B [id]kan =
kan[id]B · B [f ]B · B [f ]B · B [id]kan

To odpovídá tomu, že pokud bychom aplikovali zobrazení několikrát po sobě, budeme vlastně dělat

(a) převeď vstup z kanonické báze do B,

(b) aplikuj f v bázi B,

(c) převeď výstup z B do kanonické báze,

(d) převeď vstup z kanonické báze do B,

(e) aplikuj f v bázi B,

(f) . . .

Zjevně ale kroky (c) a (d) můžeme bez problémů vynechat stejně jako ostatní stejné dvojice. Odtud

kan[f ]
10
kan = kan[id]B · B [f ]10B · B [id]kan.

Celé to děláme, protože B [f ]
10
B je velice snadné spočítat a to i pro veliké mocniny veliké matice, protože

se pouze mocní diagonální členy

B [f ]
k
B =

1k 0 0
0 2k 0
0 0 3k

 .

Odtud

kan[f ]
10
kan =

0 −1 −1
1 2 1
0 2 1

 ·
1 0 0
0 210 0
0 0 310

 ·
 0 1 −1

1 0 1
−2 0 −1

 =

0 −1 −1
1 2 1
0 2 1

 ·
1 0 0
0 1024 0
0 0 59049

 ·
 0 1 −1

1 0 1
−2 0 −1

 =

0 −1024 −59049
1 2048 59049
0 2048 59049

 ·
 0 1 −1

1 0 1
−2 0 −1

 =

 117074 0 58025
−116050 −1 −57002
−116050 0 −57001

 .

Přestože číselný výsledek by mohl být hezčí je třeba si uvědomit, že jsme potenciálně hodně ušetřili.
Najít vlastní vektory stačí jen jednou a je možné udělat libovolnou mocninu ve výrazně kratším čase.
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