Cviceni z linearni algebry 1 stranky cviceni

Reseni doméaciho tikolu 13
Obraz, jadro a isomorfismus
1. Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : R2*? — P2 daného piedpisem f (7 2) =ar’+b+c+d.
(2 body)

Na toto zobrazeni se budeme divat jako na slozeni dvou isomorfismii (R?*2 — R* a R® — P?) s
zobrazenim f’ : R* — R3 realizovaného pomoci

f (@b, e,d)") = (a,0,b+c+d)".
Odtud jde snadno zkonstruovat matici zobrazeni f’
10 00
F'=10 00 0],
01 11

kterd je jasné singuldrni, tedy f uz nemtiZze byt isomorfismus. Uréime jadro F’ jako feSeni homogenni
rovnice
Ker(F') =t(0,-1,1,0)T +r(0,-1,0,1)T, t,r €R,

Ker(f):t(? 01>—|—7“(8 11>, t,r € R.

Obraz f bude stejny, jako sloupcovy prostor F’, tedy

tedy

S(F') = #(1,0,0)" +7(0,0,1)", t,reR,

odkud
Im(f) =ta®>+r, t,reR.

2. O linedrnim zobrazeni f : R? — R? vite, Ze
(1,2,0)%, (2,0, )T € Ker(f)
a f(1,1,1) = (3,6)7.
(a) Je f dano témito podminkami jednoznacéné?

(b) Urdete dimenzi obrazu vsech vektorti z R3.

(c) Urcete matici zobrazeni f vzhledem ke kanonické bazi.
(2 body)

Z dimenzi vstupniho a vystupniho prostoru vime, e f pijde reprezentovat matici F € R2%3. Obecny

tvar takové matice je
a b c
F= (d e f)'

Protoze vektor (1,2,0)T je v jadie, musi platit a +2b = 0 a d + 2e = 0. Podobné pro druhy vektor, z

¢ehoz dostavame
r_ —2b b 4b
T \—2 e 4e)
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Nyni uz snadno urcime, ze
[ —2b+b4+4b\ _ (3b
F,1,1) = (26 +e+ 46) o (36)

Matice zobrazeni je tedy dana jednoznacné jako
-2 1 4
F= (4 2 8> ’

{Fz |z e R*},

V druhé ¢asti chceme uréit dimenzi

3
(6> =b=1,e=2.

stranky cviceni

neboli vlastné dimenzi sloupcového prostoru F. Protoze ale druhy fadek F' je dvojnasobkem prvniho,
budeme mit jen jeden pivotni sloupec a tedy dim(S(F')) = 1. To souhlasi s tim, Ze f md netrividlni
jadro, které jednu z dimenzi zobrazi na nulu a tedy pokryt ptjde jen jednu dalsi dimenzi v R2.

. Ukazte, ze linearni zobrazeni f : U — V je isomorfismus <> existuje jednozna¢né dany linearni isomor-

fismus g : V' — U takovy, ze f og a go f jsou identickd zobrazeni. Co je vlastné zobrazeni g7

(2 body)

Vztah fog = go f = id vlastné fikd, Ze g je inverzni zobrazeni k f. To dava smysl, protoze kazdy
isomorfismus je prosty a tedy inverze bude exisovat. Tvrzeni dokdZeme pomoci dikazu implikace z

kazdé strany.

(a) 7 = 7 Vime tedy, ze f je prosté a na. Protoze je zobrazeni prosté, If~! = g, které je ddno
jednoznaéné. Pokud by to tak nebylo, budou existovat bod = € V' : g1(z) # g2(x). Pokud ale nyni
aplikujeme f na obé strany f(g1(z)) =« # x = f(g2(x)), coz je spor. Z toho, Ze f je isomorfismus
déle vime, ze dim(V) = dim(U) (jinak by neslo udélat 1-ku-1 zobrazeni). Protoze je ale f na,
musi zaroven zobrazovat z celého U. Tedy g je definovano na celém V a zobrazuje na celé U, tedy

je na a jde o isomorfismus.

(b) 7 « 7 Méme tedy jednozna¢né dany isomorfisum g takovy, Ze fog = go f = id. Odtud uz je
jasné, ze f je na, protoze fog:V — V je identita, tedy Yo € VI’ € V : f(g(v')) = v, neboli
Yo € VIu € U : f(u) = v. Podobnym argumentem jako v pfedchozim bodu jde zjistit, ze f je

prosté.
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Opakovani
1. Spoctéte inverzni matici k
3 2 1 2
7 5 2 5
00 9 4
0 0 11 5

Pocitac¢ pouzijte jen ke kontrole vysledku.

(2 body)
32 1 2|1 0 0 O 3 2 1 2|1 0 0 O
75 2 5|01 00 (1 1 0 1}-2 1 0 0|
0 0 9 4/0 0 1 O 0 0 9 470 0 1 O
0 0 11 50 0 0 1 0 0 2 10 0 -1 1
1 1 0 1]-2 0 0 11 0 1|-2 1 0 0
0o -1r1r-1y7 -3 0 0 |10 -1 0 07 -3 -16 13 |
0 01 0j]0 0O 5 -4 0 0 1. 0j]0 O 5 -4
0o 0 2 170 0 -1 1 0 0 0 1|0 O -11 9
11 0 1|-2 1 0 0 1 0 0 0|5 -2 -5 4
01 0 0}-7 3 16 -13 0 1 0 Of-7 3 16 -13
0 01 00 O 5 -4 0 01 00 0O 5 -4
0 0 0 10 0 -11 9 o 0 0 10 0 -11 9
Tedy
32 1 2\ " 5 -2 -5 4
75 2 5 =7 3 16 —13
00 9 4 10 0 5 —4
0 0 11 5 o o0 -—-11 9
. Pro permutaci
(1 2 3 4 5 6
P={4 13 26 5
urcete jeji rozklad do cykli, jeji inverzi a patou mocninu.
(2 body)

Rozklad do cykli délame tak, ze zacneme od prvniho zatim nepouzitého ¢éisla a postupujeme podle
permutace, dokud nenarazime na to samé ¢islo. Odtud

p=(142)(3)(56).

Inverzi jde vyhodné urcit z cykli. Pokud napftiklad v prvnim pfipadé 1 — 4 — 2, pak inverze musi
délat 2 — 4 — 1, tedy
pt=(241)(3)(65) = (124)(3)(56),

coz mizeme opét prepsat do tabulky
1 (1 2 3 4 5 6
Po=\24 316 5)
Permutaci uréime za slozeni cyklt. Za kazdouaplikaci permuace vlastné jdeme v kazdém cyklu o jeden

krok, tedy patou mocninu urc¢ime tak, ze udélame prosté pét krokt. Protoze se po délce cyklu dostaneme
opét na prvni misto, mizeme udélat 5,,0qx, kde k je délka daného cyklu. Odtud

P = (124)3)(56) =p .
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3. Necht f: R? — R3 piisobi na kanonické bazi

i Urcete matici zobrazeni f vic¢i kanonické bazi.
ii Necht
B={z;=(0,1,00", 20 = (-1,2,2)" 23 = (-1,1,1)}
je baze. Urcete matici zobrazeni f vuci bazi B.
iii Spoctéte matici zobrazeni f1° = fo---o f vii¢i kanonické béazi (ne prosté tak, ze date Wolframu

10x
spocitat desdtou mocninu ptivodni matice).

(4 body)

Matice vuci kanonické bazi je dana pusobenim f na kanonické bazi, tedy podle zadani

4 01
F=|-2 10
-2 0 1

To plati, protoze pokud vynasobime F' bazovym vektorem kanonické baze e;, dostaneme opravdu i-ty
sloupec matice F'.

Matici zobrazeni vii¢i dané bazi mizeme urcit tak, Zze ur¢ime matice prechodu mezi kanonicou bazi a
B. Potom pokud budeme chtit zobrazit vektor zapsany v B, zobrazeni p[f]p nejprve pievede vektor
do kanonické baze, potom aplikuje zobrazeni f v ni, které uz zname a nasledné vysledek opét prevede
do B. Tedy

B[f]B = B[f]kan : kan[f]kan ' kan[id]B~

Matice prechodu jsou definované tak, ze na sebe vzajemné prevadi bazové vektory jednotlivych bazi.
To a prvni pohled vypadé,ze by nemuselo stacit, ale je tfeba si uvédomit, ze teoreticky jde libovolny
vektor napsat jako (jednozna¢nou) linedrni kombinaci bazovych vektort. Kazdy z nich potom ptjde
zobrazit pomoci naseho zobrazeni a vysledek opét seéist. ProtoZe zobrazeni je linedrni (jde o nasobeni
matic za sebou), bude se linearita zachovavat v prabéhu vypoctu a vysledek je tedy spravny.

K urc¢eni matic prechodu pouzijeme standardni postup
er ez ez | by by by | ~ (I3lanlid]B) ~ (B[id]kan|I3) -

Odtud plyne, ze trivialné

0o -1 -1 0o -1 -1 ot 0o 1 -1
kan[id]B =11 2 1 = B[Z’d]kan = (kan[id]B)_l =11 2 :O' -r.ag 1 0 1
0o 2 1 0o 2 1 -2 0 -1
Odtud uz snadno ur¢ime
0 1 -1 4 0 1 0o -1 -1 1 0 0
slfle=1 0 1 -2 1 0]-{1 2 1]=[020
-2 0 -1 -2 0 1 0 2 1 0 0 3

Tedy v téchto specidlnich soufadnicich ptsobi f velice hezky - pouze roztahuje prostor i-krat podél
danych smért a nedochazi k zadnému otaceni. Zatim se zda obtizné sméry urcit, ale jednd se o tkz.
vlastni sméry matice. Piislusné “roztahovaci konstanty” se nazyvaji vlastni ¢isla dané matice.
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V poslednim bodu jde s vyhodou pouzit fakt, Ze matice prechodu jsou navzajem inverzi a tedy

kan[f]kan O kan [f]kan = kan[id]B . B[f]B . B[id]kan . kan[id]B . B[f]B . B[id]kan =
ran[id]B - BIf]B - BIf]B - Blid]Kan

To odpovida tomu, Ze pokud bychom aplikovali zobrazeni nékolikrat po sobé, budeme vlastné délat

(a) preved vstup z kanonické baze do B,
(b) aplikuj f v bézi B,

(c) pteved vystup z B do kanonické baze,
(d) pfeved vstup z kanonické baze do B,
(e) aplikuj f v bazi B,

(f)

Zjevné ale kroky (c) a (d) miZeme bez problému vynechat stejné jako ostatni stejné dvojice. Odtud

kan[f]}lcgn = kan[id]B : B[f]lBo : B[id]kan-

Celé to délame, protoze p[f]¥ je velice snadné spoditat a to i pro veliké mocniny veliké matice, protoze

se pouze mocni diagonalni ¢leny

¥ 0 0
slfl=10 2F 0
0 0 3k
Odtud
0 -1 -1 1 0 0 1 -1
kan[f]}l(gn = 1 2 1 0 210 0 1 0 1 =
0 2 0 o 31 -2 0 -1
0 -1 -1 1 0 0 0 1 -1 0 —1024 —59049 0 1 -1
1 2 1 0 1024 0 |-l 1 0 1|=11 2048 59049 |- 1 0 1 |=
0 2 1 0 0 59049 -2 0 -1 0 2048 59049 -2 0 -1

117074 0 58025
—116050 -1 —57002
—116050 0 57001

Prestoze Ciselny vysledek by mohl byt hezci je tfeba si uvédomit, Ze jsme potencidlné hodné usettili.
Najit vlastni vektory staci jen jednou a je mozné udélat libovolnou mocninu ve vyrazné kratsim case.
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