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Řešení cvičení 12: Matice přechodu a matice lineárního zobrazení

Nechť U, V = R3 jsou vektorové prostory s bázemi

BU = {x1 = (−1, 0, 3)T , x2 = (2,−2, 2)T , x3 = (0, 1,−3)T },
BV = {y1 = (−1, 1, 0)T , y2 = (0, 1,−1)T , y3 = (1, 0, 1)T }.

Déle mějte vektor x, který je v bázi U dán jako

[v]BU
= (1, 2,−1)T .

Ve vší obecnosti konstruujeme matici lineárního zobrazení f : U → V tak, že sloupce dané matice
jsou obrazy báze U vyjádřené vůči bázi V . Celý postup se tedy redukuje na to, že hledáme souřadnice
f(bU ) vůči V .

1. Vypočtete matici lineárního zobracení, pro které

h
(
(−1,−3, 1)T

)
= (−1, 1, 0)T ,

h
(
(0, 3,−2)T

)
= (0, 1,−1)T ,

h
(
(−1,−2, 2)T

)
= (1, 0, 1)T .

Lineární zobrazení je realizováno maticí H. První podmínka pak říká

H

−1−3
1

 =

−11
0


atd. pro další podmínky. Ty všechny jde napsat pomocí jedné maticové rovnice

H

−1 0 −1
−3 3 −2
1 −2 2

 =

−1 0 1
1 1 0
0 −1 1

⇒
⇒ H =

−1 0 1
1 1 0
0 −1 1

−1 0 −1
−3 3 −2
1 −2 2

−1

Wolfram
= · · · =

−1 0 0
−6 −5 −8
1 1 2

 .

2. Mějme f : U → U . Vypočtěte matici F = BU
[f ]BU

lineárního zobrazení f , o kterém víme, že

f(x1) = (−2, 0, 6)T ,
f(x2) = (4,−4, 4)T ,
f(x3) = (0, 2,−6)T .

Maticí F , reprezentující lineární zobrazení f , zobrazte vektor [v]BU
.

Jak jsme diskutovali výše, je zde vlastně jen třeba najít souřadnice výsledných vektorů vůči bázi
BU . Můžeme si všimnout, že vektory f(xi) = 2xi, tedy matice zobrazení by měla být 2I3. Toto
ověříme výpočtem. Pro první výsledný vektor hledáme tedy souřadnice vůči BU pomocí

...
...

...
...

x1 x2 x3 f(x1)
...

...
...

...

 ∼
 -1 2 0 -2

0 -2 1 0
3 2 -3 6

 Wolfram∼ · · · ∼

 1 0 0 2
0 1 0 0
0 0 1 0
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Podobně postupujeme pro další vektory. Výpočet jde provést s výhodou paralelně
...

...
...

...
...

...
x1 x2 x3 f(x1) f(x2) f(x3)
...

...
...

...
...

...

 Wolfram∼ · · · ∼

 1 0 0 2 0 0
0 1 0 0 2 0
0 0 1 0 0 2


tedy zobrazení je opravdu realizováno maticí F = 2I3. Zobrazení vektoru je pak prostě Fv =
(2, 4,−2).

3. Mějme g : U → V . Vypočtěte matici G = BV
[g]BU

lineárního zobrazení g, o kterém víme, že

g(x1) = (−2, 0, 6)T ,
g(x2) = (4,−4, 4)T ,
g(x3) = (0, 2,−6)T .

Maticí G, reprezentující lineární zobrazení g, zobrazte vektor [v]BU
.

Postupujeme zcela stejně jako v přechozím příkladu, jen cílová báze je jiná
...

...
...

...
...

...
y1 y2 y3 g(x1) g(x2) g(x3)
...

...
...

...
...

...

 Wolfram∼ · · · ∼

 1 0 0 4 -2 -2
0 1 0 -4 -2 4
0 0 1 2 2 -2


Zobrazení vektoru je analogicky

[g([v]BU
)]BV

= BV
[g]BU

· [v]BU
= G · v = (2,−12, 8)T .

4. Spočtěte matici přechodu od BU k BV . Odtud určete souřadnice vektoru v vzhledem k bázi BV , tj.
[x]BV

.

Matici přechodu spočteme stejně jako v předchozích cvičeních hledáním řešení (BV |BU ), tedy


...

...
...

...
...

...
y1 y2 y3 x1 x2 x3

...
...

...
...

...
...

 ∼
 -1 0 1 -1 2 0

1 1 0 0 -2 1
0 -1 1 3 2 -3

 Wolfram∼ · · · ∼

Wolfram∼ · · · ∼

 1 0 0 2 -1 -1
0 1 0 -2 -1 2
0 0 1 1 1 -1

⇒ BV
[id]BU

=

 2 -1 -1
-2 -1 2
1 1 -1

 .

Pomocí této matie přechodu spočteme souřadnice [v]BV
= BV

[id]BU
· [v]BU

= (1,−6, 4)T .
Mohli bychom si správnost ověřit tak, že v převedeme do kanonické báze

v =

3∑
i=1

([v]BU
)ixi = 1(−1, 0, 3)T + 2(2,−2, 2)T + (−1)(0, 1,−3)T = (3,−5, 10)T .

Nyní bychom spočítali souřadnice tohoto vektoru vůči BV -1 0 1 3
1 1 0 -5
0 -1 1 10

 ∼
 1 1 0 -5

0 1 1 -2
0 0 2 8

 ∼
 1 0 0 1

0 1 0 -6
0 0 1 4

 ,

což je skutečně náš výsledek. Tento postup je ale znatelně delší.
Zároveň si jde snadno všimnout, že opravdu BV

[id]BU
· BU

[f ]BU
= BV

[g]BU
. To je ale přesně co

jsme čekali, protože g dělá přesně co f , akorát nakonec vyjádří vektory vůči BV .
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5. Pomocí BU
[f ]BU

spočtete BV
[f ]BV

.

Můžeme postupovat stejně jako v příkladu 1, po převedení všeho do V . Je však výhodné si
uvědomit, že děláme přesně

BV
[f ]BV

= BV
[id]BU

· BU
[f ]BU

· BU
[id]BV

.

Pokud si nyní uvědomíme, že BU
[id]BV

= (BV
[id]BU

)−1, pak jde tedy výpočet udělat pomocí

BV
[f ]BV

=

 2 -1 -1
-2 -1 2
1 1 -1

 ·
 2 0 0

0 2 0
0 0 2

 ·
 2 -1 -1

-2 -1 2
1 1 -1

−1

=

=

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 ·
 2 -1 -1

-2 -1 2
1 1 -1

 ·
 2 -1 -1

-2 -1 2
1 1 -1

−1

=

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 ,

protože In komutujes každou maticí. Co se děje intuitivně - zobrazení f vůči nějaké bázi jde
provést taky tak, že se transformujeme tam, kde už zobrazení známe a pak se transformujeme
zpátky. V tomhle případě f pouze ”natahuje prostor 2x ve všech směrech”, tedy by mělo být
jedno, v které soustavě to popisujeme. To je ale pravda, protože F komutuje s maticí přechodu.

6. Mějme zobrazení r : U → V dané maticí

BV
[r]BU

=

 1 −1 0
−2 0 2
−3 1 2

 .

Je toho zobrazení prosté nebo na? Pokud není prosté, najděte x, y ∈ U takové, že x 6= y ∧ Rx = Ry.
Pokud není na, najděte z ∈ V , pro které neexistuje vzor v U .

Nejprve provedeme Gaussovu eliminaci zadané matice 1 −1 0
−2 0 2
−3 1 2

 ∼
1 −1 0
0 −2 2
0 −2 2

 ∼
1 −1 0
0 −2 2
0 0 0

 ,

tedy je vidět, rank(R) = 2. Pro matici n × n platí dimKer(R) + rank(R) = n, tedy vidíme, že
zobrazení má netriviální jádro. To můžeme určit řešením homogenní soustavy 1 -1 0 0

-2 0 2 0
-3 1 2 0

 ∼
 1 0 0 0

0 1 -1 0
0 0 0 0


tedy Ker(R) = span{(0, 1, 1)T }. Z netriviálnosti jádra je jasné, že zobrazení nemůže být prosté
(více vektorů se ozbrazí na nulu). Protipříklady tvoří například x = (0, 1, 1) a y = (0, 2, 2).
Podobně nebude zobrazení ani na, protože dimenze sloupcového prostoru dimS(R) = 2, jak je
vidět z odstupňovaného tvaru. Odtud je též vidět, že bázi sloupcového prostoru můžeme vybrat
jako první dva sloupce R. Tuto bázi se teď pokusíme doplnit některým vektorem z kanonické
báze 1 -1 1 0 0

-2 0 0 1 0
-3 1 0 0 1

 ∼
 1 -1 1 0 0

0 -2 2 1 0
0 -2 3 0 1

 ∼
 1 -1 1 0 0

0 -2 2 1 0
0 0 1 -1 1


Je tedy vidět, že bázi jde doplnit libovolným z kanonických vektorů, tedy ani jeden z nich není
obrazem žádného vektoru po aplikaci R.
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7. Nechť B je báze prostoru R2×2, kterou si zvolte. Pro zobrazení f : R2×2 → R2×2 najděte matici
vzhledem k B, pokud

f(X) =

(
1 0
1 0

)
X +

(
1 1
1 1

)
XT .

Zvolme si přirozenou bázi

b1 =

(
1 0
0 0

)
, b2 =

(
0 1
0 0

)
, b3 =

(
0 0
1 0

)
, b4 =

(
0 0
0 1

)
.

Nyní vyčísleme toto zobrazení na bázi

F (b1) =

(
1 0
1 0

)(
1 0
0 0

)
+

(
1 1
1 1

)(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
1 0

)
+

(
1 0
1 0

)
=

(
2 0
2 0

)
,

F (b2) =

(
1 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
+

(
1 1
1 1

)(
0 0
1 0

)
=

(
0 1
0 1

)
+

(
1 0
1 0

)
=

(
1 1
1 1

)
,

F (b3) =

(
1 0
1 0

)(
0 0
1 0

)
+

(
1 1
1 1

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
+

(
0 1
0 1

)
=

(
0 1
0 1

)
,

F (b4) =

(
1 0
1 0

)(
0 0
0 1

)
+

(
1 1
1 1

)(
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
+

(
0 1
0 1

)
=

(
0 1
0 1

)
.

Nyní stačí tedy udělat matici jako vždy - slouce jsou obrazy báze. Vidíme, že první bázová

matice se zobrazila na

(
2 0
2 0

)
= 2b1+2b3, tedy první sloupec matice bude (2, 0, 2, 0)T . Podobně

dostaneme i zbylé sloupce

F =


2 1 0 0
0 1 1 1
2 1 0 0
0 1 1 1

 .

Zkusme výpočet ověřit na konkrétním příkladu X =

(
1 2
0 −1

)
. Ten má v B složky x =

(1, 2, 0,−1)T , tedy

f(X) = F · x = (4, 1, 4, 1)T ,

tedy příslušná matice je
∑4

i=1 xibi =

(
4 1
4 1

)
. Pokud nyní použijeme definici, pak

f

(
1 2
0 −1

)
=

(
1 0
1 0

)(
1 2
0 −1

)
+

(
1 1
1 1

)(
1 0
2 −1

)
=

(
1 2
1 2

)
+

(
3 −1
3 −1

)
=

(
4 1
4 1

)
,

tedy se výsledky skutečně shodují.
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