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ReSeni cvic¢eni 12: Matice piechodu a matice linearniho zobrazeni
Necht U, V = R? jsou vektorové prostory s bazemi

By = {x1 = (-1,0,3) 25 = (2,-2,2)" 23 = (0,1, -3)"},

By = {y1 = (-1,1,0)7,yo = (0,1, -1)7,y3 = (1,0,1)7}.
Déle méjte vektor x, ktery je v bazi U dan jako

[v]g, = (1,2, -1)T.

Ve vsi obecnosti konstruujeme matici linedrntho zobrazeni f : U — V tak, zZe sloupce dané matice
jsou obrazy baze U vyjadfené vuci bazi V. Cely postup se tedy redukuje na to, ze hledame souradnice
f(by) vaci V.

1. Vypoctete matici linedrniho zobraceni, pro které

h((-1,-3,1)7) = (-1,1,0)",
h((0,3,-2)") = (0,1,-1)7,
h((-1,-2,2)) = (1,0,1)".

Linearni zobrazeni je realizovano matici H. Prvni podminka pak fika

-1 -1
Hl-3]=1|1
1 0

atd. pro dalsi podminky. Ty vsechny jde napsat pomoci jedné maticové rovnice

1 0 -1 -1 0 1
H|l-3 3 —2|=[1 1 o]=
1 -2 2 0 -1 1
-1 0 1\ /-1 0 -1 71w01fram 1 0 0
—H=[1 1 o][-3 3 —2| 22 (|(_g _5 _8
0 -1 1 1 -2 2 11 2

2. Méjme f : U — U. Vypoététe matici F' = g, [f]p, linedrniho zobrazeni f, o kterém vime, ze

/(11) — (72, 07 (5)1,
flao) = (4,-4,4)7,

Matici F', reprezentujici linedrni zobrazeni f, zobrazte vektor [v]p,,.

Jak jsme diskutovali vyse, je zde vlastné jen tfeba najit soufadnice vyslednych vektoru vici bazi
By. Mtzeme si viimnout, ze vektory f(z;) = 2z;, tedy matice zobrazeni by méla byt 2I3. Toto
ovéfime vypoctem. Pro prvni vysledny vektor hleddme tedy soufadnice vi¢i By pomoci

‘Wolfram

: : : : 1 0 02
X1 X9 T3 f(ibl) ~ 0 -2 1 0 ~ 0 1 0 0
. . . . 0 0 110
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Podobné postupujeme pro dalsi vektory. Vypocet jde provést s vyhodou paralelné

Wolfram

: : : : : : 10 02 0 O
. . . . . . 0 0 1/0 0 2

tedy zobrazeni je opravdu realizovano matici F' = 2I3. Zobrazeni vektoru je pak prosté Fv =
(2,4,-2).

3. Méjme g : U — V. Vypoctéte matici G = g, [g]5,, linedrniho zobrazeni g, o kterém vime, Ze
g(z1) = (=2,0,6)7,
g(xs) = (4, —4,4)T,
g(xs) = (0,2, —6)7.

Matici G, reprezentujici linearni zobrazeni g, zobrazte vektor [v] g, .

Postupujeme zcela stejné jako v prechozim prikladu, jen cilova béaze je jina

: : : : : : Wolk 1 0 0|4 -2 -2
oliram

vy y2 ys | g(x1) g(z2)  g(xs) N Y 01 04 -2 4

. . . . . . o o0 1|12 2 -2

Zobrazeni vektoru je analogicky

4. Spoctéte matici prechodu od By k By . Odtud urcete souradnice vektoru v vzhledem k bazi By, tj.
[""}U\‘ .

Matici pfechodu spoéteme stejné jako v predchozich cvidenich hledanim feseni (By|By), tedy

Y1 Y2 Ys | T1 T2 I3 ~ 1 1 0lo0o -2 1 Wolfram

Wt 10 0|2 -1 -1 2 -1 -1
SR 01 02 -1 2 | =plids, = 2 -1 2
00 1|1 1 -1 1 1 -

Pomoci této matie prechodu spoéteme soutadnice [v]p, = B, [id]s, - [v]5, = (1,—6,4)T.
Mohli bychom si spravnost ovéfit tak, ze v prevedeme do kanonické baze

3

v=> ([]p,)iwi =1(=1,0,3)" +2(2,-2,2)" + (-1)(0,1,-3)" = (3,-5,10)""
i=1

Nyni bychom spocitali souradnice tohoto vektoru vici By

-1 0 1| 3 1 1 0]-5

1 0 0|1
1 1 0]-5 ~( 0 1 1|2 ]~ 01 0|6 |,
0 -1 1710 0 0 28 0 0 1] 4

coz je skutecné nas vysledek. Tento postup je ale znatelné delsi.

Zaroveti si jde snadno v§imnout, ze opravdu g, [id] B, - B, [f]By = By |9]B, - To je ale pfesné co
jsme cekali, protoze g déla presné co f, akorat nakonec vyjadii vektory vuci By .
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5. Pomoci g, [f]B, spoctete g, |[f]B, -

Mtzeme postupovat stejné jako v prikladu 1, po prevedeni vSeho do V. Je vSak vyhodné si
uvédomit, ze délame presné

svlflBy = By lidlBy - BoflBy - Bolid]By -

Pokud si nyni uvédomime, 7e g, [id] s, = (B, [id]B,) !, pak jde tedy vypodet udélat pomoci

2 1 -1 20 0 2 -1 -1\ !
solflsn = -2 -1 2 |-[o 2 o[ -2 -1 2 -
1 1 -1 0 0 2 1 1 -1
2 0 0 2 1 -1 2 -1 -1\ " 2 0 0
o202 -1 2| (=2 a1 2 -l o 2 o],
0 0 2 1 1 -1 1 1 -1 0 0 2

protoze I, komutujes kazdou matici. Co se déje intuitivné - zobrazeni f vic¢i néjaké bazi jde
provést taky tak, ze se transformujeme tam, kde uz zobrazeni zname a pak se transformujeme
zpatky. V tomhle pfipadé f pouze "natahuje prostor 2x ve vSech smérech”, tedy by mélo byt
jedno, v které soustavé to popisujeme. To je ale pravda, protoze F' komutuje s matici pfechodu.

6. Méjme zobrazeni r : U — V dané matici
1 -1 0
By [7‘_3[ — —2 0 2
-3 1 2
Je toho zobrazeni prosté nebo na? Pokud neni prosté, najdéte x,y € U takové, ze © # y A Rx = Ry.

Pokud neni na, najdéte z € V, pro které neexistuje vzor v U.

Nejprve provedeme Gaussovu eliminaci zadané matice

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
-2 0 2|~(0 =2 2|~1(0 -2 2],
-3 1 2 0 -2 2 0 0 0

tedy je vidét, rank(R) = 2. Pro matici n x n plati dim Ker(R) 4 rank(R) = n, tedy vidime, Ze
zobrazeni ma netrivialni jadro. To miZeme urcit feSenim homogenni soustavy

1 -1 00 1 0 010
-2 0 2|0 |~ O 1 -1/0
31 200 0 0 0]O0

tedy Ker(R) = span{(0,1,1)7}. Z netrividlnosti jadra je jasné, 7ze zobrazeni nemiize byt prosté
(vice vektorti se ozbrazi na nulu). Protiptiklady tvoii napiiklad x = (0,1,1) a y = (0,2,2).
Podobné nebude zobrazeni ani na, protoZe dimenze sloupcového prostoru dim S(R) = 2, jak je
vidét z odstupniovaného tvaru. Odtud je téz vidét, ze bazi sloupcového prostoru muzeme vybrat
jako prvni dva sloupce R. Tuto bazi se ted pokusime doplnit nékterym vektorem z kanonické

béze
1 -1]1 0 O 1 1|1 0 0 1 -1{1 0 O
-2 00 1 O ~ 0 212 1 0 |~ 0 212 1 0
-3 110 0 1 0 2|3 0 1 0 0|1 -1 1
Je tedy vidét, ze bazi jde doplnit libovolnym z kanonickych vektorti, tedy ani jeden z nich neni

obrazem zadného vektoru po aplikaci R.
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vd N 0 . ’ - . - n2 2 - - . N - N ’ o 92 2 92 2 . v . .
7. Necht B je baze prostoru R“*“  kterou si zvolte. Pro zobrazeni f : R**¢ — R®*® najdéte matici

vzhledem k B, pokud
oy (10 o 1 1\ 1
f(X) = <l ()> X + <1 l> X,
Zvolme si prirozenou béazi

10 0 1 0 0 00
n=() mm o) mm () me ()

Nyni vy¢isleme toto zobrazeni na bazi

Foy = (1 O) (L O) 4 (T L) (L Oy (1 0y (1 0y_ (20
V=11 o/\o o 1 1/\0 0/ \1 0 10/ \2 0/’
1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1
F<b2)_<1 0)(0 0>+<1 1)(1 0)‘(0 1)*(1 0)‘(1 1)’
1 0\ /0 O 1 1\ /0 1 0 0 0 1 0 1
F(b3)_<1 O)(l 0>+<1 1)(0 o)‘(o 0)*(0 1)‘(0 1)’
1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 1
F(b4)_<1 o)(o 1)*(1 1)(0 1)‘(0 0)*(0 1)‘(0 1)'
Nyni stac¢i tedy udélat matici jako vzdy - slouce jsou obrazy béaze. Vidime, Ze prvni bazova
matice se zobrazila na <3 8) = 2b; +2b3, tedy prvni sloupec matice bude (2,0, 2,0)7. Podobné
dostaneme i zbylé sloupce
2 1.0 0
01 1 1
F= 2 1 00
0 1 1 1

1 2

Zkusme vypocet ovérit na konkrétnim piikladu X = (O 1

(1,2,0, —1)7, tedy

). Ten ma v B slozky = =

f(X)=F -z=(4,1,4,1)7T,

4 1
4 1

o 2)=G 00 2)+6 1)k H)=02+G3)=0G1)

tedy se vysledky skutecné shoduji.

tedy prislusna matice je Z?:l xib; = ( ) Pokud nyni pouzijeme definici, pak
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