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Reseni cvi¢eni 11: Maticové prostory

1. Rozhodnéte, jestli jsou

i fi(z) =0, v fa(z)=xz—1,
i fo(z) =1 v fs(x) = 2%,

i f3(z) = 2, vi fo(z,y) = (x+y,z—y)T.

linearni zobrazeni.

Pro vektorové prostory U,V je zobrazeni f : U — V definované nad T linearni, pokud

flz+y) = flx) + fy),
flax) = af(z)

a to Vx,y € U,Va € T. Tato sada podminek je ekvivalentni jediné podmince f(azx + By) =
af(z) + Bf(y), kterd se ¢asto ovéfuje sndz. Postupné tedy ovéfme platnost u definovanych fci

i fi(ax+ By) =0=afi(x)+ Bf1(y), tedy je linedrni.
ii folax + By) =1# a+ 5 =afz(z)+ Bf2(y), tedy neni linedrni.
il fs(ax + By) = 2(ax + By) = 20z + 28y = afs(x) + Sf3(y), tedy je linedrni.
v falaz+By) =ax+pPy—1=alz—1)+a+By—1)+B—-1=afs(z)+Bfily) +a+p -1,
tedy neni linearni.
v fs(ax + By) = (ax + By)? # ax® + By?, tedy neni linearni.
vi f6gx+y7z+w) =@+y+tztwarzty—z—wl =@+z,z-2)T+H+wy—wt

Jo(z,2) + fo(y, w)
folax,ay) = a(z +y,x —y)T = afs(x,y). Zobrazeni je tedy linearni.

2. Zapiste linearni zobrazeni f : R? — R? dané piedpisem f(z,y) = (z +y,z — y)? pomoci matice.

Staci si uvédomit, ze aby bylo zobrazeni realizovano pomoci matice F', musi platit
2=+ ()
rT—y Y
1 1
P <1 _1> .

Alternativné se jde podivat na to, jak zobrazeni ptisobi na kanonické bazové vektory

(1) =rG) (2)=r()

coz ndm rovnourika, jaky musi byt prvni a druhy sloupec matice F'.

Odtud uz snadno dopocteme
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3. 7Z vektort v; vyberte béazi prostoru V = span{vy, va, v3,v4} pro
3,1,5,07,  (2,2,3,3)", @a,-1,2,1)T, (1,3,1,1)7T.
a pro ostatni vektory najdéte souradnice viici této bazi.

Ukazeme, které z nich jsou linearné vektory jsou LN na ostatnich

3 2 1 1]0 1 2 -1 310
1 2 -1 310 0 4 4 810
5 3 2 1/0 | o 7 7 4|0 |~
4 3 1 110 0 -5 5 -11]0
1 2 -1 310 1 1 0 0]0
01 -1 210 01 -1 00
“l o1 1 2/0]7 1o o0 0 1]0
00 0 -1]0 00 0 00

Vidime tedy, ze LN jsou prvni, druhy a posledni vektor. Soufadnice tfetiho vici této bazi a;
ur¢ime pomoci

3 2 11 1 2 3 |- 1 2 0]-1

1 2 3|-1 0 -4 -8 |4 0 1 0]-1 & L
5 3 1]2 |~ o 7 a7 [~lo o 1]o |72 |=("
4 3 1|1 0 -5 -11|5 00 00 3 0

Tedy [v]1v, 05,043 = (1,—1,0). Mélo by tedy platit, Ze v1 — vy = v3, coz je pravda.
4. Rozhodnéte, zda
rank(A + B) < rank(A) + rank(B)
pro A, B € R™*™,
Hint: jaky je vztah mezi S(A + B) a S(A) + S(B)?
Pokud konkrétné vezmeme B = —A, potom S(A + B) = §(0,) = {0}. Naproti tomu S(A4) =

S(—A) (protoze b = Ab = (—A)(—x)). Sloupcovy prostor S(A + B) obsahuje vSechny vektory
generované sloupci A + B, tedy S(A + B) C S(A) + S(B). Odtud

rank(A + B) = dim(S(4 + B)) < dim(S(A) + S(B)) = rank(A) 4 rank(B).
5. Najdéte matici A takovou, Ze
i (1,1)7,(1,2)T € R(4) a (1,0,0)",(0,0,1) € S(A),
ii S(A) =R(A)=span{(1,1,1)T} a Ker(A) = span{(1,-2,1)T}.

i Zde hledame takovou matici, ktera bude mit na druhém fadku nuly, protoze jinak by byl
sloupcovy prostor jiny. Naopak v fadkovém prostoru musi byt vektory, v jejichz linearnim
obalu jsou vektory (1,1)7,(1,2). Toho jde sladno docilit napiiklad

nebo

_ o
N O =
S O =
_ o O

ii Zde hleddme 3x3 matici, pro kterou mé byt dimS(A) = dimKer(A) = 1. To ovSem neni
mozné, protoZe vektor v se musi bud zobrazit na nulu (a v tom piipadé patii do jadra),
nebo na nenulu (v tom pi¥ipadé pat¥i do sloupcového prostoru). Musi tedy platit

dim S(A) + dim Ker(A4) = n,

coz zde nejde splnit a proto hledand matice neexistuje.
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6. Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R™*™ plati

i S(A) =S8(B) = RREF(A) = RREF(B),
ii RREF(A) = RREF(B) — S(A) = S(B).

Zde hodné zélezi na definici RREF(A). Pokud definujeme odstupiiovany tvar matice, tak, Ze
pivoty radime vzestupné podle nenulového Ffadku a ze pivotni sloupce obsahuji pravé jednu
jednicku a zbytek nuly, pak obé implikace plati. Pokud ale uvazujeme jen libovolny tvar po
Gaussové eliminaci, tak véta neplati. Tenhle tvar ozna¢me GAU(A).

i Matice
10 0 1
A= (0 0) a B= (0 0)

maji stejny sloupcovy prostor a obé jsou v GAU tvaru. Ty se ale nerovnayji.

ii Stadi piislusné matice transformovat a dostaneme matice se stejnym GAU tvarem (po per-
mutaci F4dk), které ale maji odlisné sloupcové prostory

S(A) =span{(1,0)"},  S(B) = span{(0,1)"}.

7. Jaky je vztah mezi Ker(AB) a Ker(B) pro

i /4 6 RHIXH- ]3 6 RT},XZ}
ii regularni A € R"*" B € R"*P,

Jadro matice je z definice mnozina feseni homogenni soustavy rovnic s danou matici. Odtud je
jasné, ze pokud z € Ker(B) = Br =0 = ABz = 0= z € Ker(AB). Tedy Ker(B) C Ker(AB)
(muZe se stat, ze Bx # 0, ale ABx = 0, napf. pokud je A nulovd matice). Pokud je v8ak A
reguldrni, tak plati rovnost. Uvazujme néjaké x € Ker(AB), tedy z vétsiho z prostori. Potom

z€Ker(AB)

Br = (A 'A)Bxr = A~'(AB2) A0 =0= z € Ker(B).
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8. Nechf A € R™™ m4 hodnost k < n. Ukaite, ze existuji B € R"** a C' € RF*™ takové, ze A = BC.

Uvazujme specialni matici a to takovou, ze prvnich k£ diagonalnich ¢lenti je 1 a zbytek 0. Pro

tuto matici jisté existuji prislusné B, C, protoze
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Nyni si stadi jen uvédomit, jak se pomoci Gauss-Jordanovi elimiace vzdy da dostat do tohoto
stavu. Pro libovolnou A o hodnosti k jde totiz provést eliminaci a tim se dostat k (az na permutaci
sloupct, ke které se vratime nize)

1 0 0 a3’k+1 all,n
0 . 0 :
0 0 1 ajgpq --- G,
00 0 0 .0

kde U; jsou matice elementarnich fadkovych tprav. Nyni matici transponujeme a opét provedeme
eliminaci. Alternativni pohled na tu samou véc je ten, Ze provadime ”fadkové tpravy”, ale
na sloupcich. To je dtivod, pro¢ jsme v predchozim kroku uvazovali libovolné potedi sloupcii.
Dostaneme tedy

A//T — Vn/ .Vl(AI)T = Vn/ ...‘/vl(Un~..U1A)T =

1 0 0 0 0
0 0 0 0

V, ...V ATUT UT—O O 0

w1 1---Us=10 0 00 E
00 00 . 0

kde V; jsou matice uprav po transpozici. Tahle matice mé ale stejny tvar jako v nasi snadné
ukdzce, tedy A” = B”C"”. Odtud (protoze vSechny elementarni iipravy umime invertovat)

A= anl o Vl_lA”Ul_T e U,:T = V;l o Vl—lBl/ C//Ul—T o U;T .

=B =C

Vsimneme si, ze tyto matice opravdu maji pozadované tvary, protoze U,V € Rn x n, tedy i
jejich soucin m4 stejny rozmér. Nicméné napt. C' € R¥*™, tedy i C"U; T ... U, T € RF*",
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