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Řešení cvičení 11: Maticové prostory

1. Rozhodněte, jestli jsou

i f1(x) = 0,

ii f2(x) = 1,

iii f3(x) = 2x,

iv f4(x) = x− 1,

v f5(x) = x2,

vi f6(x, y) = (x+ y, x− y)T .

lineární zobrazení.

Pro vektorové prostory U, V je zobrazení f : U → V definované nad T lineární, pokud

f(x+ y) = f(x) + f(y),

f(αx) = αf(x)

a to ∀x, y ∈ U,∀α ∈ T. Tato sada podmínek je ekvivalentní jediné podmínce f(αx + βy) =
αf(x) + βf(y), která se často ověřuje snáz. Postupně tedy ověřme platnost u definovaných fcí

i f1(αx+ βy) = 0 = αf1(x) + βf1(y), tedy je lineární.

ii f2(αx+ βy) = 1 6= α+ β = αf2(x) + βf2(y), tedy není lineární.

iii f3(αx+ βy) = 2(αx+ βy) = 2αx+ 2βy = αf3(x) + βf3(y), tedy je lineární.

iv f4(αx+βy) = αx+βy− 1 = α(x− 1)+α+β(y− 1)+β− 1 = αf4(x)+βf4(y)+α+β− 1,
tedy není lineární.

v f5(αx+ βy) = (αx+ βy)2 6= αx2 + βy2, tedy není lineární.

vi f6(x + y, z + w) = (x + y + z + w, x + y − z − w)T = (x + z, x − z)T + (y + w, y − w)T =
f6(x, z) + f6(y, w)
f6(αx, αy) = α(x+ y, x− y)T = αf6(x, y). Zobrazení je tedy lineární.

2. Zapište lineární zobrazení f : R2 → R2 dané předpisem f(x, y) = (x+ y, x− y)T pomocí matice.

Stačí si uvědomit, že aby bylo zobrazení realizováno pomocí matice F , musí platit(
x+ y
x− y

)
= F

(
x
y

)
.

Odtud už snadno dopočteme

F =

(
1 1
1 −1

)
.

Alternativně se jde podívat na to, jak zobrazení působí na kanonické bázové vektory(
1
1

)
= F

(
1
0

)
,

(
1
−1

)
= F

(
0
1

)
,

což nám rovnouříká, jaký musí být první a druhý sloupec matice F .
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3. Z vektorů vi vyberte bázi prostoru V = span{v1, v2, v3, v4} pro

(3, 1, 5, 4)T , (2, 2, 3, 3)T , (1,−1, 2, 1)T , (1, 3, 1, 1)T .

a pro ostatní vektory najděte souřadnice vůči této bázi.

Ukážeme, které z nich jsou lineárně vektory jsou LN na ostatních


3 2 1 1 0
1 2 -1 3 0
5 3 2 1 0
4 3 1 1 0

 ∼


1 2 -1 3 0
0 -4 4 -8 0
0 -7 7 -14 0
0 -5 5 -11 0

 ∼

∼


1 2 -1 3 0
0 1 -1 2 0
0 1 -1 2 0
0 0 0 -1 0

 ∼


1 1 0 0 0
0 1 -1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0


Vidíme tedy, že LN jsou první, druhý a poslední vektor. Souřadnice třetího vůči této bázi ai
určíme pomocí
3 2 1 1
1 2 3 -1
5 3 1 2
4 3 1 1

 ∼


1 2 3 -1
0 -4 -8 4
0 -7 -14 7
0 -5 -11 5

 ∼


1 2 0 -1
0 1 0 -1
0 0 1 0
0 0 0 0

⇒
 a1

a2
a3

 =

 1
-1
0

 .

Tedy [v]{v1,v2,v4} = (1,−1, 0). Mělo by tedy platit, že v1 − v2 = v3, což je pravda.

4. Rozhodněte, zda
rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)

pro A,B ∈ Rm×n.

Hint: jaký je vztah mezi S(A+B) a S(A) + S(B)?

Pokud konkrétně vezmeme B = −A, potom S(A + B) = S(0n) = {0}. Naproti tomu S(A) =
S(−A) (protože b = Ab = (−A)(−x)). Sloupcový prostor S(A + B) obsahuje všechny vektory
generované sloupci A+B, tedy S(A+B) ⊆ S(A) + S(B). Odtud

rank(A+B) = dim(S(A+B)) < dim(S(A) + S(B)) = rank(A) + rank(B).

5. Najděte matici A takovou, že

i (1, 1)T , (1, 2)T ∈ R(A) a (1, 0, 0)T , (0, 0, 1) ∈ S(A),
ii S(A) = R(A) = span{(1, 1, 1)T } a Ker(A) = span{(1,−2, 1)T }.

i Zde hledáme takovou matici, která bude mít na druhém řádku nuly, protože jinak by byl
sloupcový prostor jiný. Naopak v řádkovém prostoru musí být vektory, v jejichž lineárním
obalu jsou vektory (1, 1)T , (1, 2)T . Toho jde sladno docílit například 1 1

0 0
1 2

 nebo

 1 0
0 0
0 1

.
ii Zde hledáme 3x3 matici, pro kterou má být dimS(A) = dimKer(A) = 1. To ovšem není

možné, protože vektor v se musí buď zobrazit na nulu (a v tom případě patří do jádra),
nebo na nenulu (v tom případě patří do sloupcového prostoru). Musí tedy platit

dimS(A) + dimKer(A) = n,

což zde nejde splnit a proto hledaná matice neexistuje.
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6. Rozhodněte, zda pro matice A,B ∈ Rn×n platí

i S(A) = S(B) =⇒ RREF(A) = RREF(B),

ii RREF(A) = RREF(B) =⇒ S(A) = S(B).

Zde hodně záleží na definici RREF(A). Pokud definujeme odstupňovaný tvar matice, tak, že
pivoty řadíme vzestupně podle nenulového řádku a že pivotní sloupce obsahují právě jednu
jedničku a zbytek nuly, pak obě implikace platí. Pokud ale uvažujeme jen libovolný tvar po
Gaussově eliminaci, tak věta neplatí. Tenhle tvar označme GAU(A).

i Matice

A =

(
1 0
0 0

)
a B =

(
0 1
0 0

)
mají stejný sloupcový prostor a obě jsou v GAU tvaru. Ty se ale nerovnají.

ii Stačí příslušné matice transformovat a dostaneme matice se stejným GAU tvarem (po per-
mutaci řádků), které ale mají odlišné sloupcové prostory

S(A) = span{(1, 0)T }, S(B) = span{(0, 1)T }.

7. Jaký je vztah mezi Ker(AB) a Ker(B) pro

i A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p,

ii regulární A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p.

Jádro matice je z definice množina řešení homogenní soustavy rovnic s danou maticí. Odtud je
jasné, že pokud x ∈ Ker(B)⇒ Bx = 0⇒ ABx = 0⇒ x ∈ Ker(AB). Tedy Ker(B) ⊆ Ker(AB)
(může se stát, že Bx 6= 0, ale ABx = 0, např. pokud je A nulová matice). Pokud je však A
regulární, tak platí rovnost. Uvažujme nějaké x ∈ Ker(AB), tedy z většího z prostorů. Potom

Bx = (A−1A)Bx = A−1(ABx)
x∈Ker(AB)

= A−10 = 0⇒ x ∈ Ker(B).
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8. Nechť A ∈ Rn×n má hodnost k ≤ n. Ukažte, že existují B ∈ Rn×k a C ∈ Rk×n takové, že A = BC.

Uvažujme speciální matici a to takovou, že prvních k diagonálních členů je 1 a zbytek 0. Pro
tuto matici jistě existují příslušné B,C, protože

1 0 0 0 . . . 0

0
. . . 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

. . .

0 0 0 0
. . . 0


=



1 0 0

0
. . . 0

0 0 1
0 0 0
...

...
...

0 0 0


1 0 0 0 . . . 0

0
. . . 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0



Nyní si stačí jen uvědomit, jak se pomocí Gauss-Jordanovi elimiace vždy dá dostat do tohoto
stavu. Pro libovolnou A o hodnosti k jde totiž provést eliminaci a tím se dostat k (až na permutaci
sloupců, ke které se vrátíme níže)

A′ = Un . . . U1A =



1 0 0 a′1,k+1 . . . a′1,n

0
. . . 0

... . . .
...

0 0 1 a′k,k+1 . . . a′k,n
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

. . .

0 0 0 0
. . . 0


kde Ui jsou matice elementárních řádkových úprav. Nyní matici transponujeme a opět provedeme
eliminaci. Alternativní pohled na tu samou věc je ten, že provádíme ”řádkové úpravy”, ale
na sloupcích. To je důvod, proč jsme v předchozím kroku uvažovali libovolné poředí sloupců.
Dostaneme tedy

A′′T = Vn′ . . . V1(A
′)T = Vn′ . . . V1(Un . . . U1A)

T =

Vn . . . V1A
TUT

1 . . . UT
n =



1 0 0 0 . . . 0

0
. . . 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

. . .

0 0 0 0
. . . 0


,

kde Vi jsou matice úprav po transpozici. Tahle matice má ale stejný tvar jako v naší snadné
ukázce, tedy A′′ = B′′C ′′. Odtud (protože všechny elementární úpravy umíme invertovat)

A = V −1n . . . V −11 A′′U−T1 . . . U−Tn = V −1n . . . V −11 B′′︸ ︷︷ ︸
=B

C ′′U−T1 . . . U−Tn︸ ︷︷ ︸
=C

.

Všimneme si, že tyto matice opravdu mají požadované tvary, protože U, V ∈ Rn× n, tedy i
jejich součin má stejný rozměr. Nicméně např. C ∈ Rk×n, tedy i C ′′U−T1 . . . U−Tn ∈ Rk×n.
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