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Domaci tkoly z prvni hodiny
Tyhle priklady jsou trochu tézsi, takze doporucuji spise nadsencum.
1.1 Zjistéte, cemu se rovna:
[n/2]
> (")
k
k=0

Cilem je vzorec, ktery jiz nebude obsahovat sumu (ani ”...”).
Hint: spoctéte si vysledek pro nékolik malych hodnot n, vyslovte hypotézu
a dokazte ji indukeci.

(4 body)
1.2 Ukazte, ze pro libovolnd n,m € N;n > m plati:
"(m\ (n+k L (m\ (1
= 2%,
> () (") -2 (06)
k=0 k=0
(4 body)
2. série domacich tukolu
2.1 V zavislosti na b € R; b > 1 naleznéte q := ¢q(b) takové, 7e
2an bn
an . ,0(1)
O S <n> <2%-n
(3 body)

2.2 Rozhodnéte, zda pro nésledujici funkce f(n) a g(n) plati f(n) = O(g(n)),f(n) =
o(g(n)).f(n) = g(n)),f(n) = O(g(n)) a f(n) ~ gln). Tj. pro kazdon
z uvedenych relaci a kazdou uvedenou dvojici funkei rozhodnéte, zda
pro danou dvojici funkci dana relace plati ¢i ne. Odpovédi nezapomente
zduvodnit.
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a) f(n)=I ("), g(n) =2n-Inn
(2 body)



-

fn) =i g(n) = n’
i=1

(3 body)
2.3 Sefad’te nasledujici funkce podle rychlosti ristu.
(ﬁ)lnn , 21112 n’ (ln n)lnn~1n lnn7 n'r
2 2
(2 body)

3. série domacich ukolu

3.1 Urcete pocet grafii na n-prvkové mnoziné vrcholu, které nemaji zadny
izolovany vrchol.

(3 body)

3.2 Nechf X = —23,-22,...,186 a nechf mnozina Y vznikne z mnoziny X
tak, ze z ni vyskrtdme vSechny nésobky c¢isel 6,9,15, 18,24, 30. Zjistéte,
kolik prvkia obsahuje mnozina Y.

(2 body)
3.3 O prfirozeném cisle n fekneme, Ze je bezétvercové pokud n neni délitelné

¢islem k2, pro zadné k > 2 prirozené. Zjistéte kolik bezétvercovych éisel
se nachazi v intervalu 134,135, ..., 522.

(2 body)
3.4 Kolik existuje potadi pismen A,C,F,K,L,M,N,O,P,R,S,T,U,V,Y takovych,

ze po vynechani nékolika pismen nevznikne zadné ze slov ROCK, CAROL,
FOLK, COUNTRY 7

(4 body)
4. série domacich tkola
4.1 Najdéte vytvoiujici funkci pro nasledujici posloupnost:
12,2333 43 5% ..
(2 body)



4.2 S vyuzitim vysledku predchoziho ptikladu najdéte vytvotrujici funkci pro
posloupnost (ag, a1, az,...), pro jejiz n-ty ¢len plati:

n

Poté najdéte vzorec bez sum pro n-ty ¢len této posloupnosti (z té vytvorujici

funkee).

(3 body)

4.3 Najdéte vytvorujici funkci pro néasledujici posloupnost:

1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,....

(1 bod)

4.4 Najdéte vytvorujici funkci pro nésledujici posloupnost:

1,1,2,3,4,9,8,27,16,81, 32,243, 64, ....

(1 bod)

4.5 Najdéte vytvorujici funkci pro nasledujici posloupnost:

1,2,—4,8,16,—32,64, 128, —256,512, 1024, —2048, 4096, ....

(2 body)

4.6 V zdvislosti na n najdéte vytvorujic{ funkci pro posloupnost (ag, a1, as, . . .),
pro jejiz k-ty ¢len plati:
n
a = .
Pk

5. série domacich ukolua

(2 body)

5.1 Uréete koeficient pti 2°° v mocninné fadé (x° + 2% + 27 + 28 4+ 2° 4 ...)6.

(1 bod)
5.2 Urcete koeficient pti 2% v mocninné fadé funkce (2 + 32)%/1 — z.
(3 body)
5.3 Uréete koeficient pii #® v mocninné fadé (1 — z + 22%)°.
(1 bod)



(445z)°
1—x

5.4 Uréete koeficient pti 2% v mocninné fadé funkce
(2 body)

5.5 Pomoci vytvorujicich funkei urcete, kolika zptusoby lze rozdélit 40 nero-
zlisitelnych balénkt mezi 6 déti tak, aby kazdé dité dostalo aspon je-
den balének. Navic zadné dité nesmi dostat balénku piilis mnoho. Pokud
Anezka (nejhubenéjsi z téch Sesti déti) dostane desaty balének, vznese se —
to nevadi, ale nelze ji uz dat dalsi (jedendcty) balének. Ostatni se vznesou
az po obdrzeni 15-tého balénku. Nemohou jich tedy mit nikdy 16 nebo
vice.

(3 body)

6. série domacich ukolu

V prikladech této série muzete s vyhodou pouzit néktery z programu pro reseni
rovnic, takové nastroje jsou dostupné i online, napiiklad na
http://www.quickmath.com/webMathematica3/quickmath/

page. jsp?sl=equations&s2=solve&s3=advanced. VSechny rovnice ale maji raciondlni
kofeny.

6.1 Pomoci vytvorujicich funkci najdéte vzorec pro n-ty ¢len nasledujici posloup-
nosti zadané rekurentné:

a0:4,a1 :20,a2:a3:14

a pro n > 0 plati ap414 = 2an4+3 + 27ap42 + 26a,+1 — 120a,,
(4 body)

6.2 Pomoci vytvorujicich funkci najdéte vzorec pro n-ty ¢len nasledujici posloup-
nosti zadané rekurentné:

ag = ap = 3,a pro n > 0 plati 2a,,42 = Tap4+1 + 3a,
(2 body)

6.3 Pomoci vytvorujicich funkei najdéte vzorec pro n-ty ¢len nasledujici posloup-
nosti zadané rekurentné:

ap =1,a1 =4,a pron > 0 plati a,42 = 4dany1 — 4a,
(3 body)

6.4 Pomoci vytvotujicich funkci najdéte vzorec pro n-ty ¢len nasledujici posloup-
nosti zadané rekurentné:

ag =4,a1 = 1,a pron > 0 plati a,+2 = 3ap41 +4a, +n+1

(4 body)


http://www.quickmath.com/webMathematica3/quickmath/page.jsp?s1=equations&s2=solve&s3=advanced
http://www.quickmath.com/webMathematica3/quickmath/page.jsp?s1=equations&s2=solve&s3=advanced

6.5

Pomoci vytvorujicich funkci najdéte vzorec pro zavislost n-tého ¢lenu na
¢lenech ag a ay v posloupnosti v niz pro n > 0 plati, ze a,2 je aritmet-
ickym prumérem a,y1 a a,. Urcete limitu posloupnosti a,, pro n — oo (v
zévislosti na ag a ay). (2 body)

7. série domacich ukolua

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

Pro n > 3 vezméme n navzajem ruznych mnozin Aq, As, ..., A,, kazdou
o velikosti n — 3, jejichz sjednocenim je mnozina X velikosti n. Dokazte,
ze Ay, As, ..., A, ma systém ruznych reprezentantu.

(3 body)

Necht G je neorientovany rovinny graf. DokaZte, Ze existuje orientace G
takovéd, ze vstupni stupen kazdého vrcholu je nejvyse 3.

(3 body)

Necht n je pfirozené ¢&islo a X je mnozina s n? +n + 1 prvky. Necht S
je sytém n + 1 prvkovych podmnozin X takovy, ze kazdé dvé mnoziny S
maji nejvyse jeden spoleény prvek a |S| = n? +n + 1. Ukazte, ze S m4a
sytém ruznych reprezentantu.

(3 body)

Dokazte, ze CNF-formule, kterd ma v kazdé klausuli pravé n proménnych
a kazd4 proménnd se vyskytuje nejvyse n-krét (tzv. (n, < n)-SAT) je vzdy
splnitelna.

CNF-formule je logickd formule (vyraz) ve formé konjunkce (logického
sou¢inu, AND) klauzuli, pficemz kazda klauzule je disjunkef (logickym
souctem, OR) literali, coz jsou bud'to proménné nebo jejich negace (NOT).
Formule je splnitelnd pokud je mozno dosadit za proménné pravdivostni
hodnoty (0, 1; true, false) tak, aby celd formule byla pravdivé (hodnota
vyrazu byla true). Piiklad:

F=(z1Va)A(-x1 V—zs) A (mxe V x3)
(5 bodu)

Necht Q,, (pro n < 1) je orientovany graf (n-dimenziondln{ krychle) s
mnozinou vrcholu {0,1}" takovy, ze z vrcholu u vede orientovand hrana
do vrcholu v prave, kdyz se prislusné vektory lisi pouze na jediném misté
a na tom mé vrchol v nulu a vrchol v jednotku. Polozme kapacitu kazdé
hrany 1 a z = (0,0,..,0), s = (1,1,..,1). Najdéte

a) maximalni celo¢iselny tok v této siti



(2 body)
b) maximaln{ tok, ktery je na vSech hrandch nenulovy.

(3 body)

8. série domacich ukolua

8.1 Dokazte, ze graf na n vrcholech s minimalnim stupném d > %(n —1) je
hranové d-souvisly.

(3 body)

8.2 Pro d > 2 ukazte, ze souvisly d-regularni bipartitni graf je
a) hranové, nebo (2 body)
b) vrcholové (3 body)

2-souvisly. (Ukazte a) nebo b).)

8.3 Pro n > 3 urcete vrcholovou souvislost grafu K, \ Cy,, tj. iplného grafu na
n vrcholech, z néjz byly odebrany hrany jedné Hamiltonovské kruznice.

(2 body)

8.4 Ve (vrcholove) k-souvislém grafu (k > 2) lezi kazdych k vrcholu na kruznici.
Hint:pouzijte indukci.

(3 body)

9. série domacich tukolu
9.1 Rozhodnéte, zda posloupnost (4,1,5,1,2,6,6,5,6,2,1,5) je skére grafu.
(1 bod)
9.2 Rozhodnéte, zda posloupnost (5,1,6,2,4,4,2) je skére grafu.
(1 bod)
9.3 Rozhodnéte, zda posloupnost (4,10,1,7,1,8,5,5,7,1,8,6) je skére grafu.
(1 bod)

9.4 Najdéte vSechny navzdjem neisomorfni grafy se skérem (6,3,3,3,3,3,3).
Nezapomente ukazat, ze jste zadny nevynechali.

(2 body)



10.

10.1

10.2

10.3

10.4

série domacich ukolu

Hrany 1iplného grafu na n vrcholech (aspon dvou) jsou obarveny 2 barvami
(Cervené a modie). Ukazte, Ze v grafu existuje jednobarevnd kostra.

(2 body)

Miizové body (body s celoéiselnymi souradnicemi) v roviné jsou obarveny
2010 barvami. Ukazte, Ze v roviné lze vybrat 2010 fddku (rovnobézek s
osou x) a 2008 sloupcu (rovn. s osou y) tak, ze vSechny jejich pruseciky
maji stejnou barvu.

(3 body)

Rozhodnéte zda plati: Kazdy dostatecné velky souvisly graf obsahuje in-
dukovany podgraf s pravé

a) 15i hranami.

b) 27i hranami.

(6+2 body)

Rozhodnéte, zda plati: Pro kazdé prirozené ¢islo k existuje takové prirozené
¢islo n, ze kdykoliv je X néjakd mnozina velikosti n a prvky X x X jsou
obarveny dvéma barvami, pak existuje podmnozina Y mnoziny X velikosti
|Y| = k takovd, ze vSechny prvky (Y x Y) \ AY jsou obarveny stejnou
barvou. Zde AY = {(y,y) |y € Y}.

(3 body)



